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iNoiE  III.  Sur  un  :iulre  mode  de  détermination  des  familles  de  surfaces 
qui  composent  le  svstème  dans  le  cas  le  plus  généial 285 

Note  IV.  Application  successive  et  comparaison  des  deux  méthodes  expo- 
sées |)0(ir  le  même  problème,  à  propos  du  cas  particulier  correspondant 
au  système  sphéri(|U(^ 34  i 
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QUESTIONS  AU  CONCOLUS. 


1*  On  demande  deg  recherches  nouvelles  sur  des  combinaisonn  renfer- 
mant le  noyau  C„  —  (\\h' 

S*  Des  foyers  à  gaz  au  point  de  vue  hygiénique. 

5"  Donner  une  théorie  rigoureuse  de  la  différentiation  sous  le  signe 
dans  les  intégrales  définies^  en  assignant  les  conditions  précises  qui 
limitmt  Capplicalion  de  la  règle  de  Leibnitz,  principalement  dans  le  cas 
de  limites  infinies  ou  de  fonctions  passant  par  l'infini.  Faire  Vappli- 
eation  de  ces  principes  à  quelques  intégrales  définies  célèbres. 

4*  Étudier  la  fixation  de  l'azote  par  le  sol  et  par  la  plante,  uu 
point  de  vue  biologique  et  nyricole. 

Le  I ''octobre  1891  est  la  date  de  rigueur  pourTenvoi  des  incinoires 
au  secrétariat. 


PREMIERE  PARTIE 


DOCUMENTS  ET  COMPTES  RENDUS 


STATUTS 

•  Article  1*".  —  Il  est  constitué  à  Bruxelles  une  association  qui 
prend  le  nom  de  Société  scientifique  de  Bruxelles,  avec  la  devise: 
«  Nulla  unquam  inter  /idem  et  rationem  ver  a  dissensio  esse 
potes t  (')•  ■ 

Art.  2.  —  Cette  association  se  propose  do  favoriser,  confor- 
mément à  Fespril  de  sa  devise,  ravaneement  et  la  diffusion  des 
sciences. 

Art.  3.  —  Elle  publiera  annuelleineni  le  compte  rendu  de 
ses  réunions,  les  travaux  présentés  par  ses  membres,  et  des  rap- 
ports sommaires  sur  les  progrès  accomplis  dans  chaque  branche. 

Elle  tâchera  de  rendre  possible  la  publication  d*une  revue  des- 
tinée à  la  vulgarisation  ('). 

Art.  4.  —  Elle  se  compose  d*un  nombre  illimité  de  membres, 
et  fait  appel  à  tous  ceux  qui  reconnaissent  Pimportance  d'une 
culture  scientifique  sérieuse  pour  le  bien  de  la  société. 


(*}  Const.  de  Fid.  cath^  c.  IV. 

(<j  Depuis  le  mois  de  janvier  1877,  cette  revue  parait,  par  livraisons  trimestrielles,  sous 
le  titre  de  Revue  des  queutions  scientifiques.  Elle  forme  chaque  année  deux  volumes  in-8<> 
de 700  pages.  Prix  de  labonncment  :  !20  francs  par  au  pour  tous  les  pays  de  l'Union  pos- 
tale. 1/es  membres  de  la  Société  ^ientifique  ont  droit  à  une  réduction  de  35  pour  cent. 
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Art.  5.  —  Elle  est  dirigée  par  un  Conseil  de  vingt  meniliros. 
élus  annuellement  dans  son  sein.  Le  Président,  les  Vice- Prési- 
dents, le  Secrétaire  et  le  Trésorier  font  partie  de  ce  Conseil. 
Parmi  les  membres  du  Bureau,  le  Secrétaire  et  le  Trésorier  sont 
seuls  réé lisibles. 

Art.  6.  —  Pour  être  admis  dans  Tassociation,  il  faut  être 
présenté  par  deux  membres.  La  demande,  signée  par  eeux-ci,  est 
adressée  au  Président,  qui  la  soumet  au  Conseil.  L'admission 
n'est  prononcée  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  voix. 

L'exclusion  il'un  membre  ne  pourra  être  prononcée  que  pour 
des  motifs  graves  et  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  du 
Conseil. 

Art.  7.  —  Les  membres  qui  souscrivent,  à  une  époque  quel- 
conque, une  ou  plusieurs  parts  du  capital  social,  sont  membres 
fondateurs.  Ces  parts  sont  de  .'JOO  francs.  Les  membres  ordinaires 
ver>ent  une  cotisation  annuelle  de  1 5  francs,  qui  peut  toujours  être 
raelietée  par  une  somme  de  150  francs,  versée  une  fois  pour  toutes. 

Le  Conseil  peut  nommer  des  membres  honoraires  parmi  les 
savants  étrangers  à  la  Belgique. 

Les  noms  <les  membres  fondateurs  figurent  en  tête  des  listes 
par  ordre  d'inscription,  et  ces  membres  reçoivent  autant  d'exem- 
plaires des  publications  annuelles  qu'ils  ont  souscrit  de  parts  du 
capital  social.  Les  membres  ordinaires  et  les  membres  honoraires 
reçoivent  un  exemplaire  de  ces  publications. 

Tous  les  membres  ont  le  même  droit  de  voie  dans  les  Assem- 
blées générales. 

Art.  8.  —  Chaque  année,  il  y  a  trois  sessions.  La  principale 
se  tiendra  dans  la  quinzaine  qui  suit  la  fête  de  Pâques,  et  pourra 
durer  quatre  jours.  Le  public  y  sera  admis  sur  la  présentation 
de  caries.  On  y  lit  les  rapports  annuels,  et  l'on  y  nomme  le 
Bureau  et  le  Conseil  pour  l'année  suivante. 

Les  deux  autres  sessions  se  tiendront  en  octobre  et  en  janvier. 

Elles  pourront  durer  deux  jours,  et  auront  pour  objet  princi- 
pal de  préparer  la  session  de  Pâques. 
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Ani.  9.  —  Lorsqu'une  résolution ,  prise  dans  l'Assemblée 
jfénérale,  n'aura  pas  éié  délibérée  en  présence  du  tiers  des 
membres  de  la  Société,  le  Conseil  aura  la  faculté  d'ajourner  la 
décision  jusqu'à  la  prochaine  session  de  Pâques.  La  décision  sera 
alors  définitive,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  préseiUs. 

Art.  10.  —  La  Société  ne  permettra  jamais  qu'il  se  produise 
dans  son  sein  aucune  alla(|ue,  même  courtoise,  à  la  religion 
catholique,  ou  à  la  philosophie  spiritualiste  et  religieuse. 

Art.  11.  —  Dans  les  sessions,  la  Société  se  répartit  en  cinq 
sections  :  L  Sciences  mathématiques^  IL  Sciences  physiques, 
IlL  Sciences  naturelles,  I\\  Sciences  médicales,  V.  Sciences  éco- 
nomiques. 

Tout  membre  de  Tassociation  choisit  chaque  année  la  section 
à  laquelle  il  désire  appartenir.  Il  a  le  droit  de  prendre  part  aux 
travaux  des  autres  sections  avec  voix  consultative. 

Art.  12.  —  La  session  comprend  des  séances  {générales  et  les 
séances  de  section. 

Art.  13.  —  Le  Conseil  représente  Fassociation.  Il  a  tout  pou- 
voir pour  gérer  et  administrer  les  affaires  sociales.  Il  place  en 
rentes  sur  l'État  ou  en  valeurs  garanties  par  l'Etat  les  fonds  qui 
constituent  le  capital  social. 

Il  fait  tous  les  règlements  d'ordre  intérieur  que  peut  nécessiter 
Texécution  des  statuts,  sauf  le  droit  de  contrôle  de  l'Assemblée 
générale. 

Il  délibère,  sauf  les  cas  prévus  à  l'article  6,  à  la  majorité  des 
membres  présents.  Néanmoins,  aucune  résolution  ne  sera  valable 
qu*autant  qu'elle  aura  été  délibérée  en  présence  du  tiers  au  moins 
des  membres  du  Conseil  dûment  convoqué. 

Art.  14.  —  Tous  les  actes,  reçus  et  décharges  sont  signés 
par  le  Trésorier  et  un  membre  du  Conseil,  délégué  à  cet  effet. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  dresse  annuellement  le  budget  des 
dépenses  de  l'association  et  présente  dans  la  session  de  Pâques  le 
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compte  détaillé  des  recettes  et  dépenses  de  rexcreice  écoulé. 
L'approbation  de  ces  comptes,  après  examen  de  l'Assemblée,  lui 
donne  décliarge. 

Art.  16.  —  Les  statuts  ne  pourront  être  modifiés  que  sur  la 
proposition  du  Conseil,  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres 
votants,  et  dans  l'Assemblée  générale  de  la  session  de  Pâques. 

Les  modifications  ne  pourront  être  soumises  au  vote  qu*après 
avoir  été  proposées  dans  une  des  sessions  précédentes.  Elles 
devront  figurera  Tordre  du  jour  dans  les  convocations  adressées 
à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  17.  —  La  devise  et  l'article  10  ne  pourront  jamais  être 
modifiés. 

En  cas  de  dissolution,  l'Assemblée  générale,  convoquée  extra- 
ordinaireinent,  statuera  sur  la  destination  des  biens  appartenant 
à  l'association.  Cette  destination  devra  être  conforme  au  but 
indi<|ué  dans  l'arliele  2. 


REGLEMENT 


ARRÊTÉ  PAR   I.E  CONSKil.  POUR   I.' ENCOURAGEMENT  DES  RECHERCHES   SCIENTIFIQUES. 


1.  —  Le  Conseil  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  a 
résolu  d'instituer  des  concours  et  d'accorder  des  subsides  pour 
encourager  les  recherches  scientifiques. 

2.  —  A  cet  objet  seront  consacrés  : 

l""  Le  revenu  du  bénéfice  acquis  à  la  Société  jusqu'à  la  ses- 
sion de  Pâques  1879; 

2*  La  moitié  du  bénéfice  acquis  pendant  rexercicequi  précède 
l'exercice  courant. 

3.  —  Chaque  année,  Tune  des  sections  désignera  une  question 
à  mettre  au  concours.  L'ordre  dans  lequel  les  sections  feront  cette 
désignation  sera  déterminé  par  le  sort.  Toute  question,  pour  être 
posée,  devra  être  approuvée  par  le  Conseil,  qui  donnera  aux 
<|uestions  la  publicité  convenable. 

4. —  Les  questions  auxquelles  il  n'aura  pas  été  répondu 
d'une  manière  satisfaisante  resteront  au  concours.  Le  Conseil 
|)ourra  cependant  inviter  tes  sections  compétentes  à  h*s  rempla- 
cer par  d'autres. 

5.  —  Aucun  prix  ne  pourra  être  inférieur  à  500  francs.  Une 
médaille  sera  en  outre  remise  à  fauteur  du  mémoire  couronné. 

6.  —  Ces  concours  ne  seront  ouverts  qu'aux  membres  de  la 
Société. 

7.  —  Ne  sont  admis  que  les  ouvrages  et  les  planches  manu- 
scrits. 
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8.  —  Le  choix  de  la  langue  dans  laquelle  seront  rédigés  les 
mémoires  est  libre.  Ils  seront,  s'il  y  a  lieu,  traduits  aux  frais  de 
la  Société;  la  publication  n'aura  lieu  qu'en  français. 

9.  —  Les  auteurs  ne  mettront  pas  leur  nom  à  ces  mémoires, 
mais  seulement  une  devise  qu'ils  répéteront  dans  un  billet 
cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 

10.  —  Les  jurys  des  concours  seront  composésde  trois  mem- 
bres présentés  par  la  section  compétente  et  nommés  par  le  Con- 
seil. 

11.  —  Les  prix  seront  décernés  par  le  Conseil  sur  le  rapport 
des  jurys. 

12.  —  Toute  décision  du  Conseil  ou  des  sections  relative  aux 
prix  sera  prise  au  scrutin  secret  et  à  la  majorité  absolue  des  suf- 
frages. 

13.  —  La  Société  n'a  l'obligation  de  publier  aucun  travail  cou- 
ronné; les  manuscrits  de  tous  les  travaux  présentés  au  concours 
restent  la  propriété  de  la  Société.  En  cas  de  publication,  cent 
exemplaires  seront  remis  gratuitement  aux  auteurs. 

14.  —  Les  résultats  des  concours  seront  proclamés  et  les 
médailles  remises  dans  l'une  des  assemblées  générales  de  la  ses- 
sion de  Pâques.  Les  rapports  des  jurys  devront  être  remis  au 
Conseil  six  semaines  avant  cette  session.  Le  i*''  octobre  de  Tan- 
née précédente  es!  la  date  de  rigueur  pour  l'envoi  des  mémoires 
au  secrétariat. 

i5. —  Pour  être  admis  à  demander  un  subside,  il  faut  être 
membre  de  la  Société  depuis  un  an  au  moins. 

i6.  —  Le  membre  qui  demandera  un  subside  devra  faire  con- 
naître par  écrit  le  but  précis  de  ses  travaux,  au  moins  d'une 


-      XIII    — 


manière  générale;  il  sq^a  tenu,  dans  les  six  mois  de  rallocation 
du  subside,de  présenter  au  Conseil  un  rapport  écrit  sur  les  résul- 
tats de  ses  recherches,  quel  qu'en  ait  été  le  succès. 

17.  —  Le  Conseil,  après  avoir  pris  connaissance  des  diverses 
demandes  de  subsides,  à  Teffet  d'en  apprécier  l'importance  rela- 
tive, statuera  au  scrutin  secret. 

i8.  —  Les  résultats  des  recherches  favorisées  par  les  subsides 
(le  la  Société  devront  lui  être  présentés,  pour  être  publiés  dans 
SCS  Ammles  s'il  y  a  lieu. 

Note.  —  Le  tirage  au  sort,  ordonné  par  l'article  3,  a  rangé  K^s  sections  dans 
Tordre  suivant  :  â*",  4«.  3«,  o»  et  1»^. 


LETTRE 


l>l 


S.   s.   LE    PAPE    LÉON    XIII 

AU    PRÉSIDENT    ET   AUX    HEMBRËS 
DE    LA    SOCIÉTÉ    SCIENTIFIQUE    DE    BRUXELLES 


Dilectis  Filiis  Praesidi  ac  Memhris  Societatis  Scienli/icae 

Bruxellis  constilutae. 

LEO  PP   XllI. 

DiLECTI  FiLII,  8ALUTESI  ET  APOSTOLICAM  BENEDICTIONEH. 

firalne  Nobis  advenerunl  liltcrnc  vcstrae  iina  ciim  Annalihu^  e\ 
Quatslionihus  a  vobis  cdilis,  quas  in  obsequentissimum  cr^a  Nos  et 
Apostolicam  Sedcm  pielalis  tcsliiiionnim  oblulistis.  Libentcr  sanc 
agnovimiis  Socielalcin  vcstrain  qiiae  a  scienliis  sibi  nomen  fccit,  et 
quac  (ribus  tanUim  abhinc  annis  laelis  auspiciis  ac  Icsu  Cbristi 
Vicarii  bcncdictione  Bruxellis  constitiila  est,  magnum  iam  incremen- 
tum  cepisse,  et  ubcres  fructus  poUiecri.  Profccto  cum  infensissimi 
rclligionis  ac  vcrilatis  bostes  nunquam  désistant,  imo  magis  magisqiie 
sludeanl  dissidium  rationem  inler  ac  fidem  propugnare,  opportunuin 
est  ut  praeslantes scientia  ac  pictate  viri  ubique  exurganl,  qui  Eccle- 
siae  doctrinis  ac  documentis  ex  nnimo  obsequentes,  in  id  con tendant, 
ut  demonsirent  nuUam  unqitam  inter  fidan  et  rationem  veram  dis- 
sensionem  e^^e  pos«e;queniadmodum  Sacrosancta  Vaticana  Synodus, 
conslantein  Ecclcsiac  et  Sanctorum  Patrum  doctrinam  afTîrnians, 
declaravit  Constilutione  IV'  de  fide  calbolica.  Quaproptcr  gratula- 
mur  quod  Socielas  vcstra  hune  primo  finem  sibi  proposuerit,itemque 
in  statut is  legem  dederit,  ne  quid  a  soeiis  contra  sanam  cbristianae 
idiilosopliine  doctrinam  committntur;  simulqiic  omnes  borlamur  ut 
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nunquam  de  egregio  eiusmodi  laudis  trAïuite  deflectant,  alqiie  ut 
loto  animi  nisu  praestilutum  Societatis  finem  pracclaris  cxcmplis  ac 
scriptis  cdilis  continuo  assequi  adnilantur.  Dcum  autem  Optimum 
Maximum  precamur,  ut  vos  omnes  caclcslibus  pracsidiis  confirraet 
ac  munint:  quorum  auspicem  et  Nostrae  in  vos  bcncvolentiae  pignus, 
Apostolicam  henedietionem  vobis,  dileeti  filii.  et  Socictati  vestrac  ex 
animo  impertimur. 

Datum  Homae  apud  S.  Petrum  die  15.  lanuarii  1879.  Pontifieatus 

Nostri  Anno  Primo. 

Léo  pp.  XIIJ. 


A  nos  chevs  fils  le  Président  et  les  Membres  de  la  Société 

scientifique  de  Bruxelles. 

léOln  xiii,  pape. 

Ohers  fils,  salut  et  bénédiction  apostolique. 

Votre  lettre  Nous  a  été  agréable,  ninsi  que  les  Anuales  et  lc<^  Ques- 
tions publiées  par  vous  et  offertes  en  témoignage  de  votre  piété 
respectueuse  envers  Nous  et  le  Siège  apostolique.  Nous  avons  vu 
réellement  avec  plaisir  que  votre  Société,  qui  a  adopté  le  nom  de 
Sociélé  scientifique,  et  s*e$t  constituée  à  Bruxelles,  depuis  trois  ans 
seulement,  sous  d'heureux  auspices  avec  la  bénédiction  du  Vicaire 
de  Jésus-Christ,  a  déjà  pris  un  grand  développement  et  promet  des 
fruits  abondants.  Certes,  puisque  les  ennemis  acharnés  de  la  religion 
et  de  la  vérité  ne  se  lassent  point  et  sobslinent  même  de  plus  en 
plus  à  proclamer  Topposition  entre  la  raison  et  la  foi,  il  est  opportun 
que  partout  surgissent  des  hommes  distingués  par  la  science  et  la 
piété,  qui,  attachés  de  cœur  aux  doctrines  et  aux  enseignements  de 
rÉglise,  s'appliquent  à  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais  exister  de 
désaccord  réel  entre  la  foi  et  la  raison,  comme  l'a  déclaré,  dans  la 
Constitution  IV  de  fide  catholica,  le  saint  concile  du  Vatican  aflirmant 
la  doctrine  constante  de  l'Église  et  des  saints  Pères.  C'est  pourquoi 
Nous  félicitons  votre  Société  de  ce  qu'elle  s'est  d'abord  proposé  cette 
fin,  et  aussi  de  ce  qu'elle  a  mis  dans  les  Statuts  un  article  défendant 
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h  ses  membres  tonte  attaque  aux  saines  doctrines  de  la  philosophie 
chrétienne;  et  en  même  temps  Nous  les  exhortons  tous  à  ne  jamais 
s'écarter  de  la  voie  excellente  qui  leur  vaut  un  tel  éloge,  et  h  pour- 
suivre continuellement  de  tout  TelTort  de  leur  esjirit  Tobjet  assigné 
h  la  Société,  par  d*éclatants  exemples  et  par  leurs  publications.  Nous 
prions  Dieu  très  bon  et  très  grand,  qu'il  vous  soutienne  tous  et  vous 
tortifie  du  céleste  secours  :  en  présage  duquel,  et  comme  gage  de 
Notre  bienveillance  envers  vous,  Nous  accordons  du  fond  du  cœur  à 
vous,  chers  fils,  et  à  votre  Société  la  bénédiction  apostolique. 

Donné  à  Rome,  à  Saint-Pierre,  le  15  janvier  1879,  Tan  1  de  notre 
Pontificat. 

Lton  XIII,  Pape 


—    XVII    — . 


LISTES 

DES 

MEMBRES  DE  LA  SOCIÉTÉ  SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES. 


Liste  des  membres  fondateurs. 


S.  E.  le  cardinal  Decuamps  ('),  archevêque  de.     .  Malines. 

François  DE  Cam^aut  d'Hamale  (') Mnlines. 

Charles  Des^ain Malines. 

Jules  VAPf  Havre  (*) Anvers. 

Le  chanoine  Maes  (') Bruges. 

Le  chanoine  De  Levn Bruges 

Leirens-Eliaert ...  Alost. 

Frank  Gillis  (*) Bruxelles. 

Joseph  Saey Bruxelles. 

Le  Ch"  deSciioi:theete  DE  Tervarent    .....  Sainl-Nicolas. 

Le  Collège  Saint-Michki Bruxelles. 

Le  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix Namur. 

Le  duc  dTrsel,  sénateur  (*) Bruxelles. 

Le  P"  Gustave  de  Croy  (*)...         ....  Le  Rœulx. 

Le  C**  DE  T'Serclaes  (*) Gand. 

Auguste  DuMONT  de  Ciiassart  (*) Mellet  (Hainaut). 

Charles  H  eh  mite,  membre  de  l' Institut  ....  Paris. 

L'École  libre  de  riMMAcuLi^E-CoNCErTio.N  ....  Vaugirard -Paris. 

L*EcoIe  libre  Sainte-Geneviève Paris. 

Le  Collège  Sai.nt-Servais Liège. 

Le  C*'  de  Bergeyck Beveren-Waes. 

L^institul  Saint-Ignace Anvers. 

Philippe  Gilbert  (<),  correspondant  de  Tlnstitut.  Louvain. 


'*)  Dé«!é(lé. 
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Le  R.  P.  Phovincial  de  la  Compagnie  de  Jésus  en 

Belgique Bruxelles. 

Le  Collège  Saint-Joseph Âlost. 

Le  chanoine  de  Wouters Braine-lc-Comte 

Antoine  d'Abbadie,  membre  de  Tlnslitut    .     .     .  Paris. 
S.  E.  le    cardinal    Haynald  ('),   archevêque   de 

Kalocsn  et  Bùcs Kalocsa  (Hongrie). 

S.  £.  le  cardinal  Séraphin  Vannutelli         .    .     .  Rome. 

S.  G.  Mgr  Du  RoussAUX,  cvéque  de Tournay. 

S.  E.  le  cardinal  Goossens,  archevêque  de  .     .     .  Malincs. 

R.  Rbdel  . Aix. 

S.  G.  Mgr  Belin  (<),  cvéquc  de Namur. 

Eugène  Pecheb Bruxelles. 

S.  Exe.  Mgr  Ferrata,  archevêque  de  Thessalonique, 

nonce  apostolique .     .  Paris. 

S.  Exe.  Mgr  Na\a  di  Bomtifé,  nrche\éque  d'Héra- 

clée,  nonce  apostolique Bruxelles. 


Lille  des  membres  honoraires. 

Le  P^*"  H.  BoiNcoMPAGM,  de  l'Académie  pontificale 

des  ^uovi  Lincei Rome. 

Antoine  u^Abbadie,  membre  de  rinstitut    .     .     .  Paris. 

Charles  Hernite,  membre  de  l'Institut  ....  Paris. 

Le  général  Newton New-York. 

Le  docteur  Foerster Ai.\-la'Chapelle. 

A.  DE  Lapparent Paris. 

A.  Béchasip Lille. 

Camille  Jordan,  membre  de  l'Institut    ....  Paris. 

WoLF,  membre  de  l'Institut Paris. 

IIaton  de  la  GoupiLLiÈRE,  membre  de  l'Institut  Paris. 

Le  vice-amiral  de  Jonquiéres,  membre  de  Tlnstitut.  Paris. 

BoussiNESQ,  membre  de  Tlnstitut Paris. 

L.  de  Russy,  membre  de  Tlnstilut Paris. 

(1)  Décédé. 
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Lille  générale  des  membres  de  la  Société  scientifique 

de  Bruxelles. 


d^Abbadie  (Antoine),  membre  de  Tlnstitut,  120,  rue  du  Bac.  —  Paris; 

ou  Âbbadia  par  Hendaye  (Basses- Pyrénées  —  France). 
Abbeloos  (Mgr),  docteur  en  théologie,  recteur  magnifique  de  TUniver- 

si(é,  3,  montagne  du  Collège.  —  Louvain. 
d'Acy  (E.),  40,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 
Adan  de  Yarza  (Raraon),  ingénieur  des  mines.  —  Lequeitio  (Viz- 

caya  —  Espagne). 
Agdilar  y  Santillam   (Rafaël),  sccretario  gênerai   de  la   Sociedad 

«  Antonio  Alzale  >,  i3,  calle  de  la  Palma.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New- York). 
Alexis,  M.  G.  (Frère),  27,  rue  Oudinot.  —  Paris. 
Alfagbhe  (José),  catedràtico,  calle  de  las  Minas,  13*  dupK  —  Madrid 

(Espagne). 
Allard  (François),  industriel.  —  Chàlelineau. 
André  (J.-B.),  inspecteur  au  ministère  des  travaux  publics,  11 1,  ave- 
nue Brugmann.  —  Uccle. 
Arcblin  (Adrien),  secrétaire  perpétuel  de  FAcadémie  de  Mâcon.  — 

Chàlon-sur-Snône  (Saône-et-Loire  —  France). 
Arduui  (abbé  Alexis),  h  Aiguebelle,  par  Grignan  (Drômc  —  France). 
Bâillon,  8,  place  de  la  Calandre.  —  Gand. 
Barcia  Caballero  (Juan) ,  catedràtico  de  diseccion  en  la  Universidad, 

Puerta  de  la  Pena,  10.  —  Santiago  (Espagne). 
Bardin  (abbé  Louis),  professeur  de  géologie  à  la  Faculté,  21,  rue 

Braull.  —  Angers  (Maine-et-Loire  —  France). 
Di  Bartolo  (Canonico  Salvalore),  via  délia  Liberti,  1.  —  Palermo 

(Sicile). 
Badle  (Albert),  lieutenant  de  vaisseau,  133,  chemin  de  Magudas. 

—  Caudéran,  près  Bordeaux  (Gironde  —  France) 
Bavbt  (Adrien),  33,  nouveau  marché  aux  Grains.  —  Bruxelles. 
Baybt  (Ernest),  58,  rue  Joseph  II.  —  Bruxelles. 
Beaucodrt  (abbé  Léopold),  curé  des  Écaussinncs  d'Enghien. 
BéCHAHP,  doyen  de  la  Faculté  catholique  de  médecine,  36,  rue  des 

Fosséx.  —  Lille  (Nord  —  France). 
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BEDEL(nbbc  R.),  prêtre  de  S*-Sulpicc,  directeur  au  Grand-Séminaire 

d'Aix  (Bouclies-du-Rliône  —  France). 
Belpaire  (Théodore),  directeur  du  service  provincial,  18,  rue  des 

Sœurs-Noires.  —  Gand. 
DE  Bergetck  (C),  château  de  Bevcren-Waes  (Flandre-Orientale). 
Berleur  (Adolphe),  ingénieur,  17,  faubourg  Saint- Laurent.  —  Liège. 
Berlingin  (Melchior),  directeur  des  laminoirs  de  la  Vieille-Montagne. 

—  Penchol  (Aveyron  —  France). 
Bertrand  (Léon),  9,  rue  Crespel.  —  Bruxelles. 
Bétuune-Eliaert  (B""*),  sénateur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 
Béthune  (Mgr  Félix),  rue  d'Argent.  —  Bruges. 
BiCHOT  (abbé),   professeur  au  Petit-Séminaire,   19,  rue  N.-D.  des 

Champs.  —  Paris. 
Blondel  (Alfred),  ingénieur,  14,  rue  de  la  Magdeleine.  —  Tournay. 
Blondiaux  (Auguste),  à  Morialmé  (Namur). 
Blot  (abbé),  25,  avenue  de  Messine.  —  Paris. 
DE  la  BoËssiÈRE-TniENNEs  (M"),  23,  rue  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Lombise  par  Lens  (Hainaut). 
BoLsius,  S.-J.  (R.  P.  Henri),  ancienne  abbaye.  —  Tronchicnnes  (près 

Gand). 
BoifAMis  (Florimond),  ingénieur.  —  Jambes  (Namur). 
BoNCOMPACNi  (P'*  B.),  de  TAcadéraie   pontiGcale  des  Nuovi  Lincei, 

palazzo  Piombino,  piazzu  Colonna.  —  Rome. 
BoRGiNON  (Gustave),  docteur  en  médecine,  58,rue  Dupont. —  Bruxelles. 
Bossu  (abbé  L.),  professeur  à  rUniversilé,  58,  rue  de  Bériot.  — 

Louvain. 
BouLAY  (abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  127,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 
BouQU^,  professeur  à  TUniversité,  5,  rue  des  Selliers.  —  Gand. 
BouQUiLLON    (abbé    Th.),    Calholic     Univcrsity     of    America.    — 

Washington  (Brookland,  D.  C.  —  États-Unis  d'Amé- 
rique). 
BouRDEAu  (Abel),  médecin  de  bataillon  de  1**'  classe,  École  des  Pupilles 

de  l'armée.  —  Alost. 
BouRGEAT  (abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  15,  rue  Charles 

de  Muyssart.  —  Lille  (Nord  —  France). 
BoussiiiESQ,  membre  de  Tinslitut,  1,  rue  Claude-Bernard.  —  Paris. 
DU  Bovs  (Paul),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées.  —  Annecy 

(H^'-Savoie  —  France). 
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VA.N  UBN   BnA.%of!«  DE  Rketii  (Mgp),  cvéque  d*Érylhrëc,  au  Collège 

Belgr.  —  Rome. 
Branly  (Edouard),  professeur  à  rinstilnt  catholique,  Si,  avenue  de 

Tourville.  —  Paris. 
Brassine  (J.-J.),  général  commandanl  la  "1'  division  dlnfanleric.  — 

Anvers. 
Breithof  (N.),  |)rofesseur  à  TUniversilé,  95,  rue  de  Bruxelles.  — 

Louvaîn. 
Bribosia,  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadcmie  royale  de 

médecine,  Kî,  rue  Neuve.  —  Namur. 
BrocrhaiN   (Guillermo),   liijo.  —  Pachuca   (Eslado   de    Hidalgo  — 

Mexique). 
VAN  DER  Bruggen  (B""  Mauricc),  ^0,  rue  du  Gouvernement.  —  Gand. 
Bruvla.nts,  professeurs  Tllnivcrsilé  catholique, de TAcadémie  royale 

de  médecine,  t28,  rue  des  Réeollels.  —  Louvain. 
Buisseret  (Anatole),  préfet  des  éludes  au  Collège   communal,  13, 

chaussée  de  Hal.  —  Nivelles 
Biussehet  (Joseph),  professeur  au  Collège  communal,  13,  chaussée  de 

Hal.  —  Nivelles. 
DE  BussY  (L.),  membre  de  riuslilul,  inspecteur  général  des  construc- 
tions navales,  7,  rue  de  Jouy.  —  Paris. 
Cambier  (Vital),  industrie!.  —  MorLinwelz  (Hninaut). 
Camboué  (R.  P.  Paul),  missionnaire.  —  Tnnanarive  (Madagascar,  via 

Suez). 
Canfyn  (Albert),  3,  place  du  Lion  d'Or. — Gand;  ou  Ëvergem  près 

Gand. 
Cappellbn  (Guillaume),  avocat,  4,  place  Marguerite.  —  Louvain. 
Carnoy  (Joseph),  professeur  a  l'Université,  15,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 
Cartuyvels  (Mgr),  vice-recteur  de  TUniversiié,  rue  des  Réeollcts, 

cour  St-Franeois.  —  Louvain. 
Cartuyvels  (Jules),  directeur  au  ministère  de  ragrieulture,  40,  rue 

Brcvdel.  —  Bruxelles. 
Charlibr  (Ernest),  docteur  en  médecine,   4,  rue  de   la  Cuiller.  — 

Bruxelles. 
DU  Chastel  (C"  Henri),  55,  rue  de  Trêves.  —  Bruxelles. 
Chautard,  doyen  de  la  Faculté  catholique  des  sciences  de  Lille,ehàteau 

de  la  Chapelle,  p«nr  Croissan ville  (Calvados  —  France). 
Claes  (Paul),  79,  boulevard  de  Tirlemont.  —  Louvain. 
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Clasbn  (abbë  B.-l.),  curé   doyen   d'Eclilcrnach  (Grand-Duché   de 

Luxembourg). 
Cloquet  (L),  professeur  à  TUniversitë,  36,  plaine  Saint-Pierre.  — 

Gand. 
CoGELS  (J.-B.-Henri),  181,  avenue  des  Arts.  —  Anvers. 
Collantes  (D'  Juiin  de  Dio&),  calle  de  las  Moras,  n*  i8.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New- York). 
Collantes  (Pedro),  licenciado,  calle  del  Esclavo,  n*"  iO.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New-York). 
Collège  Notrb-Dahe  de  la  Palx,  39,  nie  de  Bruxelles.  —  Nainur. 
Collège  Saint -Joseph,  13,  rue  de  Bruxelles.  —  Alost. 
Collège  Saint-Michel,  14,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 
Collège  Saint-Servais,  88,  rue  Saint-Gilles.  —  Liège. 
CooLs  (Auguste),  ingénieur.  —  Lierre. 

CoppiETERS  DE  Stockhove  (abbé  Ch.),curéà  Sysseele,  lez-Bruges. 
DE  CoRSWAREM  (Ch*'  Adrico),  membre  de  la  Chambre  des  Représen- 
tants. —  Hasselt. 
Cousin  ^L.),  directeur  de  TÉcole  polytechnique,  conseiller  technique 

du   gouvernement  chilien,  â08,  calle  Calhedral  (Ca- 

silla  95!2).  —  Santiago  (Chili). 
Cramncx  (Oscar),  51,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
DE  Croy  (P""'  Juste),  03,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles;  ou  Le  Rœulx. 
CuYLiTS  (Jean),  docteur  en  médecine,  44,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 
Daniels  (D'  Fr.),  professeur  au  Séminaire.  —  Rolduc  (Limbourg 

hollandais) 
Davignon  (Julien),  41,  avenue  de  la  Toison-d*Or.  —  Bruxelles. 
De  Baets  (Herman),  16,  rue  du  Bélier.  —  Gand. 
Debaisieux,  professeur  à  l'Université,  14,  rue  Léopold.  —  Louvain. 
De  Becker  (abbé  Jules),  professeur  à  l'Université,  110,  rue  de  Namur. 

—  Louvain. 

De  Bien  (Fernand),  ingénieur,  18,  rue  des  Sœurs- Noires.  —  Gand. 
De  Bloo  (Julien),  ingénieur,  89,  boulevard  Frère-Orban.  —  Gand. 
De  Brouwer  (chan.),  supérieur  du  Petit-Séminaire.  —  Roulers. 
Db  Bruyn  (Jules),  175,  chaussée  de  Wavre.  —  Bruxelles. 
De  Bock  (D'  D.),  28,  rue  Basse.  —  Gand. 

Degivb  (A.),  membre  de  FAcadémie  royale  de  médecine,  directeur  de 

rÉcole  vétérinaire  de  l'État,  boulevard  d*Anderlechl. 

—  Cureghem-lez-Bruxelles. 
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Db  Grbbpp,  s.  J  (R.  P.   Henri),  nnciciiiic  abbiye.  —  Tronch'ennes 

(près  Gand). 

De  Jabr  (Camille),  avocat,  56,  boulevard  de  Waterloo.  —  Bruxelles. 

De  Jaer  (Jules),  ingénieur  des  mines,  Vieux-Mnrchë-aux-Bétes-^Mons. 

Dblagrb  (Maurice),  docteur  en    sciences    naturelles,   professeur  k 

rUniversité  de  Garni.  —  V  ilvordc. 

De  LiNTsiiEERE  (D^  J.).  o:;uliste,  10,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 

De  Lantsiiebre  (Léon),  avo.^al,  ^16.  rue  du  Tn)  ne.  —  Hruxcllos. 

Delerecqus-Vergauwex,  12,  rue  aux  Draps.  —  Gand. 

Delétrez  (D^  A.),  5,  rue  de  la  Cbarité.  —  Bruxelles. 

De  Lbvn  (chdu.  A.),  52,  rue  du  M^^récage.  —  Bruges. 

DfiLvir.xE  (clian.  Adolphe),  curé  de  Saint-Josse-ten-Noode,  14,  rue 

delà  Pacification.  —  Bruxelles. 

DsiifVEr  (abb3),d!>cteuren  sciences  physiques  et  mithématiques, pro- 
fesseur à  TUniversité,  Collège  du  Sl-Esprit.— Louvain. 

De  iMARBAix  (Alph.),  professeur  à  l'Université  de  Louvain  ,  conseiller 

provincial.  —  Meorhout. 

De  Meester  (Augustin),  propriétaire.  —  Saint-Nicolas. 

Deploigb  (Simon),  docleur  en  droit.  —  To  ngres. 

De  Prêter  (Herman),  ingénieur,  28,  boulevard  du  Jardin  Botanique. 

—  Bruxelles. 

De  Pri.ns,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 

DesPLATs  (docteur),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  52,  boule- 
vard Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Dessain  (Charles),    libraire-éditeur,    rue    de    la    Blanchisserie.    — 

Malines. 

De  Tilly  (colonel  J.),  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  commandant 

de  l'Rcole  militaire.  —  Bruxelles. 

Dewalque  (François),  professeur  à  TUniversilé,  20,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Dewalque  (Gustave),  professeur  à  TUnivcrsité,  membre  de  TAcadémie 

royale  de  Belgique,  17,  rue  de  la  Paix.  —  Liège. 

Dibrckx,  S.  J.  (B.  P.  François),  professeur   de  sciences   naturelles, 

11,  rue  des  Récollcts.  —  Louvain. 

Dibrckx  (P.),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants.  —  Turnhout. 

DoHBT  (Ferdinand),  avocat,  membre  de  la  Chambre  des  Représentants, 

place  S*-Aubin.  —  Namur. 

DoLLO  (Louis),  conservateur  au  Musée  d*hîstoire  naturelle  de  Bel- 
gique, 71,  rue  du  Cornet.  —  Etterbeek  (Bruxelles). 
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DB  DoRLODOT  (H.),  doctcuF  611    ihéologie,  professeur  à  TUniversilë 

catholique,  10,  rue  au  Veut.  —  Louvain. 
DE  DoRLODOT  (Svlvaiii),  château  de  Floriffoux,  par  Floreffe  (Namur). 
DuGNiOLLB  (Max),  professeur  h  TUniversitë,  45,  Coupure.  —  Gand. 
DuHEM  (Pierre),  chargé  de  cours  h  la  Faculté  des  sciences,  78,  rue 

Caumarlin.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Dumas-Primbault  (Henri),  ingénieur,  château  de  la  Pierre.  —  Cérilly 

(Allier,  France). 
DuMONT  (Achille),  docteur  en  médecine,  77,  chaussée  deCharleroi. — 

Bruxelles. 
DuMONT  (André),  professeur  à  TUniversité,   13,  rue  de  la  Laie.   — 

Louvain. 
Durant  (Henri),  inspecteur  général  des  charbonnages  patronnés  par 

la  Société  générale,  3,  Montagne  du  Parc.  —  Bruxelles. 
Du  RoussAux  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Tournay. 
DusAUSOY  (Clément),  professeur  à  TAthénéc  royal,  107,  chaussée  de 

Court  raî.  —  Gand. 
DuTORDOin  (Hector) ,  sous-ingénieur  provincial,  373,  boulevard  du 

Château.  —  Gand. 
École  libre  de  L'IaiiACULéE-CoNCEPTiON.  —  Vaugirard ,  Paris. 
École  libre  Sainte-Geneviève,  rue  Lhomond.  —  Paris. 
EÉCRMAN  (D'  J.),  32,  rue  Verte.  —  Bruxelles. 

DE  L*EscAiLLB  (Joseph),  iugénicur.  —  Hamont,  parNecrpelt  (Limbourg). 
Eynaud  (L.),  ingénieur  de  la    marine,  directeur  des  constructions 

navales,  3,  rue  du  Commerce.  —  Lorient  (Morbihan 

—  France). 

Fagnart  (Emile),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 

professeur  à  TAthénée  royal,  72,  rue  Charles-Quint. 

—  Gand. 

Faucon  (A.),  docteur  en  médecine.  —  Le  Rœulx. 

Fauvel  (Albert  A.),  inspecteur  des  Messageries  ronritîmes,  15,  avenue 

de  Bretcuil. —  Paris 
Feueiro  (Maximiiio),  catedràtico  de  Patologia  y  Clinica  en  la  Univer- 

sidad.  —  Santiago  (Espagne). 
Félicien  (Monsieur),  supérieur  général  des  Joséphites.  —  Grammont. 
Fbliù  y  PEREz(Bartolomé),  profesoren  la  Universidad,calle  delfiruch, 

3t.  —  Barcelona  (Espagne). 
Fernande^  Sanchez  (José),  catedràtico  de  Historia  universal  en  la 

Uiiiversidad.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
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Fbrrata  (S.  G.  Mgr),  archevêque  de  Thessalonique,  nonce  du  Saint- 

Siège,  58,  rue  de  Va  rennes.  —  Paris. 

FiTA  yColoxé,  S.  J.  (R.  P.  Fidel),  calle  de  isnbel  la  Catôliea,  là.    - 

Madrid  (Espagne). 

Foerster(I)''),  professeur  d'histoire  naturelle.  —  Aix-la-Chapelle. 

Folie  (F.),  membre  de  TAcadcmie  royale  et  directeur  de  TObserva- 

loire  royal  de  Belgique.  —  Ucele. 

Fontaine  (Théodore),  professeur  à  l'Université,  14,  rue  des  Orphelins 

—  î^uvain. 

FoRGET  (abbc  J.),  professeur  h  l'Université,  Collège  du  Saint-Esprit. 

—  Louvain. 

FoRNi(C«  Paul).  -  Bozen  (Tyrol  —  Autriche). 

DE  FoviLLE  (abbé),  professeur  à  l'Université,  au  Séminaire.  —  Mon- 
tréal (Canada). 

François,  S.  J.  (R.  P.  Alexis),  professeur  au  Collège  i\.D  de  la  Paix, 

39,  rue  de  Bruxelles.  —  Naniur. 

Francotte  (Xavier),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université, 

15,  quai  de  l'Industrie.  —  Liège. 

Gai.lez  (Louis),  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadémie  royale 

de  médecine.  —  Châtelet. 

de  Garcia  de  la  Vega  (B"*"  Victor),  docteur  en  droit,  37,  rue  du  Luxem- 
bourg. —  Bruxelles. 

GAUTHiER-ViLi.Aits,  55,  quai  des  Grands-Augustins.  —  Paris. 

Gautier  (chanoine),  79,  rue  Notre-Dame.  —  Malines. 

George,  S.  J.  (R.  P.  Charles),  il,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

GiANNrzzi  (Mgr  Venceslao),  via  Uflicii  del  Vicario,  30.  —  Rome. 

Gilbert  (Jules),  industriel.  —  Givet  (Ardennes  —  France). 

Gilbert  (Paul),  ingénieur,  20,  rue  Notre-Dame.  —  Louvain. 

GiLsoN,  professeur  à  rUniversilé,  i , avenue  de  la  Place  d'Armes. — Gand. 

Glorieux  (D^),  5a,  rue  du  Congrès.  —  Bruxelles. 

Godard,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Honfleur  (Calvados 

—  France). 

Goedseels  (Edouard),   lieutenant,   répétiteur  à   TEcole   militaire, 

chargé  des  cours  de  géométrie  descriptive  et  d'ana- 
lyse infiniiésimale  à  l'École  de  guerre,  8,  chaussée  de 
VIeurgat.  —  Bruxelles. 

Goix  (Alph.),  docteur  en  médecine,  40,  rue  de  Joinville.  —  Paris. 

GoossENS  (S.  É.  le  cardinal),  archevêque  de  Malines. 

GoRis  (Charles),  docteur  en  médecine,  t8l,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
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Grandmont (Alphonse),  avocat.  —  Taormina  (Sicile). 

Granbro,  s.  J.(El.  P.  Juaii),  colegio  de  N  S~  del  Recuerdo,  Chamartin 

de  la  Rosa.  —  Madrid  (Espagne). 
Gredilla  (Apolinar  Federico),  docteur  en  sciences  naturelles,  aide- 

naturaliste  au   Musée  de  Madrid,  rue  de  Leganitos, 

n"  25,  3^  —  Madrid  (Espagne). 
Grenier  (Gustave),  propriétaire,  78,  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 
Grinda  (Jésus),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valverde,  22,  2*. 

—  Madrid  (Espagne). 

Grisar  (Armand),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 

5,  rue  lloboken.  —  Anvers. 
DE  Grossouvre  (A.),  ingénieur  des  mines.  —  Bourges  (Cher — France). 
DE  Grunne  (C^'  François),  capitaine  d*artillerie,  65,  rue  Belliard.  — 

Bruxelles. 
GuYÉTAND,  professeur  de  physique,  École  libre  de  Mont-Boland.  — 

Dôle  (Jura  —  France). 
Hagen,  S.  J.  (R.  P.),  Georgetown  Collège  Observatory.  —  Washing- 

ton  D.  G.  (Etats-Unis  d'Amérique). 
Hahn,  s.  J.  (R.  P.  Guillaume),  Collège  N.-D.  de  la  Paix,  59,  rue  de 

Bruxelles.  —  Namur. 
Hamard  (chan  ),  12,  rue  des  Dames.  —  Rennes  (llle-et- Vilaine  — 

France). 
DE  Hari.ez  (Mgr),  professeur  à  TUniversité,  8,  rue  au  Vent.  —  Louvain. 
Haton  de  la  Goupilliëre  (J.  N.),  membre  de  l'Institut,  inspecteur 

général  des  mines,  directeur  de  l'École  des  mines, 

HO,  boulevard  Saint-Michel.  —  Paris. 
DE  LA  Haye  (Auguste),  capitaine   en  \"  au  11'  régiment  de  ligne. 

—  Liège. 

DE  Hemptinne  (Alexandre),  52,  rue  des  Meuniers.  —  Gand. 

DE  Hemptinne  (C**  Joseph),  fils,  51,  rue  Charles-Quint.    —  Gand; 

ou  Tamise  (Flandre  Orientale). 
Henry  (Hector).  —  Dinant. 
Henry  (Louis),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 
Henry  (Paul),  docteur  en  sciences  naturelles,  2,  rue  du  Manège.  — 

Louvain. 
Herhite  (Charles),  membre  de  l'Institut.  2,  rue  de  Sorbonne.  —  Paris. 
Hervier  (abbé  Joseph),  51,  grande  rue  de  la  Bourse.  —  Saint- 

Etienne  (Loire  —  France). 
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Hbymans  (J.'F.),  docteur   eu  sciences,    professeur    a   PUnivcrsitë, 

35,  boulevard  de  la  Ciladclle.  —  Gand. 
HouTART  (B*"*  Jules).  —  IMonccau-sur-Sambre  (Hainaut). 
HouzE  (Ociave),  docteui  en  médecine.  —  Binche. 
HuMBERT,  ingénieur  des  mines,  répélileur  à  l'Ecole  polytechnique, 

i6,  boulevard  Malcshcrbes.  —  Paris. 
HuTBBRECHTS  (D**  Th.),  61,  ruc  des  Fabriques.  —  Bruxelles. 
IcAZBALCBTA  (Joaquin  Garcia),  Aparlado  dcl  Corrco,  5()6.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New-York). 
Illbscas  (Juan),  calle  de  San  Aguslin,  2.  —  Mexico  (Mexique,  via 

New- York). 
Ibpbriali  (M*'),  des  P*"  de  Franeavilla,  10,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles; 

ou  château  d*Hamal  par  Tongrcs. 
Iniguez  é  Iniguez  (Francisco),  caledrntico  de  Astronomia  en  la  Univei- 

sidad,  calle  de  Isabd  la  Catôlica,  4,  bajo.  —  Madrid 

(Es|)agne). 
Institut  Saint-Ignace.  —  Anvers. 

Jacmart,  lieutenant  général,  membre  de  la  (lliambre  des  Représen- 
tants, !2I,  rue  Geefs.  —  Schaerbeek. 
Jacobs  (Mgr),  curé-doyen  de  Sainte-Gudule.  —  Bruxelles. 
JagopsseNi  S.  J.  (B.  P.  Raymond),  14,  rue  des  Ursulincs.  —  Bruxelles. 
Jannet  (Claudio),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  il,  rue  las 

Cases.  —  Paris. 
Jennbr  (Ch.  I.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  directeur 

des  travaux  hydrauliques  de  la  marine,  38,  rue  de  la 

Rampe.  —  Bresl  (Finistère  —  France). 
JiMENO  (Joaquin),  ingeniero  de  caminos.  —  Castellon  de  la  Plana 

(Espagne). 
JoLv(Léon),  avocat,  18,  rue  Caroly.  —  Bruxelles. 
DE  JoNQUiÉRES,  vice-amiml,  membre  de  Tlnslitut,  2,  avenue  Bugeaud. 

—  Paris. 
JoBDAN  (Camille),  membre  de  I  Institut,  48,  rue*dc  Varenne.  —  Paris. 
JouBDAiN  (Louis),  ingénieur,  19,  rue  Léopold.  —  Bruxelles. 
Kbnnis  (Guillaume),  ingénieur,  i!2,  rue  de  Robiano.  —  S<*haerbcek. 
Kjrsch  (R.  p.  Alexandre  M.),  C.  S.  C  —  Notre-Dame  (Indiana  — 
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Etats-Unis). 

DB  KiRWAN  (Charles),  ancien  inspecteur  des  forêts,  7,  rue  de  l'Oran- 
gerie. —  Versailles  (Seine-etOise  —  France). 

KuBTB  (Godefroid),  professeur  à  r[Jniversité,6,rue  Rouvroy. —  Liège. 
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Labeye  (abbé  R.),  cure  de  filegny-Trerableur,  par  Vise. 

Lacompte  (Camille),  docteur  en  médecine.  —  Tamise. 

Lacor  (E),  professeur  de  malhémaliques  à  l*École  Sainte-Geneviève, 

155,  boulevard  Raspail.  —  Paris. 
Lagasse  (Alexandre),  4,  rue  Saint-Maurice.  —  Nivelles. 
Lagasse  (Charles),  ingénieur  en  chef  directeur  des  ponts  et  chaussées, 

61,  rue  du  Conseil.  —  Bruxelles. 
Lahousse  (D*"),  professeur  h  l'Université,  î27,  Coupure.  —  Gand. 
Lan  ARCHE  (Emile),  81 ,  rue  Louvrex.  —  Liège. 
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Lambert  (Camille),  ingénieur  en  chef  des  chemins  de  fer  de  TEtat, 

(iS,  avenue  Brugmann.  —  Bruxelles. 

Lambiottb  (Victor),  ingénieur.  —  Oignies-Aisrau,  [tarTamines  (Namur). 

Lamv  (Mgr),  membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  directeur  de 

la  Classe  des  sciences,  professeur  à  l'Université  catho- 
lique, 149,  rue  des  Moutons.  —  Louvain. 

Laporte,  ingénieur  hydrographe  de  la  marine,  II,  rue  Royale.  — 

Versailles  (Seine-cl-Oise  —  France). 

DE  Lapparent(A.),  membre  correspondant  de  la  Société  géologique  de 

Londres,  professeur  à  Tinslitut  catholique,  5,  rue  de 
Tilsitt.  —  Paris. 

Lavaud  de  Lestrade,  prêtre  de  Saint-Sulpice,  professeur  de  sciences 

au  Séminaire.  —  Clcrmonl-Fcrrand  (Puy-de-Dôme  — 
France). 

Lebon,  docteur  en  médecine,  place  Saint-Paul.  —  Nivelles. 

Leconte  (Félix),  10,  rue  du  I-ac.  —  Gand. 

Ledresseur  (Charles),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Univer- 
sité, 75,  voer  des  Capucins.  —  l^ouvaiii. 

Lepebvre,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversîté,  membre 

de  l'Académie  royale  de  médecine ,  36,  rue  de  Bériot. 
—  Louvain. 

Lepebvre  (abbé  Ferdinand),  professeur  à  l'Université,  36,  rue  de 

Bériot.  —  Louvain. 

Lepebvre  (abbé  Maurice),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur 

au  Collège  Saint-Joseph.  —  Virton. 

Le  Grelle  (C"  Ferdinand),  21,  rue  Van  Brée.  —  Anvers. 

Legros  (Ambroisc),  professeur  à  TAthénée  royal,  30,  rue  de  l'Arse- 
nal. —  Malines. 

Leirens-Eliaert,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Lbjeune-Simonis,  château  de  Sohan  par  Pcpinster  (Liège). 
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Lemoinb  (Georges),  ingëiiicur  en  cher  des  ponts  et  chaussées,  cxami- 

nnteur  de  sortie  pour  la  chimie  a  l'Ecole  polytechnique, 
76,  rue  d'Assas.  —  Paris. 

Lemonnibr  (abbé  Th.),  professeur  au  Petit-Sëmi noire  de  Mont-aux- 

Malades,  par  Rouen  (Seine-Infërieure —  France). 

Le  Paige(C.),  membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur 

h  rUniversitë,  21,  rue  des  Anges.  —  Liège. 

OB  LiCHTBRVELDB  {O*  Gontran),  conseiller  de  légation,  château  de  la 

Folie.  —  Écaussines. 

DE  LiEDERERKE  (C  Cliarlcs),  30,  ruc  de  l'Industrie.  —  Bruxelles. 

DE  LiEDEKERRE  DE  Pam.he  (C^*  Ed.),  47,  avcnuc  des  Arts. —  Bruxelles. 

DE  Limburg-Stirum  (O'  Adolphe),  15, rue  du  Commerce.  —  Bruxelles. 

DE  Lihburg-Stirum  (C*  Samuel),  30,  rue  du  Luxembourg. —  Bruxelles. 

LiMPE.xs  (Emile),  avocat,  place  Impériale.  —  Alosl. 

DE  LisLEFERME(E.-Henry),  ingénieur  de  la  marine  en  retraite.  —  Taille- 
bourg  (Charente-Inférieure  —  France). 

Lucas,  S.  J.  (R.  P.  Désiré),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, il,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

DE  Macias  y  DEL  Real  (Antouio),  ex-secrétaire  du  Collège  des  phar- 
maciens, pharmacien  du  Corps  de  santé  militaire  et 
de  l'armée,  calle  de  San  Andrés,  n®  i  dupi"  pral.  — 
Madrid  (Espagne). 

Maertens  (chanoine),  professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Saint-Nicolas. 

Malcorps  (Ernest),  avocat,  ^0,  rue  des  Chariots.  —  Louvain. 

Malisoux  (Emile),  ingénieur  principal  de  i"  classe  des  mines,  i  I , 

rempart  ad  aquam.  —  Namur. 

Mansion  (Paul),  professeur  à  fUniversité,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  6,  quai  des  Dominicains.  —  Gand. 

DE  Maret  (Adhémar).  —  Slavelol. 

Martens  (Edouard),  professeur  k  l'Université,  27,  rue  Marie-Thérèse. 

—  Louvain. 

Martinez  y  Sae'z  (Francisco  de  Paula),  professeur  de  zoologie  au 

Musée  d'histoire  naturelle,  plaza  de  Ministerios,  5, 
3®,  izq.  —  Madrid  (Espagne). 

Mas,  s.  J.  (R.  P.  Bartolomé),  colegio  de  S.  Ignacio.  —  Manresa. 

Mas,  S.  J.  (R.  P.  Tomâs),  Rector  dcl  Seminario  Conciliar. —  San  Luis 

Potosf  (Mexique). 
Masoin  (E.),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  15,  Marché-aux-Poissons.  —  Louvain. 
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Matagne  (Jules),  docteur  en  mëdecinc,  SI,  rue  de  la  Fontaine.  — 

Bruxelles. 

DE  Maupeou  (0%  ingénieur  de  la  marine,  30, rue  Vital — Passy-Paris. 

M  AVER  (Henri),  avocat,  31,  rue  Saint-Jacques.  —  Tournay. 

Mbessen  (Wilhelm),  38,  place  Jourdan.  —  Bruxelles. 

DE  Meeus  (C^  Henri),  ingénieur,  72,  rue  du  Verlbois.  —  Liège. 

DE  Mendizabal  Tamiiorrel  (Joaquin),  ingeniero  geégrafo,  profesor  de 

astronomia  y  geodesia  en  el  Colcgio  mililar,  Observa- 
torio  metcorologiro  central.  —  Mexico  (Mexique,  via 
New-York). 

Mercier  (Mgr  D.),  8i,  rue  de  Namur.  —  Louvain. 

Mercier  (D'),  rue  de  PArbre-Bcnit.  —  Bruxelles. 

MiCHA,  professeur  à  PUniversité,  { 10,  rue  Marie-Thérèse.  —  Louvain. 

MiOT  (Léopoid),  docteur  en  médecine,  de  TAcadémic  royale  de  méde- 
cine, 1 5,  rue  de  Beaumont.  —  Gharleroi. 

MiR  (Michel),    membre   de    l'Académie  royale  d'Espagne,  ciille  de 

Valverde,  26.  —  Madrid  (Espagne). 

MiRANDA  Y  Bistuer  (Julinu),  canôuigo  magistral  de  la  catcdral,canongia 

nueva,  18.  —  Segovia  (Espagne). 

Misonne  (Lucien),  directeur-gérant  des  charbonnages  du  Hasard.  — 

Tamines  (Namur). 

MoBLLER,  docteur  en  médecine,  1,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles. 

MoNCHAVP  (abbé  Georges),  docteur  en  théologie  et  en  philosophie, 

professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Saint-Trond. 

MoNSARRAT  (G.),  14,  ruc  des  Capucines.  —  Paris. 

DE   MoNTGRAND  (M'*),    propriétaire    à    Saint -Mcnel.  —   Marseille 

(Bouches-du-Rhône  —  France). 

DE  MoREAiT  d'Andoy  (Ch''),  180,  Bvcnuc  Louise.  —  Bruxelles. 

MoRETUS  (René),  place  de  Meir.  —  Anvers. 

MuLi.ENDERS  (Joscph) ,  ingénicur,  7,  rue  Renkiu.  —  Liège. 

de  Nadaillac  (M**),  18,  rue  Dupliot.  —  Paris. 

Nahèche  (Mgr),  ancien  recteur  magnifique  de  l'Université. —  Louvain. 

Nava  di  BoNTiFÉ  (S.  Exe.  M{>r),  archevêque  d'Hérnclée,  Nonce  du 

S.  Siège  en  Belgique.  —  Bruxelles. 

Néve  (Félix),  professeur  a  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  Belgique,  52,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 

Newton  (Général  John),  279,  Adelphi  Street.  —  Brooklyn,  New-York. 

NicoTRA  (Mgr  Sébastien),  secrétaire  du  Nonce  apostolique,2l  4, chaus- 
sée de  Wavre.  —  Bruxelles. 
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NisoT  (Victor),  ingénieur,  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, 44,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
NoLLÉE  DE  NoDuwEZy  membre  honoraire  du  Corps  diplomatique  de 

S.  M.  le  Roi  des  Belges,  i46,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Nysse.xs  (Albert),  professeur  a  TUniversité,  114,  rue  de  la  Station.  — 

Louvain. 
Nyssens  (Julien),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  44,  rue  Juste- 

Lipse.  —  Bruxelles. 
Nyssens  (Pierre),  directeur  au  laboratoire  agricole  de  l'Étal,  19,  rue 

Sainte-Marguerite.  —  Gand. 
D*OcAGNE  (Maurice),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  adjoint  à  Fin- 

génieur  en  chef  du  service  du   nivellement  général, 

5,  rue  de  Vienne.  —  Paris. 
Ollavaru  (Marcial),  ingénieur  en  chef  des  mines,  secrétaire  de  la 

Commission  de  la  carte  géologique  d*£spagne,  rue  de 

las  Huertas,  8^.  —  Madrid  (Espagne). 
OsY  DE  Zegwaart  (B*°),  gouverneur  de  la  province  d'Anvers,  hôtel 

du  Gouvernement  provincial.  —  Anvers. 
Otto  (Jean),  36,  Marché-aux- Herbes.  —  Bruxelles. 
Pardon  (Gustave),  ingénieur.  —  Frameries  (Hainaut). 
Pasquier  (Ern.),  professeur  à  l'Université,  22,  rue  Marie-Thérèse.  — 

Louvain. 
Patroni  (Monsign.  Giuseppc),  dott.  in  filosofia,  in  teologia  ed  in  ambe 

le  leggi,  47,  piazza  del  Gesù.  —  Rome. 
Pécher  (Eugène),  64,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 
Peeters  (Jules),  docteur  en  droit,  51,  rue  Saint-Martin. —  Tournay. 
Pépin,  S.  J.  (R.  P.  Théophile),  École  hbre  Saint-Michel.  —  Saint- 

Étienne  (Loire  —  France). 
Peretti  (abbé  J.),  curé  de  Sainte-Marie.  —  Calvi  (Corse  —  France). 
Perez  (Miguel),  director  del  Observatorio  central,  1'  calle  de  la 

Merced,  n*  27.  —  Mexico  (Mexique,  via  New-York). 
Petii  (chanoine),  rue  de  TArsenal.  —  Namur. 
DE  PiLLON  de  s.  Philbert  (A.),  2,  ruc  St-Thomas.  —  Douai  (Nord  - 

France). 
PiRARD  (chanoine),  vicaire  général,  6,  boulevard  Léopold.  —  Namur. 
PiscÊ  (chanoine),  rue  des  Bateaux.  —  Malines. 
PoisoT  (Maurice), avocat, 4, ruc  BuCTon. —  Dijon  (Côtc-d'Or  —  France). 
DE  PoNTHiÉRE  (Albert),  propriétaire-agriculteur,  château  des  Corlils, 

par  Visé  (Liège). 
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Powis  DE  TEN  BosscHE.  meml)re  de  la  Chambre  des  Reprësentants, 

8,  rue  BoHiard.  —  Bruxelles. 

Proost  (Alphonse),  inspcrtcur  gênerai  de  l'agriculture,  professeur  à 

rUniversitë  de  Louvain,  56a,  rue  du  Luxembourg.  -— 
Bruxelles. 

Provincial  (R.  P.)  de  la  Compagnie  de  Jésus,  i65,  rue  Royale  exté- 
rieure. —  Bruxelles. 

Prudham  (abbé),  directeur  du  collège  Stanislas,  rue  N.-D.  des  Champs. 

—  Paris. 

PuGA  (Guillermo  fi.  y),  ingeniero  topégrafo,  profesor  de  Geologia  en 

la  Escucla  nacional  de  Agricultura,callc  del  Tompeale,  2. 

—  Mexico  (Mexique,  via  New-York). 
QuAiRiER,  28,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 

Racuon  (abbé  Prosper),  curé  de  Ham  et  Saint-Jean,  par  Longuyon 

(Meurthe-et-Moselle  —  France). 

Raclot  (abbé  V.),  aumônier  des  hospices  et  directeur  de  l'observa- 
toire. —  Langres  (Haute-Marne  —  France). 

Rahihez  (Santiago),  ingeniero  de  minas,  calle  de  Buenavista,  i5  7i 

—  Mexico  (Mexique,  via  New- York). 

Ravain  (abbé  J.-R.),  14,  rue  Bernicr.  —  Angers  (Maine-et-Loire  — 

France). 
Rectok  (R.  p.)  del  Colegio.  —  Carrion  (f^alencia,  Espagne). 
Rector  (R.  P.)  del  Colegio.  —  Orduna  (Vizcaya,  Espagne). 
Rector  (R.  p.)  del  Colegio   del   Jésus.   —  Tortosa   (Tarragona   — 

Espagne). 
Renard  (abbé  Alphonse),  conservateur  honoraire  au  Musée  d'histoire 

naturelle,  professeur  à  l'Université  de  Gand.  —  Wet- 

teren  (Flandre-Orientale). 
Reynaert,  docteur  en  médecine,  rue  du  Progrès.  —  Saint-Nicolas. 
de  Ribaucourt  (C^'),  sénateur,  27,  rue  de  Loxum.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Perck,  par  Vilvorde. 
Risueno  (Emiliano  Rodriguez),  catedratico  de  Historia  natural  en  la 

Universidad,  calle  Duque  de  la  Victoria,  16  pral.  — 

Valladolid  (Espagne). 
de  la  Roche  de  Marchiennes  (Emile).  —  llarvengt  par  Harmignies 

(Hainaul). 
Rodillqn  (abbé  Pr.),  professeur  de  philosophie  au  Petit-Séminaire  de 

la  Primatialc,  1,  rue  Tramassac.  — Lyon  (Rhône  — 

France). 
DE  Rouillé  (C""),  44,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
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Roussel  (Lucien),  pi-ofesseur  à  TÉcole  forestière,  1 1,  rue  de  la  Rnvi- 

nelle.  —  Nancy  (Meurthe-et-Moselle  —  France). 

DE  LA  RoYÈnE  (W.),  ingcnicur,  56,  Pôeherie.    -  Gand. 

deRubempré  (P^'),  me  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou  ù  Wcsterloo. 

Saet  (Henri),  notaire.  —  Renaix. 

Saey  (abbé  Pr.),  curé  à  Hoorebeke-Sainte-Marie  (Flandre  orientale). 

OB  Salvert  (V^*),  professeur   aux    Facultés   catholiques  de    Lille, 

7,  rue  de  la  Bibliothèque.  —  Versailles  (Seine-et-Oise 

—  France). 

DB  Santa  Cruz  (Ivan   Armada  Hernandez  de  Cordova,  M'^') ,  9,  rua 

Nueva.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Sanz  (Pelegrin),  ingeniero  de  caminos,  Oficina  de  Obras    pùblicas. 

—  Tarragona  (Espagne). 

Sanz  y  Lopez  (Cesareo),  profesor  de  matematicas,  calle  del  Colegio  de 

Doncellas.  —  Toledo  (Espagne). 
DE  Sauvage  (O'),  22,  avenue  de  Friedland.  —  Paris. 
ScARSEX    DE   LocQUENEuiLLE  (Auatole),  chàlcau    de   S*-François.  — 

Farciennes    (Hainaut)  ;   ou    84,  rue   de   Slnssart.  — 

Ixelles. 
ScHMiTZ,  S.  J.  (R.  P.  Gaspar),  i  I,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
ScuoBBENS,  docteur  en  médecine,  49,  longue  rue  Neuve.  —  Anvers. 
ScHOEMARER  (W.-J.),  profcsscur  à  l'École  moyenne.—  Nimcgue  (Pays- 
Bas). 
SiMART,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur  a  TÊcole  polytechnique, 

70,  rue  Miromesnil.  —  Paris. 
SiMONis  (Alfred),  sénateur.  —  Verviers. 
SiBONis  (Louis),  industriel.  —  Verviers. 
SiRET  (Henri),  ingénieur,  49,  rue  du  Grand-Chien  —  Anvers. 
SiRET(Louis),  ingénieur,  Aguilas  (prov*  Murcia  —  Espagne). 
Sbbkens  (Théophile),  président  du    tribunal  de  i'*  instance,  31, 

avenue  Quentin  Metsys.  —  Anvers. 
Smbts  (abbé  Gérard),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur  de 

sciences  au  G)llège  S*-Joseph.  —  Hasselt. 
DEL  SocoRRO  (José  Maria  Solano,  M"),  professeur  de  géologie  au  Musée 

d'histoire  naturelle,  calle  de  Jacometrezo,  41,  bajo.  — 

Madrid  (Espagne). 
SoLVYNS  (Albert),  7,  avenue  de  la  Place-d'Armes.  —  Gand. 
SoRBiL,  ingénieur.  —  Maredret  sous  Sosoye,  par  Anthée  (Nanuir). 

XV.  c 
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DE  Sparre  (O*),  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon,  château 

de  Vallière.  —  Saint-Georges-de-Reneins  (Rhône  — 

France). 
Spina,   s.    J.  (R.  p.  Pedro),  Colegio  de  S.  Juan  Nepomuceno.  — 

Saltillo  (Coahuila  —  Mexique). 
SpRiNGAEL  (Auguste),  ingénieur,  G4,  rue  de  Bordeaux.  —  Bruxelles. 
Stajnier  (Xavier),  80,  chaussée  de  Wavrc.  —  Bruxelles. 
Stillemans  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Gand. 
Stikglhauber  (Emile),  docteur  en  droit,  51,   rue  des  Minimes.— 

Bruxelles. 
Stoffaes  (abhé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  54,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Storhs  (abbé  Camille),  curé  de  Ganshoren,  par  Jette  (Brabant). 
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Storms  (John),  37,  rue  des  Champs-Elysées.  —  Bruxelles. 

Storms  (Raymond),  13,  rue  du  Président.  —  Bruxelles. 

VAN  derStraten-PoiNthoz  (G**  François), 23,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Struelens  (Alfred),  docteur  en  médecine,  18,  rue  de  rHôtel-des- 

Monnaies.  —  Saint-Gilles  (Bruxelles). 

Suchetet  (André),  iO,  rue  Alain  Blanchard.  -^  Rouen  (Seine-Infé- 
rieure —  France). 

SuTTOR  (Eugène),  ingénieur  honoraire  des  ponts  et  chaussées,  19,  rue 

des  Rogards.  —  Louvain. 

SwoLFs  (chanoine),  professeur  au  Petit-Séminaire.  — Malines. 

Tatmans  (Emile),  notaire.  —  Genappe  (Brabant). 

Teixeira  (Gomes),  directeur  de  TÉcole  polytechnique.  —  Porto  (Por- 
tugal). 

Teucelin  (Félix),  rue  du  Mont-de-Piélé.  —  Mons. 

TuEUMS  (Auguste),  répétiteur  à  l'Université,  10,  rue  des  Domini- 
cains. —  Louvain. 

Thibaudier,  ingénieur  de  la  marine.  — Rochefort-sur-Mer  (Charente- 
Inférieure  —  France). 

Thierry  (Armand),  5,  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 

Thirion,  s.  J.  (R.  p.),  11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

TiHMERMANs   (Fraucois),  ingénieur,  directeur-gérant  de  la  Société 

anonyme  des  ateliers  de  construction  de  la  Meuse, 
24,  rue  de  Fragnée.  —  Liège. 

ToRROJA  Y  Gaballiî  (Eduardo),  architecte,  professeur  à  la  Faculté  des 

sciences   de  lUniversilé ,   calle    de  Lope   de  Vega, 
n"  13  y  15,  c*'  5"  dra.  —  Madrid  (Espagne). 
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Thas,  s.  J.  (R.  p.),  professeur  au  collège  N.-D.  de  la  Paix.  —  Namur. 
DE  Trazegnibs  (M").  —  Corroy-lc-Chàleau,  par  Gembloux. 
DE  T*Serclabs  (Mgr  Charles],  président  du  Collège  belge.  —  Rome. 
DE  T'Serclaes  (C**"  Jacques),  capitaine  au  1"  rég.  d'artillerie,  26, 

rue  de  TAbbavc.  —  Bruxelles. 
t'Skrstbvens  (Lëon),  5â,  boulevard  BischofTsheim.  —  Bruxelles. 
Ttkort  (Emile),  ingénieur  civil.  —  Perck,  par  Vilvorde. 
d*Ursbl  (C^'Ayraard).  capitaine  d'artillerie,  château  de  Bois-de-Samme, 

par  Wauthier-Braine  (Brabant). 
DO  Val  de  Beaulieu  (C**),  55,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
DE  LA  Vallée  Poussin,  de  rAcadémie  royale  de  Belgique,  professeur 

k  rUniversitë,  190,  rue  de  Namur.  —  Louvî^in. 
DE  LA  Vallée  Poussin  (Charles),  professeur  h  TUniversitc,  190,  rue  de 

Namur.  —  Louvain. 
Van  Aertselaer  (chanoine),  directeur  de  Tlnstitut  S^-Louis,  121,  rue 

du  Marais.  —  Bruxelles. 
Van  den  Berg  (Charles),  notaire,  place  Saint-Paul.  —  Liège.  ^ 

Van  den  Bossche  (A.),  ingénieur,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 
Van  oen  Gheyn  (abbé  Gabriel),  supérieur  à  llnstitut  Saint-Liévin.  — 

Gand. 
Van  den  Gheyn,  S.  J.  (R.  P.  Joseph),  bollandiste,  14,  rue  des  Ursulincs. 

—  Bruxelles. 
Van  den  Peereboon  (E.),  ingénieur,  15,  rue  d*Ar(ois.  —  Liège. 
Van  den  Peereboom  (Jules),  minisire  des  chemins  de  fer,  postes  et 

télégraphes.  —  Bruxelkv . 
Van  der  Haeghen  (William),  avocat,  44,  rue  Berckmans  —  Bruxelles. 
Van  der  Mensbrcgghe,  membre  de  TAcadémie  royale  de  Belgique, 

professeur  à  rUniversitc,  151,  Coupure.  —  Gand. 
Van  der  Smissen  (Edouard),  avocat,  16,  rue    du    Gouvernement- 
Provisoire.  —  Bruxelles. 
Van  der  Voordt  (Jules),  ingénieur,  85,  marché  aux  Chevaux. — Anvers 
Van  de  Woestyne  (chan«),  professeur  au  Grand-Séminaire. —  Bruges. 
Van  Drèche,  docteur  en  médecine,  rue  de  l'Ouvrage.  —  Namur. 
Van  Dromme,  docteur  en  médecine,  rue  des  (Chartreuses.  —  Bruges. 
Van  Ermengem,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité  de 

Gand.  —  Welteren  (Flandre  orientale). 
Van  IIoeck  (D'  Ém.),  2,  rue  Van  Bemrael.  —  Bruxelles. 
Van  Keerberghen,  docteur  en  médecine,  1(17,  chaussée  d'Ixelles.  — 

Bruxelles. 
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Vannutelli  (S.  É.  le  rardinaJ  Serafino).  —  Rome. 

Van  Ortroy  (Fernand),  lieutenant  au  i"'  régiment  de  chasseurs  à 

cheval,  8,  chaussée  de  Willemrau.  —  Tournay. 
Vak  Overloop  (Eugène),  sénateur,  58,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Van  Segvelt  (Edmond),  9,  pince  Ragheno.  —  Malines. 
Van  Thicht,  S.  J.  (R.  P.  Viclor),  ii,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
Van  Zbebroeck  (abhé),  directeur  h  rÉlablissement  des  Sœurs-Grises. 

—  Diest. 

Van  Zittlen-Orban  (Gust.),  industriel,  8,    quai  de   Tlndustrie.  — 

Liège. 

Vaultrin,  inspecleur  des  forêts,  2,  rue  de  Lorraine.  —  Nancy  (  Meurthe- 
et-Moselle —  France). 

Vegas  (Miguel),  caledratîco  de  Geometrîa  analilica  en  la  Universidad^ 

callc  de  Valverde,  n*  5,  3*  dra.  —  Madrid  (Espagne). 

Vélain  (Ch.),  chargé  de  cours  à  la  Sorbonne,  9,  rncThénard. —  Paris, 

Vennehan, docteur  en  médecine,  professeur  à  rUniversilé,  35,  me  du 

Canal.  —  Louvain. 

Vercruysse  (Victor),  6i,  rue  de  France.  —  Courlrai. 

Verhelst  (abbé  F.),  professeur  au  collège  Saint-Jean-Berchmans, 

i>C,  place  de  Meir.  —  Anvers. 

Verriest  (G.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  40,  rue 

du  Canal.  —  Louvain. 

Vicaire  (Eugène),  ingénieur  en  chef  des  mines,  ôO,  rue  Gay-Lussac. 

—  Paris. 

VicKNT,  S.  J.  (R.  P.  Antonio),  Colegio  de   San   José.  —  Valencîa 

(Es|)agne). 
Vilain  XIIII  (V'*),  sénateur,  1 1,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
ViLLAFUERTE  (Eliodoro),  presbitero,  86,  calle  de  las  Delicias.  —  Santiago 

(Chili). 
DE  Villers-Vergauwen,  12,  marché  au  Lin.  —  Gand. 
ViLLié,  professeur  aux  Facultés  catholiques,  78,  boulevard  Vauban. 

-—  Lille  (Nord  —  France). 
ViNEs  (R.  P.  Benito),  director  del  Observatorio,  colegio  de  Belen.  — 

La  Havane  (Cuba). 
ViSART  DE  BocARVé  (C^*  Amédéc),  bourgmestre  de  Bruges. 
VoLLEN  (E.),  docteur  en  droit,  69,  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 
DE  VoRGEs  (E.  Domet),38,  rue  du  Général  Poy.  —  Paris. 
VuLSTEKE,  professeur  à  l'Université,  22,  rue  des  Joyeuses -Entrées. 

—  Louvain. 
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Walravexs  (abbé  Adelson),  directeur  du  collège  d*Enghien. 
Warlomont  (René),  docteur  en  médecine  et  en  sciences  naturelles, 

médecin  de  bataillon  au  3*  lanciers,  19,  rue  des  Frères- 
Mineurs.  —  Bruges. 
Wasseige  (Armand),  banquier,  *if*\  rue  Godefroid.  —  Naniur. 
Wagtelbt  (A),  ingénieur  à  l'usine  h  gaz.  —  Roubaix  (Nord  —  France). 
DE  Wavrin  (M'*) 9   chàlcau    de    Ronselc,  par  Somergem  (Flandre 

orientale). 
DE  Weck  (abbé  A.),  missionnaire  apostolique.  —  Fille- Dieu  sous 

Romont  (Canton  de  Fribourg  —  Suisse). 
Wéry  (D'').  —  Sclayn  par  Na mèche  (Namur). 
Wéry  (Vincent),  président  du  tribunal  de  i"  instance,  4,  rue  des 

Telliers.  —  Mons. 
WiLMOTTE  (abbé),  professeur  au  Séminaire.  —  Florcffc  (Namur). 
WiTZ  (Aimé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  !29,  rue  d*Antin. 

—  Lille  (Nord  —  France). 
WoLF,  membre  de  Flnstitut,  95,  rue  des  Feuillantines.  —  Paris. 
DE  WouTERS  (chanoine).  —  Braine-le-Comte. 
Wouters  (abbé  Louis),  professeur  de  sciences  naturelles  au  Collège 

Sainl-RombauL  —  Mnlines. 
Zecb  (Guillaume),  négociant.  —  Braine-le-Comle. 
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Liste  des  membres  décédés. 


(Août  1890  —  mars  189i.} 


R.  P.  Alcolado,  s.  J. 
Almain  db  Hase 
M>''  Belin.     .     . 
Bbllemans    .     . 
P.-J.-E.  Chamncx 
R.  P.  Delsaulx,  s 

FëRRAND  de  MlSSOL 

Floren    .     .     . 

DE  GeRLACHE.      . 

Ph.  Gilbert  .  . 
Haan  .  . 
Gard.  Haynald  . 
G'"  de  Limuinghe 
G''  de  Marsilly 
Meeûs-Honnohbz 
B®"  MissoN  .  . 
Stoesser  .  .  . 
Alb.  Van  Biervliet 
Ghan.  Va.n  Gameren 


Dciislo  (Espagne). 

Bruxelles. 

Namiir. 

Anvers. 

Louvain. 

Nnraiir. 

Paris. 

Brecht. 

Arlon. 

I.oiivniii. 

Louvain. 

Hongrie. 

Gesvcs  (Namur). 

Alger. . 

Anvers. 

Vieux-WalefTe  (Liège). 

Dampremy  (Hainaul). 

Louvain. 

Malines. 


Listes  des  membres  inscrits  dans  les  sections. 


V'  Section. 

Htathématiquei,  Astronomie,  Géodésie.  —  Mécanique, —  Géme  civil  et  militaire. 


MM.  (l^Abbadie. 
Adan  de  Yarza. 
Aguilar. 

Ch;in.  di  Barlolo. 
Baule. 
Bel  paire. 

Pc*  Boncompagiii. 
Boussinesq. 
du  Bovs. 


MM.  Breiihof. 
de  Bussv 
(Iarno)r. 
Abbé  Ciasen. 

Abbé  Coppielers  de  Slockbove. 
Cousin. 
DeTilly. 
Dusausoy. 
Dutordoir 
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MM.  Kynaud. 
Fagiiart. 
Folie. 

Oaulhier-Villars. 
Godard, 
(îoedseels. 
Grisar. 

de  Grossouvn» 
C»«  François  de  Gruniie. 
(îuyéland. 
Hagen. 

Haton  de  la  Gou|)illiére. 
Hennile. 
Humbert. 
Iiiiguez. 

Général  Jncm:irt 
Jenner. 
Jimeno. 

Amiral  de  Jonquières. 
Ganiille  Jordan. 
Lacor. 

Charles  Lagasse. 
Lambert. 
Le  Paige. 

O'  (iharles  de  Liedckerke 
de  Lisleferme. 
R.  P.  Lucas,  S.  J. 
Mansiou. 
C»'  de  Maupeou. 
de  Mendizabal. 
.Micha. 


MM.  Msot. 
J.  Nvssens 
P.  Xvssens 
d'Ocagoe. 
0  lia  varia. 
PasquitT. 
R.  P.  Pépin,  S.  J. 
Perez. 

Chanoine  Piscé. 
V»-^  de  Salverl. 
Sanz  y  Lopez. 
Pelegrin  Sanz 
Simart. 
C»'  de  Sparre. 
R.  P.  Spina,  S.  J. 
StofTaes. 
Sullor. 
Teixeira. 

R  P.  Thirion,  S.  J. 
Tinimermans. 
Torroja. 

C"  Jacques  «le  T'Scrclaes 
C»'  Aymard  d'Ursel. 
Ch.  de  la  V:illée  Poussin. 
E.  Vandenpeereboom. 
Abbé  Van  Zeebroeck. 
Vegas. 
Vicaire. 
Villafuerle. 
Vlllié. 
Wilz. 


Physique.  —  Chimie. 

M.M.  Alfageme. 
André. 
Béchamp. 


â«  Section. 

MétnHunjie.  —  Météorologie  et  Physique  du  Globe. 

MM.  Rloudel. 
Bonamis. 
Branly. 
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MM.  Bruyianis. 
Chaut  a  ni. 

R.  P.  Defirei'ff.  S.J. 
Delacre. 
Abbé  Demanet. 
De  Prêter. 
François  Oewalcfue. 
R.  P  Dicrckx,  S.J. 
Duhem. 

Diinias-Primbatilt. 
AïKJrcDumoni. 
Feliii  y  Perez. 
R.  P.  Krançois,  S.  J. 
R.  P.  George,  S.  J. 
R.  P.  Granero,  S  J. 
Hector  Henrv. 
Louis  Henry. 
Paul  Henrv. 
R  P.  Jacopssen,  S.  J 
Hennis. 


M.M.Lambiotie. 
Leconle. 
Lemoine. 
lie  Macias. 
Malisoux. 
Misonne. 

M'*  (le  Mont{;ran(l. 
Mullcnders. 
Pichaull 
Chan  Pirard. 
Abbé  Raclot. 
Abbé  Ravain. 
S|irint;ael. 
Theunis. 
R.  P.  Tras,S.J. 
Tykorl. 

Van  (1er  Mensbrug^^lie. 
Van  der  Vooriil. 
R.  P  Van  Tricht,  S.  J. 
R.  P.  ViftesS.  J. 


S«  Section. 

Géologie,  Minéralogie.  —  Botanique.  —  Zoologie.  —  Paléontologie.  —  Anthropologie, 

Ethnographie,  Science  du  langage.  —  Géographie. 


Mgr  Abbeloos. 
MM  d'Acy. 

Fr.  Alexis 

Arcelin. 

BailluD. 

Abbé  Rardin. 

Krn.  Bavet 

M'*  de  la  Boëssière-Tiiiennes. 

R.  P.  BolsiusS  J. 

Abbé  Boulay. 

Abbé  Bourgeat. 

Anatole  Buisserei. 


MM.  Joseph  Ruissorel. 
R.  P.  Camboué,  S.  J 
(îbanoine  De  Urouwer 
Chanoine  Delvigne. 
Gustave  DewaU|ue 
Dollo. 

Abbé  de  Dorlodot. 
Dugniolle. 
Fauvel. 

R.  P.  Fita.  S  J. 
Foerster. 
Fontaine. 
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M)I.AbbédeFovilIe. 
Gredilla. 
Griuda. 

Chan.  Hamanl. 
O*  de  HeniptJiine. 
Abbé  Hervier. 
R.  P.  Kirsch. 
dcKirwaD. 
Kûrth. 

A.  de  Lapparout. 
Abbé  Ferdinand  Lefebvre. 
Abbé  Maurice  Lefebvre. 
Legros. 

O  G.  de  Lichlervelde. 
O'AdoIphedeLimburg-Sliruin. 
Edouard  Marlens. 
Abl)C  Mir. 
Abbé  MoDchamp. 
Mi- de  Nadailiac. 
Puga. 

Abbé  Racbou. 
Kamirez. 
Abbé  Renard 
Risuefio. 
liiin.  de  la  Roche. 
Roussel. 
De  la  Rovère. 


MM.  Scariez  dr  Li>c()ueneuille. 
R.  P  Si-hmilz,  S.  J. 
II.  Siret. 
L.  Sirel. 
Al)bé  Sniets. 
M'»  del  Socorro. 
Albert  Solvyns. 
Slainier. 
John  Slorms. 
Raymond  Stornis 
Suchelet. 
Chanoine  SwolTs. 
De  la  ValU*e  Poussin. 
R.  P.  Van  dtn  (;heyn,  S.  J. 
Abbé  (i.  Van  don  Gheyn. 
Van  Drèche. 
Van  Orlroy. 
Van  Overloop. 
Van  Segvelt 
Vaultrin. 
Vélain. 
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SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  section. 


M.  Gilbert  présente  une  note  manuscrite  de  feu  M.  de  Marsilly 
«  Sur  la  fonction  S  ~  ».  Le  R.  P.  Lucas  et  M.  Ch.  de  la  Vallée 
Poussin  sont  nommés  commissaires  pour  Texamen  de  ce  travail. 

M.  Gilbert  donne  un  court  aperçu  de  la  seconde  partie  du 
Mémoire  de  M.  de  Sparre  sur  le  mouvement  du  pendule  de 
Foucault  dans  Tair. 

«  L  auteur  s  occupe  d*abord  du  mouvement  du  pendule  ordi- 
naire, avec  oscillations  d^amplitude  quelconque,  en  supposant  la 
résistance  de  Tair  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  Il  établit 
réquation  du  mouvement,  la  ramène  à  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre  qu'il  intègre,  et  obtient  le  temps  en  fonction  de 
Tangle  du  pendule  avec  la  verticale,  sous  forme  d'une  intégrale 
définie  assez  compliquée.  Mais,  grâce  à  la  petitesse  d*un  certain 
coefficient  7,  qui  dépend  de  la  masse  pendulaire,  et  d'artifices 
ingénieux,  il  arrive,  par  une  série  de  transformations  assez  com- 
pliquées et  où  figurent  de  nombreux  coefficients  numériques,  h 
déterminer,  au  degré  d'approximation  qu'il  a  posé  :  1^  l'angle  du 
pendule  avec  la  verticale  à  la  fin  d'une  première  oscillation  ou 
au  commencement  d'une  oscillation  d'ordre  donné;  S""  la  durée 
XV.  i 


de  la  pn  mièrc  oscillation  simple  ou  d'une  oscillation  de  rang 
quelconque.  Il  arrive  ainsi  à  la  conséquence  très  simple,  que  la 
résistance  de  lair  diminue  la  durée  de  la  première  oscillation 
simple  de  la  quantité 


jrr 


V   /  J2 


/  étant  la  longueur  du  pendule,  Oq  1  écart  initial. 

>  Abordanl  ensuiie  le  problème  plus  compliqué  du  pendule 
de  Foucault,  M.  de  Sparre  considèi'e  d'abord  le  mouvement  de  la 
projection  du  pendule  réel  sur  le  plan  (ielif,  qu'il  a  appelé  plan 
d'oscillalion,  et  fait  voir  que  ce  mouvement  est  donné  par  le  pre- 
mier problème  qu'il  a  résolu.  Une  discussion  très  serrée  de 
l'ordre  de  grandeur  des  quantités  qui  figurent  aux  données  et  de 
l'influence  qu'elles  peuvent  avoir  sur  le  résultat  lui  permettent 
de  négliger  beaucoup  de  termes  qui  compliqueraient  la  question. 
Puis  il  étudie  de  même  l'influence  de  la  résistance  de  l'air  sur 
le  plan  d'oscillation  lui-même,  problème  qui  se  réduit  à  déter- 
miner la  vitesse  moyenne  avec  laquelle  le  plan  d'oscillation 
toijrne  autour  du  pendule  pendant  une  oscillation  de  rang  donné 
Plusieurs  causes  compliquent  ici  énormément  le  problème  : 
telles  sont  la  diminution  progressive  de  l'amplitude  d  oscillation 
à  chaque  va-et-vient  du  pendule,  l'existence  d'intégrales  singu- 
lières, dans  lesquelles  une  erreur  de  l'ordre  de  oi^  dans  certains 
termes  produit  une  erreur  de  Tordre  de  ai  dans  le  résultat,  la 
présence  du  tempi>  comme  facteur  dans  des  termes  d*abord 
petits,  qui  peuvent  ensuite  croître  considérablement.  Cependant 
l'auteur,  à  force  de  discussions  patientes  et  en  s'aidant  de  toutes 
les  circonstances  favorables,  réussit  à  passer  à  travers  les  diffi- 
cultés et  à  prouver  que  la  vite<:se  de  rotation  du  plan  d'oscillation, 
dans  l'air,  ne  diflere  de  ce  qu'elle  serait  dans  le  vide,  les  circon- 
stances initiales  étant  les  mêmes,  que  par  des  termes  de  l'ordre 
de  yw,  c'est-à-dire  très  petits. 

»  Quelques  applications  numériques  très  satisfaisantes  ter- 
n)inent  le  mémoire.  » 


La  section  vote  des  remerciements  à  Fauteur  et  décide  Fim- 
pression  de  la  seconde  partie  du  Mémoire  de  M.  de  Sparre,  à  la 
suite  de  la  première  partie,  dans  le  tome  XIV  des  Annales. 

M.  Mansion  expose  ensuite  la  note  suivante  :  Sur  la  méthode 
de  Lagrange  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  déri' 
vées  partielles. 

1,  Objet  de  cette  note.  La  méthode  de  Lagrange  pour  Tinté- 
gration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  sous  la 
forme  qu*il  lui  a  donnée  en  1785,  permet  de  trouver  les  solutions 
singulières  données  par  le  facteur  de  Gilbert  égalé  à  zéro,  et 
contient  implicitement  la  démonstration  du  théorème  fonda- 
mental de  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels.  Pour  le 
montrer,  reprenons,  en  les  abrégeant,  les  raisonnements  de 
Lagrange,  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Méthode  générale  pour 
intégrer  les  équations  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre,  lorsque  ces  différences  ne  sont  que  linéaires  (Nouv.  Mém. 
de  Berlin,  1785,  pp.  174-190),  sans  d*ailleurs  conserver  toutes 
se^  notations. 

2.  Facteur  de  Gilbert.  <  Supposons,  dit  Lagrange,  que  Téqua- 
tion  ne  contienne  que  trois  variables,  u,  x,  y,  dont  la  première 
soit  une  fonction  des  deux  autres.  En  employant,  pour  plus  de 
simplicité,  les  quantités  p  et  9  à  la  place  d^  ^  ^^  £>  on  aura 

Xp  H-  Y9  ==  U, 

dans  laquelle  X,  V,  U  seront  des   fonctions  quelconques  de 
u,  X,  y 

En  multipliant  ensjsmble  les  deux  équations  X/>  +  V7  =  Il 
et  du  =  pdx  -+■  qdy,  on  aura 

(X/>  H-  Y9)  du  =  \}  {pdx  H-  qdy) 

ou  bien 

p  (\flu  —  Ut/x)  -+-  7  (Ydii  —  Ijihj)  ==  0. 
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Je  suppose  maintenant 

\du  —  Udx  =  0,      Ydn  —  Urfy  =  0. 

J'ai  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les 
trois  variables  u,  x,  y;  et  les  intégrales  complètes  de  ces  équa- 
tions contiendront  deux  constantes  arbitraires  a  et  P,  en  sorte 
qu'on  aura  ac=A,  (3=B,  AetB  étant  des  fonctions  données 
des  trois  variables  x,  y,  u.  II  faudra  qu'on  ait  des  équations 
identiques  qui  seront 

c^A       ^A  X       ^A  Y 

$u       âx  {]       ây  {] 

qui  donneront 

c^A  __      MX       (^A  Y 


— » 


^B 

JB  X 

JB  Y 

m 

JB  X 

SB  Y 

au 

(?x  U 

~^Û' 

Les  différentielles  dA  et  dB  se  trouveront  exprimées  de  cette 
manière  : 

i  SX  \  âA 

u  oX  u  d V 

1  d'B  1  âB 

d'où  Ton  tirera 

U  /c^B  ,         (ÎA      \ 

Xdti  — Udx=  -U-(/A dB  . 

T  V(î;y  <yB     y 

Yd«.~Udy=-pdB-^dAl. 

en  supposant 

„,      (ÎA  m       m  âA 

T  = » 

ây  Sx       Sy  dx 

En  faisant  la  substitution  des  valeurs  trouvées  pour  Xdu — Lidx, 
Ydtt  —  Udy  «  dans  l'équation 

p  {Xdu  —  Udx)  ^  q  Ci  du  —  Mdy)  =  0, 
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à  laquelle  il  s*agit  de  satisfaire,  elle  deviendra  (Lagrange  laisse 
de  côté  le  facteur  de  Gilbert  ^  que  nous  rétablissons) 

Toute  intégrale  de  Téquation  donnée  devra,  ou  bien  annu- 
ler le  facteur  de  Gilbert  ^,  ce  qui  donne  des  solutions  que 
Lagrange  a  négligées,  ou  bien  vériGer  une  équation  différen- 
tielle çnire  dA  et  dB.Ges  dernières  solutions,  comme  le  remarque 
un  peu  longuement  Tillustre  géomètre  de  Turin,  seront  néces- 
sairement de  la  forme  P  (A,  B)  =  0,  <  la  fonction  désignée 
par  F  demeurant  arbitraire  » . 

Ainsi,  la  méthode  de  Lagrange  conduit  à  trouver  toutes  les 
solutions  de  Téquation  donnée,  savoir  : 


ï 
Û 


0,         F(A,B)  =  0. 


3.  Propriété  fondamentale  des  déterminants  fonctionnels. 
Observons  maintenant  que  le  second  facteur  du  premier 
membre  de  Péquation  (1)  peut  s*écrire  successivement,  au 
signe  près. 


â\ 

(fB 

p 

ix 

Sx 

JA 

S^ 

9 

^ 

sy 

0 

(/A 

(/B 

P 

d\ 
dx 

dH 
dx 

dk 

dB 

9 

dy 

dy 

0 

dPi 

d% 

P 

7 
0 


^A 


âX      JB 


âx      '  ^z 


â\ 


H  q  — 

âij       ^  ^z 


dX 


7 
pdx 


^B 


6x      ^  âz 


^X     âB 


(^B 


6y       ^  âz 
dB 


dX  dB 

dx  dx 

dX  dB 

dy  dy 

qdy     0  0 


IdX  dB 


dX  dB\ 


dy         dy  dx  I 


Puisque  pdx  +  qdy  ne  peut  être  constamment  nul,  Téqua 
tion  (1)  équivaut  h 


T  fdX  dB        dk  dB\ 

Û  \dx  dy        dy  dxl 


Par  conséquent,  d  après  ce  que  Ton  a  vu  au  n®  %  si  le  déter- 
minant fonctionnel 

dk  dB        dX  dE 
dx  dy         dy  dx 

est  identiquement  nul,  on  a  une  relation  F  (A,  B)  =  0  entre  les 
fonctions  A  et  B. 

La  méthode  d'exposition  de  Lagrange  contient  donc  impli- 
citement la  démonstration  de  la  propriété  fondamentale  des 
déterminants  fonctionnels,  et,  probablement,  elle  n  aura  pas  été 
sans  influence  sur  le  développement  des  idées  de  Jacobi. 

M.  Pasquier  fait  connaître  Tétat  actuel  de  la  question  de 
l'unification  de  l'heure. 

Après  avoir  rappelé  que  le  système  des  fuseaux  horaires 
existe  déjà  en  fait  en  Angleterre,  en  Suède,  au  Japon,  aux  Etats- 
Unis  d'Amérique,  au  Canada  (et  en  Russie  à  une  minute  près), 
M.  Pasquier  passe  en  revue  les  progrès  rapides  que  la  question 
fait  dans  plusieurs  autres  pays  d'Europe.  La  décision  récente  la 
plus  importante  est  certainement  celle  du  puissant  Verein  der 
deutschen  Eisenbahnverwaltungen,  qui  comprend  non  seulement 
tous  les  chemins  de  fer  de  TAIIemagnc  et  de  l'Autriche,  mais 
encore  ceux  de  la  Hollande,  du  Grand-Duché  de  Luxembourg, 
de  l'Alsace-Lorraine,  une  partie  des  chemins  de  fer  suisses  et  le 
Grand  Central  belge  :  d'après  la  résolution  du  Verein,  prise 
dans  une  séance  plénière  tenue  à  Dresde  le  31  juillet  dernier, 
le  système  des  fuseaux  horaires,  avec  Greenwich  comme  méri- 
dien, sera  mis  en  vigueur  sur  tout  le  réseau,  pour  le  service 
intérieur,  à  partir  du  prochain  semestre  d'été  (!•'  mai  ou  1"' juin 
1891);  le  Verein  recommande,  en  outre,  le  même  système  aux 
gouvernements  pour  les  actes  de  la  vie  civile,  et  il  l'introduira 
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dans  les  horaires  destinés  au  public  dès  que  les  gouvernements 
Fauront  eux-mêmes  admis. 

En  Belgique,  M.  Vandenpeereboom,  ministre  des  chemins 
de  fer,  postes  et  télégraphes,  a  décidé  que  Pheure  de  Greenwich 
serait  prochainement  adoptée  dans  tous  les  services  qui  relèvent 
de  son  département;  il  s*est,  en  outre,  officiellement  informé 
auprès  des  autres  ministères  et  auprès  des  «principales  villes  si  la 
même  heure  ne  pourrait  pas,  dorénavant,  être  employée  en 
Belgique  dans  tous  les  actes  de  la  vie  civile.  En  Hollande,  bien 
qu'aucune  décision  n*ait  encore  été  prise,  on  peut  s^attendre 
aussi  à  l'introduction  prochaine  du  système  des  fuseaux  horaires; 
M.  Mahieu,  ingénieur  du  conseil  de  surveillance  des  chemins  de 
fer  hollandais,  Ta  défendu  avec  beaucoup  de  talent  dans  une 
brochure  dont  la  presse  du  pays  a  fait  un  grand  éloge;  le  per- 
sonnel supérieur  des  chemins  de  fer  et  celui  des  postes  en  sont 
partisans,  puis  tous  les  chemins  de  fer  hollandais  font  partie  du 
Vcrein  allemand.  En  Allemagne  même,  la  question  de  savoir 
s'il  ne  convient  pas  d'abandonner  le  temps  local  et  d'établir  par 
une  loi  qu'il  n'existera  plus  qu'une  seule  heure  dans  tout  le  pays, 
aussi  bien  pour  les  actes  civils  que  pour  les  chemins  de  fer,  est 
très  sérieusement  étudiée  par  les  autorités  officielles;  une  com- 
mission, ayant  cet  objet  ^  son  ordre  du  jour,  s'est  même  réunie 
la  semaine  dernière  à  Berlin,  au  ministère  des  travaux  publics, 
mais  M.  Pasquiern'a  pas  encore  connaissance  du  résultat  de  ses 
délibérations.  Quant  à  la  France,  les  avis  y  sont  très  partagés  : 
le  système  des  fuseaux  horaires,  même  avec  Greenwich  comme 
point  de  départ,  y  rencontre  certainement  des  adhésions  impor- 
tantes, comme  celles  de  MiVl.  de  Nordiing,  Callandreau,  le 
Frère  Alexis,  mais  beaucoup  sont  d'un  avis  opposé.  C'est  surtout 
la  question  de  méridien  qui  est  agitée  :  le  plus  grand  nombre, 
sentant  la  nécessité  de  l'unification  et  ne  voulant  pas  de  Green- 
wich, veulent  maintenir  le  méridien  de  Paris,  ou  de  l'île  de  Fer, 
ou  préconisent  celui  de  Jérusalem;  ce  dernier  a  surtout  pour 
défenseur  le  R.  P.  Tondini  de  Quarenghi,  barnabile  italien. 
Depuis  longtemps  déjà,  <  en  se  basant  sur  Jérusalem  comme 
méridien  >,   l'Académie  des  sciences  de  Bologne  a  présenté  une 
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transaction  concernant  le  méridien  initial  et  i*heure  universelle  ; 
tout  en  ayant  voté  à  Rome  en  1883  et  à  Washington  en  i884 
en  faveur  de  Greenwich,  le  gouvernement  italien  vient  même 
de  sonder  les  autres  gouvernements  sur  Topportunité  qu*il 
pourrait  y  avoir  à  réunir  de  nouveau,  à  Rome,  un  Congrès 
chargé  de  discuter  les  propositions  de  ladite  Académie.  M.  Pas- 
quier  estime  que  ce  Congrès  n'aboutira  pas;  déjà  la  Com* 
mission  géodésique  suisse,  consultée  par  le  Conseil  fédéral,  a 
émis  un  avis  défavorable,  et  il  en  sera  certainement  de  même  de 
presque  que  tous  les  gouvernements. 

M.  Goedseels  expose  sommairement  ses  recherches  sur  la 
définition  de  Caire  d'une  surface  (courbe  ou  plane).  Cette  com- 
munication donne  lieu  à  diverses  observations  critiques  et 
historiques  de  MM.  Gilbert  et  Mansion  sur  les  travaux  antérieurs 
d'Euclide,  Archimède,  De  Tilly,  Faifofer,  Peano,  Schwarz. 

M.  Mansion  fait  connaître  ses  recherches  sur  les  principes  de 
la  géométrie  et  communique  la  note  suivante  sur  la  Relation 
entre  les  distances  de  cinq  points  en  géométrie  non  euclidienne. 

I.  Tout  système  de  géométrie  à  trois  dimensions,  comme  Ta 
fait  observer  M.  De  Tilly  {Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique, 
3'  série,  t.  XIV,  p.  1015,  lignes  21  à  2S),est  caractérisé  par  une 
relation  de  forme  non  arbitraire  (voir  n**  V),  existant  entre  les 
mesures  des  dislances  mutuelles  d^  de  cinq  points  quelconques. 

II.  En  rendant  rigoureux  les  raisonnements  de  Legendre 
exposés  dans  la  note  deuxième  de  ses  Eléments  de  Géométrie^ 
on  peut  établir  la  proposition  suivante  : 

La  relation  entre  les  distances  de  cinq  points  qui  caractérise 
un  système  de  géométrie  non  euclidienne  existe  entre  les  rap- 
ports des  distances  de  ces  points  à  une  distance  A  spéciale  à  ce 
système;  la  relation  qui  caractérise  la  géométrie  euclidienne,  au 
contraire,  ne  contient  que  les  dix  distances  des  cinq  points  consi- 
dérés et  subsiste  quand  on  multiplie  chacune  des  distances  par 
im  nombre  quelconque. 


Celte  proposition  est  identique  à  la  remarque  suivante  de 
Gadss  :  «  Dans  la  géonaélrie  euclidienne,  rien  n*est  grand  d'une 
manière  absolue  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  la  géométrie 
non  euclidienne,  et  c'est  là  précisément  son  caractère  essentiel. 
Ceux  qui  n'accordent  pas  ce  fait  établissent  déjà  par  cela  même 
tonte  la  géométrie  euclidienne.  »  (Lettre  à  Schumacher  du 
12  juillet  1831,  p.  40  de  la  traduction,  par  Houel,  des  Études 
géométriques  sur  la  théorie  des  parallèles,  de  Lobatschewsky.) 

m.  La  relation  euclidienne  entre  les  distances  de  cinq  poinis, 
trouvée  par  Lagrange  et  mise  par  Cayley  sous  la  forme 
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devient,  par  un  calcul  semblable  à  celui  de  Cayley, 

I   i,     y,     z,     (,     ti  |*=0     .     .     .     . 
si  Ton  pose 

^ft  =  (Ui  -  y^r  ^  (^.  -  z,r  H-  (fi  -  UY  -  (i/.  -  v,y 

IV.  La  relation  non  euclidienne  analogue  est 


(!') 


(il)    (12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(12)     (22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(13)    (23) 

(33) 

(34) 

(35) 

=  0    . 

•     •  (2) 

(14)     (24) 

(54) 

(44) 

(45) 

(15)     (25) 

(35) 

(45) 

(55) 

OÙ  (iA)  =  cos  (-^)>  ou  Ch(-^),  A  étant  la  quantité  caractéris- 
tique dont  il  est  question  plus  haut.  En  posant 


(I A)  =  X,X,  4-  Y,Y*  -H  Z,Z,  -f^  T J,  -H  U,U* , 


t 
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la  relation  non  euclidienne  prend  la  forme 

X,Y,Z,T,U  |'=0. 


En  faisant  A=s  oo  dans  la  relation  (2),  on  peut  en  déduire 
la  relation  (1). 

Si,  dans  les  déterminants  (T),  (2'),  on  suppose  nulles  toutes 
les  coordonnées  situées  au-dessus  de  la  diagonale,  on  trouve 
que  les  éléments  restants  du  déterminant  (2')  ont  pour  limite  les 
éléments  restants  du  déterminant  (1'),  quand  A  «=»  oo  . 

V.  Théorème  des  six  points.  Si  Ton  écrit  en  abrégé  la  rela- 
tion (10  ou  la  relation  (T)  sous  la  forme  (12345)  =  0,  on 
prouve  aisément,  au  moyen  de  la  remarque  qui  termine  le  n®  IV, 
que  les  relations 

(12345)  =  0,     (12346)  =  0,     (12356)  =  0 

ont  pour  conséquences 

(23456)  =  0,     (13456)  =  0,     (12456)  =  0. 

Les  relations  (1)  et  (2),  comme  nous  Ta  fait  observer  M.  De 
Tilly,  ne  pourraient  servir  à  caractériser  les  propriétés  d'un 
espace  homogène,  si  elles  ne  jouissaient  pas  de  la  propriété 
exprimée  dans  ce  théorème,  dit  théorème  des  six  points, 

VI.  La  relation  non  euclidienne  peut  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  : 

(sin  (fis  sin  ^i,  sin  ^,4  sin  ^u  sin  (î^sin  ^^4  sin  ê'^  sin  ^^l  sin  (^^^  sin  ^Vs)*  =^  0, 

et  la  relation  euch'dienne  sous  une  forme  équivalente. 

On  pose  Ada<==3(/^^  (si  la  relation  contient  des  cosinus  circu- 
laires), Al/ —  li^=s^dn  (si  la  relation  contient  des  cosinus  hy- 
perboliques), puis 
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cos 
cos 

cos 


(23)  —  (i  2)  (1 3)  =  siii  ^„  sin  J,,  cos  ^i , 

(24)  —  (1 2)  (14)  =  sin  (?«siii  ^^  cos  âû. 

(25)  -  (12)  (1 5)  =  sin  cT,,  sin  (f„  cos  J^, 

(34)  —  (13)  (44)  =  sin  ^15  sin  ^,4  cos  i^. 

(35)  —  (1 3)  (1 5)  =  sin  i^  sin  (?„  cos  S^, 
(45)  —  (14)  (15)  =  sin  (J,^  sin  (?,»  cos  «Jii, 

<fs4  —  cos  ai  cos  ^sl  =  sin  (?,,  sin  ^u  cos  <^ . 
^^  —  cos  (îii  cos  an  =  8>n  ^M  sin  ^,i  cos  «^ . 
(îii  —  cos  ^û  cos  (î'^  =  sin  (î^^  sin  «î^i  cos  oU , 
^il  —  cos  J'si  cos  i'i^  '=  sin  1^4  sin  ^  cos  f^ïd . 


Enfin,  M.  Gilbert  communique  ses  réflexions  sur  une  diffi- 
culté qui  se  rencontre  dans  la  question  du  potentiel  de  couches 
superficielles  sans  épaisseur,  et  qui  n*a  pas  attiré  suffisamment 
Tattention  des  auteurs. 

Ce  potentiel  a  pour  expression 

V  =  /    —, 


rhdt 

./  M 


s 


h  étant  la  densité  de  la  couche  sur  Télément  da  de  la  surface  S, 
u  la  distance  de  cet  élément  au  point  sollicité  P  (x,  y»  ^)*  0" 
prouve  facilement  que  V  est  une  fonction  finie  et  continue  de 
X,  y^  Zf  même  à  travers  la  surface,  mais  il  n*en  est  pas  de  même 
de  ses  dérivées  partielles  ^>  ~>  ^.  De  plus,  si  Ton  choisit, 
pour  plus  de  simplicité,  pour  origine  le  point  Po,où  la  normale 
à  la  surface  passant  par  P  rencontre  S,  et  cette  normale  pour 
axe  des  z,  les  composantes  de  faction 

•  /        W*    u  J        U^    H  J        U*         U 

S  s  S 

({«  Oy  Z  se  rapportant  à  Télément  da)  ne  sont  plus,  comme  dans 
le  cas  général,  représentées  par  ces  dérivées  partielles,  si   le 
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point  P  est  sur  la  surface  même.  On  trouve  encore  pour  Z  une 
valeur  déterminée  Zq,  qui  varie  brusquement  de  ^nh  quand  le 
point  P  s'écarte  infiniment  peu  de  la  surface  dans  un  sens  ou 
dans  Tautre;  mais  la  partie  principale  de  X  se  présente  sous  la 
forme 


'ff 


Ti  étant  fini,  Aq  '^  densité  au  point  Pq.  Cette  intégrale  donne 
un  résultat  nul  ou  infini,  selon  Tordre  dans  lequel  on  eiïectue  les 
intégrations;  elle  est  donc  proprement  indéterminée.  Gauss, 
Riemann,  M.  Jordan  admettent  cette  conséquence;  M.  Mathieu, 
qui  part  des  couches  superficielles  ayant  une  très  petite  épaisseur, 
parait  admettre  le  contraire,  mais  n^insiste  pas  ;  Glausius  ne  for- 
mule pas  non  plus  une  opinion  catégorique.  Briot  ne  s*oc- 
cupe  pas  de  cette  difficulté,  non  plus  que  M.  Betli,  etc.  Pour- 
tant, si  la  fiction  des  couches  sans  épaisseur  devait  conduire  à 
cette  conséquence  singulière,  qu'une  telle  couche  a  une  action 
indéterminée  sur  ses  propres  points,  il  vaudrait  mieux  la  bannir 
de  la  théorie.  M.  Gilbert  indique,  parmi  les  raisons  qui  le  portent 
à  attribuer  une  valeur  nulle  à  Tintégrale  ci-dessus,  celle-ci  :  cette 
intégrale  représente  la  composante  X,  normale  à  PqZ,  de  Fac- 
tion, dans  le  cas  où  la  surface  S  se  réduit  à  un  cercle  homogène 
dont  Pq  est  le  centre.  Or,  dans  ce  cas,  tout  le  monde  admettra 
par  raison  de  symétrie  que  la  composante  X  est  égale  à  zéro. 
Sinon,  il  y  aurait  tout  autant  de  raisons  pour  regarder  Z  comme 
également  indéterminé. 

Seconde  section. 


M.  Louis  Henry  entretient  d'abord  la  section  des  recherches 
qu'il  a  entreprises  sur  les  dérivés  mono-carbonés. 

Par  là  même  qu'ils  sont  les  plus  simples,  ces  composés  peuvent 
être  regardés  comme  les  composés  fondamentaux  parmi  tous  ceux 
que  forme  le  carbone;  à  son  avis,  c'est  par  eux  que  doit  com- 
mencer l'exposé  de  la  chimie  organique. 
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En  chimie^  comme  partout  ailleurs,  les  faits  qui  constituent 
factivité  des  êtres  et  les  lois  qui  les  régissent  doivent  être  cher- 
chés dans  les  organismes  les  moins  compliqués.  Les  composés 
monocarbonés  sont  les  microbes  de  la  chimie  organique.  L'exa- 
men le  plus  superficiel  démontre  combien  il  existe  de  lacunes 
dans  le  groupe  des  monocarbonides  et  combien  il  reste  à  réaliser 
de  réactions  pour  établir  solidement^sur  le  terrain  expérimental, 
leurs  transformations  réciproques. 

C'est  donc  faire  chose  utile,  au  point  de  vue  de  renseignement 
didactique,  de  reprendre  Tétude  de  ces  dérivés  sous  ce  point  de 
vue. 

L'action  ménagée  du  chlore  permet,  comme  Ton  sait,  de 
transformer  le  méthane  en  ses  divers  dérivés  chlorés  CH3CI, 
CHjCI),  CHCI3,  CCI4. 

Les  expériences  réalisées  jusqu^ici  par  M.  Henry  ont  porté  sur 
les  deux  premiers  de  ces  composés. 

L'iodure  de  sodium,  en  solution  dans  l'alcool  méthylique, 
transforme  aisément  le  chlorure  de  méthyle  CHsCi  en  iodure 
CH5I,  et  le  chlorure  de  méthylène  CH^CIs  en  iodure  GH2I2. 

On  sait  avec  quelle  facilité  on  passe  de  l'iodure  GH3I  à  Talcool 
méthylique,  duquel  on  obtient  si  aisément,  par  oxydation,  Taldé- 
hyde  méthylique  CH2O,  une  des  combinaisons  carbonées  des  plus 
remarquables  tant  au  point  de  vue  chimique  qu'au  point  de  vue 
biologique. 

L'action  ménagée  de  Tiodure  sodique  permet  d'obtenir  avec 
facilité,  en  partant  de  CH2CI29  le  chloro-iodure  CH2CIL 

Des  combinaisons  iodées,  on  passe  aisément  aux  combinaisons 
bromées  sous  Faction  du  brome  libre. 

En  partant  de  CHsCI^,  M.  Henry  obtient  donc  facilement  tous 
les  dérivés  haloïdes  simples  et  mixtes  du  méthylène  CHj,  savoir  : 

CH,Br,    éb.      98"      CH,<P     éb,    108^ 
CH,r,       —     1820      CH,<^j.     -      68* 

CH,<^''    —     140» 

A    l'aide  de  ces  dérivés  mixtes,   il    a   repris  l'étude  de  la 
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question  de  la  différence  d'aptitude  rénctionnelle  des  corps  halo- 
gènes dans  les  composés  carbonés,  étude  qu'il  avait  déjà  faite  dans 

......         CH,x 

les  composés  éthyléniques  i 

CHfX. 

11  cite  divers  exemples  des  résultats  obtenus.  Sous  faction  des 
réactifs  positifs,  hydrogénés  et  métalliques,  présentés  en  quantité 
insuffisante,  c'est  le  corps  halogène  dont  le  poids  atomique 
est  le  plus  élevé  qui  est  atteint  le  premier,  et  exclusivement. 

M.  Henry  s  occupe  ensuite  de  Valdéhyde  méthylique  CHjO, 
dont  la  solution  aqueuse  à  40  7»  est  aujourd'hui  un  produit  com- 
mercial. 

Il  fait  connaître  d'abord  l'action  des  hydracides  halogènes  sur 
ce  composé. 

L'acide  HBr  le  transforme  en  alcool  méthylique  monobromé 
CH2<^y,  lequel,  sous  l'action  de  la  chaleur,  fournit  à  son  tour 

l'élher  méthylique  bibromé     *^0  ,  éb.  vers  155'.  L'acide  iodhy- 
drique    fournit    directement    le    composé    iodé  correspondant 

CH      I 

*^o,  éb.  218".    L*acide   chlorhydrique  se  comporte  comme 

CHj    I 

l'acide  bromhydrique. 

L'action  des  hydracides  halogènes  appelle  naturellement  celle 
de  l'acide  cyanhydrique  HCN.  On  sait  avec  quelle  facilité  celui- 
ci  se  fixe  sur  les  aldéhydes  en  général.  Il  en  est  ainsi  de  l'aldé- 
hyde méthylique. 

CN 

Le  produit  de  cette  addition  est  le  nitrile  glycolique   I 

liquide  bouillant  à  183%  trèssoluble  dans  l'eau  et  l'alcool. 

L'anhydride  acétique  le  convertit  en  son  acétate  CN  —  CHj 
(O-CO-CH3),  éb.  178*;  l'acide  chlorhydrique  le  transforme  en 

COOH 

l'hydratant  en  acide  glycolique  i         ,  dont  la  synthèse  est  ainsi 

CHji  (OH) 

réalisée  d'une  manière  directe. 

Le  nitrile  glycolique  est  remarquable  par  la  facilité  avec 
laquelle  il  se  polymérise,  soit  spontanément,  soit  sous  Taction 
de  corps  étrangers  et  spécialement  au  contact  des  alcalis,  en  se 
transformant  en  une  masse  cristalline  ou  amorphe,  susceptible 
de  se  convertir  aussi  en  acide  par  hydratation. 

A  l'aide  de  ce  nitrile  et  de  ses  homologues  supérieurs^  il  sera 
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possible  de  résoudre  la  question  de  Tinfluence  de  lazote  sur 
Tintensité  du  caractère  alcool.  Cette  question  générale  est  en  ce 
moment  lobjet  des  études  expérimentales  de  M.  Menschutkin, 
de  Saint-Pétersbourgy  auquel  M.  Henry  a  fourni  les  échantillons 
nécessaires. 

M.  L.  Henry  s^occupe  enfin  de  la  fusibilité  dans  les  composés 
carbonés.  Grâce  au  gax  carbonique  liquide  que  Ton  se  procure 
aujourd'hui  si  facilement  à  Louvain,  il  a  pu  congeler  un  grand 
nombre  de  corps  dont  il  indique  les  points  de  fusion. 

Il  résulte  déjà  de  ces  recherches  cette  donnée  générale,  que 
l'addition  d'un  chaînon  méthylène  CH*  aux  dérivés  ^C  —  C<, 
qui  les  transforme  en  ^C  —  CH2  —  C<,  s'accompagne  d'une» 
augmentation  notable  dans  la  fusibilité,  le  module  de  cette 
augmentation  variant  d'ailleurs  suivant  la  nature  des  radicaux 
fixés  sur  les  atomes  de  carbone  terminaux. 

Ces  recherches  seront  poursuivies  dans  les  dérivés  homologues 
^C  —  CHj  ...  CH2  —  C^. 

M.  Henry  termine  la  série  de  ses  communications  par  lexposé 
des  résultats  de  ses  études  sur  la  solidarité  fonctionnelle  au  point 
de  vue  physiologique  dans  les  composés  carbonés. 

Ensuite  M,  Fr.  Dewalque,  professeur  à  l'Université  de  Louvain, 
expose  à  l'assemblée  la  manière  dont  il  opère  et  la  disposition 
qu'il  donne  aux  appareils  pour  le  dosage  de  l'aluminium  dans 
l'analyse  des  argiles. 

Enfin  le  R.  P.  Van  Trichi,  S.  J.,  présente  à  la  section,  au 
nom  de  l'auteur,  un  ouvrage  qui  vient  de  paraître  sous  le  titre  : 
Répertoire  chromatique,  solution  raisonnée  et  pratique  des 
problèmes  les  plus  usuels  dans  l'étude  et  l'emploi  des  couleurs; 
29  tableaux  en  chromos  représentant  9S2  teintes  différentes  et 
définies,  groupées  en  plus  de  600  gammes  typiques,  par 
Ch.  Lacouture,  ancien  professeur  de  sciences  physiques  et  natu- 
relles à  l'école  Saint-Clément  de  Metz. 
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Troisième  section. 


M.  de  la  Valiéc  Poussin,  professeur  à  rUnîversité  de  Louvain, 
expose  quelques-unes  de  ses  dernières  observations  sur  les  cal- 
caires carbonifériens  de  la  région  dinancaisc. 

Dans  son  compte  rendu  de  Pexeursion  de  la  Société  géolo- 
gique de  la  Belgique  aux  environs  de  Dinant  (Ann.  de  la  Soc. 
géoL  de  la  Belgique^  t.  XVI,  p.  cxlix),  Tauteur,  après  avoir 
résumé  les  objections  qu'il  avait  faites  sur  les  lieux  mêmes  à 
diverses  interprétations  de  M.  E.  Dupont,  directeur  du  Musée 
royal  d'histoire  naturelle,  exprimait  la  pensée  que,  des  trois 
étages  adoptés  par  ce  géologue,  à  savoir  :  le  Tournaisien,  le 
Waulsortien  et  le  Viséen,  le  second  pourrait  être  envisagé,  sui- 
vant les  cas,  comme  un  faciès  spécial  du  premier  ou  du  troisième. 
Un  motif  puissant  pour  admettre  qu'il  en  est  ainsi,  c'est  que 
dans  le  bassin  carbonifère  de  Dinant,  la  division  nommée  de 
Waulsort  n'affleure  que  sur  un  espace  restreint,  et  qu'en  dehors 
de  là  les  étages  de  Tournai  et  de  Visé  se  superposent  immé- 
diatement l'un  à  l'autre  sans  que  Ton  ait  signalé  jusqu'à  présent 
à  leur  contact  mutuel  les  traces  d'un  ravinement  ou  d'un  arrêt 
de  sédimentation  quelconque. 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  de  la  Vallée  a  observé  des  faits 
qui  justifient  les  vues  qu'il  a  émises  devant  la  Société  géologique, 
parce  qu'ils  démontrent,  à  son  avis,  qu'une  partie  considérable 
de  la  formation  waulsortienne  est  syncbronique  de  l'étage  de 
Tournai  de  M.  Dupont,  et  une  autre  de  son  élage  de  Visé.  Le 
préopinant  cite  à  cet  effet  plusieurs  coupes  naturelles  qui  se 
présentent  en  divers  points  des  environs  d'Hastière,  parmi 
lesquelles  il  en  est  une  d'une  importance  capitale,  qu'il  reproduit 
au  tableau  devant  les  membres  de  la  section,  et  d'où  il  ressort 
incontestablement  que  des  dépôts  à  faciès  waulsortien,  quant 
aux  caractères  liihologiques  et  à  la  faune,  sont  associés  sur  les 
mêmes  niveaux  stratigraphiques  à  des  dépôts  des  Tournaisiens 
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inférieur  et  supérieur  de  M.  Dupont  (subdivision  Oe  des  cal- 
caires dTvoir  et  série  de  Chanxhe  fl). 

Passant  ensuite  aux  rapports  des  formations  de  Waulsort  et 
de  Viséy  Fauteur  signale  un  pli  synclinal  des  plus  remarquables, 
qui  est  bien  è  découvert  dans  la  vallée  de  la  Meuse  vers  la 
partie  supérieure  de  la  rampe  d^Anseremme  à  Falmignoul,  et  que 
la  Lesse  recoupe  à  son  tour  à  5  ou  600  mètres  à  Test.  Dans  ce 
pli,  les  roches  de  Waulsort  entourent  un  massif  épais  de  cal- 
caires du  type  de  Visé  inférieur,  au  voisinage  de  la  Meuse  ; 
tandis  qu*è  la  vallée  de  la  Lesse,  la  place  occupée  précédemment 
par  les  calcaires  viséens  Test  à  peu  près  exclusivement  par  ceux 
de  Waulsort,  et  M.  Dupont  les  a  jugés  tels  dans  la  coupe  qu*il  a 
publiée  de  cette  section.  Quant  au  paquet  très  mince  de  calcaires 
de  Visé  qui  se  rencontre  dans  Taxe  du  pli  de  la  Lesse,  il  appar- 
tient à  la  deuxième  subdivision  de  la  série  de  Visé,  celle  des 
calcaires  noirs  de  Dinant.  Il  s'ensuit  qu'aux  environs  de  Dinant 
des  calcaires  è  faciès  de  Waulsort  se  sont  déposés  concurrem*' 
ment  avec  ceux  de  Tétage  viséen  inférieur. 

D'après  cela,  les  roches  coralliennes  et  dolomitiques  de  Waul- 
sort pouvant  être  considérées  comme  synchroniques  avec  des 
complexes  de  Tournai  et  de  Visé  qui  se  trouvent  dans  la  plus 
grande  partie  du  bassin  carbonifère  de  Dinant,  la  difficulté 
stratigraphique  que  laissaient  subsister  les  savantes  recherches  de 
M.  Dupont  parait  résolue. 

En  annonçant  ces  résultats  aux  membres  de  la  section,  M.  de 
la  Vallée  regrette  de  ne  pouvoir  présenter  pour  l'impression  dans 
les  Annales  de  la  Société  scientifique,  la  note  détaillée  qu'il  a 
rédigée  sur  le  sujet.  Il  se  propose  de  la  présenter  à  la  Société 
géologique  de  Liège.  Elle  se  trouvera  plus  naturellement  à  sa 
place  dans  les  publications  de  cette  société,  où  elle  fera  suite  aux 
notes  antérieures  de  l'auteur  sur  les  calcaires  de  Dinant. 

Le   R.  P.  H.  Bolsius,  S.  J.  (de  Bois-le-Duc)  présente  un 

Mémoire  sur  les  glandes  multicellulaires  à  canaux  intracellu- 

laires  qui  constituent  les  organes  segmentaires  des  Hirudinées. 

Il  traite  exclusivement  des  détails  anatomiques  et  histologiques; 

XV.  2 
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pour  la  partie  purement  cytologique,  il  renvoie  à  ses  Mémoires^ 
publiés  dans  la  Revue  La  Cellule  (*).  Des  figores  coloriées  et  à 
grandes  dimensions,  faites  par  lui  pour  les  démonstrations,  et  en 
même  temps  les  planches  très  soignées  de  ses  Mémoires  mettent 
tous  les  détails  sous  les  yeux  des  aaditeurs. 

La  structure  des  organes  segmentaires  de  Hirudo  tnedicinalis^ 
Àulastomum  gulo  et  Bœmopis  vorax  est  donnée  sommairement. 
Le  sphincter,  découvert  par  Fauteur  à  la  partie  inférieure  de  la 
vésicule  urinaire,  est  relevé  spécialement. 

Passant  ensuite  à  d^autres  Hirudinées,  toutes  capturées  dans 
les  environs  de  Louvain,  il  fait  ressortir  que  la  structure  de 
Torgane  segmentaire  dans  la  Nephelis  vulgarisei  dans  six  espèces 
de  Clepsines  ne  comporte  pas  un  canal  unique  intracellulaire^  mais 
trois  canaux  également  intracellulaires  dans  une  seule  assise  de 
cellules  placées  bout  à  bout.  Chaque  canal  a  une  origine  propre 
dans  un  système  de  ramifications  ou  de  lacunes.  Les  trois  canaux 
ne  se  réunissent  que  près  de  Tembouchure  inférieure  de  Torgane. 
Cette  embouchure  est  formée  par  une  cellule  unique,  perforée, 
la  cellule  porte,  qui  constitue  le  trait  d*union  entre  tout  Torgane 
à  canaux  intracellulaires  et  la  vésicule  urinaire.  Le  diagramme 
schématique  de  lorgane  est  donné  par  fauteur  diaprés  ses  obser- 
vations. 

Au  moyen  d'une  figure  dessinée  en  perspective,  il  prouve  que 
dans  la  Clepsine  les  trois  canaux  intracellulaires  passent  d^une 
cellule  à  Fautre  par  trois  prolongements  indépendants. 

L^assemblée  vote  Timpression  du  Mémoire  du  R.  P.  Bolsius 
dans  la  seconde  partie  des  Annales,  et  adresse  des  remerciements 
à  Tauteur. 

LeR.  P.  Gaspar  Schmitz,  S.  J.,  appelle  Tattention  des  membres 
de  la  section  sur  la  Flore  houillère  du  bassin  de  Valenciennes, 


(<)  1.  Recherches  sur  la  structure  des  organes  segmentaires  des  Uirudinies,  ptr 
H.  Bolsius,  S.  J.  (de  Bois-le-Ouc).  La  Cellule,  l  V,  fasc  S. 

3.  Nouvelles  recherches,  elc.  Ce  Mémoire  paraîtra  soos  peu  dans  La  Cellule,  L  VII, 
bscl. 


publiée  par  M.  R.  Zeillbr,  ingéDieur  en  chef  au  Corps  national 
des  mines  de  France. 

U  est  facile  de  se  faire  une  idée  de  Timportance  de  ce  Mémoire 
pour  la  Belgique.  Les  bassins  houillers  de  ce  pays  ne  sont  autre 
ehoae^  en  effet,  que  le  prolongement  du  bassin  français,  et»  par- 
tant, on  a  grande  chance  de  rencontrer  une  flore  identique  dans 
les  deux  gisements. 

Comme,  d*autre  part,  la  bibliographie  paléontologique  est  très 
pauvre  en  travaux  sur  les  plantes  houillères  belges,  on  sera 
heureux  de  trouver  dans  cet  ouvrage  les  matériaux  nécessaires 
à  Fétude  de  la  végétation  qui  couvrait  la  Belgique  à  la  fin  de 
Fére  primaire. 

Un  compte  rendu  assez  détaillé  de  i  ouvrage  de  Zeiller  paraîtra 
sous  peu  dans  la  Revue  des  questious  scientifiques  (*)  ;  aussi 
Fauteur  de  la  communication  se  borne  4  exposer  les  points  qui 
se  recommandent  par  leur  importance. 

M.  Zeiller  ne  se  contente  pas  d'appliquer  aux  individus  qu  il 
étudie  des  descriptions  déjà  proposées  par  ses  devanciers;  il  les 
examine,  les  discute  et  apprécie  fort  judicieusement  la  valeur  des 
caractères  spécifiques. 

Sans  abandonner  Fancienne  classification  des  Fougères^  basée 
sur  la  forme  des  frondes  stériles.  Fauteur  introduit  parallèlement 
Fusage  d'un  système  rationnel,  fondé  sur  Fétude  des  organes  de 
reproduction.  Si  d^heureuses  découvertes  viennent  en  grand 
nombre  élucider  les  points  encore  obscurs,  cette  nouvelle  classi- 
fication est  appelée  à  supplanter  son  ainée. 

Passons  rapidement  sur  plusieurs  heureuses  innovations  :  celle 
de  la  création  du  groupe  des  Diplotmémées,  Fidentification  pro- 
visoire des  Calamodendron  avec  les  Calamités,  la  fixation  du 
Desmopteris,  Stuer,dans  les  Tcsnioptéridées,  et  Fétude  de  plusieurs 
fructifications  d'Asterophyllites^  Brongt.  ('). 


(*)  Ce  Compte  renda  a  i>aru  dans  la  livraison  de  janvier  de  cette  Berne,  pp.  S38-958. 

(*)  Le  R.  P.  Schmitz  montre  un  grand  AsterophyllUet  equisetiformii,  Schloth.  sp. 
fructifié  ainsi  que  plusieurs  échantillons  assez  remarquables,  recueillis  dans  le  Borinage, 
grAee  4  l'obligeance  de  M.  I.  Isaac,  ingénieur  principal  des  charbonnages  du  Levant  du 
Flénu. 
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Insistons  davantage  sur  deux  découvertes  qui  jettent  une  grande 
lumière  sur  les  Sigillaires. 

Les  Sigillariostrobus  Thieghemi  ei  Crepini,  ZeilL,  chargés 
Tun  de  macrospores  et  Fautre  de  microspores,  mettent  fin  aux 
longues  discussions  sur  la  nature  de  ces  végétaux.  Ce  sont  donc 
des  cryptogames  vasculaires. 

L^autre  découverte  (<)  est  de  date  postérieure  à  ce  Mémoire, 
mais  elle  me  semble  assez  importante  pour  que  nous  la  signalions 
ici. 

La  paléontologie  végétale,  condamnée  à  baser  ses  systèmes 
taxonomiques  uniquement  sur  les  caractères  morphologiques  des 
éléments  épars  qu*elle  recueille  dans  les  roches,  a  nécessairement 
dû  verser  souvent  dans  de  profondes  erreurs. 

Pour  les  Sigillaires,  Texiguïté  des  échantillons  découverts 
n*avait  pas  permis  de  tenir  suffisamment  compte  des  variations 
de  forme  d*un  même  individu. 

Cétaient  des  arbres  énormes,  dont  le  tronc  mesurait  d'ordi- 
naire un  mètre  de  diamètre  à  la  base.  Ne  fallait-il  pas  s'attendre 
à  voir  varier  considérablement,  de  la  base  au  sommet,  la  largeur 
des  cannelures  et  les  dimensions  des  innombrables  cicatrices 
foliaires  et  de  leurs  cicatriculcs? 

L'aspect  de  Técorce  et  la  disposition  relative  des  mamelons 
avaient  fait  repartir  les  membres  de  cette  nombreuse  famille  en 
trois  groupes  : 

Les  Sigillaires  à  tiges  cannelée  (Rhytidolepis,  Sternbg.),  celles 
dont  les  mamelons  saillants  et  contigus  sont  séparés  par  un  sillon 
oblique  {Clathraria,  Brongt.),  et  les  Sigillaires  è  écorce  unie  et  à 
mamelons  distancés  et  peu  saillants  (Leiootermaria,  Gold.). 

Un  système  établi  sur  des  caractères  qui  paraissent  si  nette- 
ment distincts  devait-il  s'écrouler? 

M.  l'abbé  Boulay,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de 
Lille,  avait  déjà  soulevé  quelques  doutes  sur  l'autonomie  des 
espèces  du  genre  Sigillaria.  Weiss,  le  savant  et  regretté  paléon- 


(*)  A.  Zeiller,  Sur  la  variatiom  déformes  du  Sigillaria  Brardi,  Bronf^t.  (Bull,  de 
LA  Soc.  GÉOL.  DE  FRANCE,  4889, 3«  Série,  t.  XVII,  pp.  603-610;  pi.  XIV.) 
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tologue  de  Berlin,  avait  reconnu  au  Sigillaria  Wettinensis,  Weiss, 
et  au  51^.  rhomboideaj  Brongt.,  des  caractères  qui  semblaient 
relier  Tespèce  Brardiy  Brongt.,  au  Sig.  spinulosa,  Germ.  (*), 
lorsque  M.  Zeiller  reçut  des  mines  du  Lardin,  près  Terrasson, 
un  fragment  de  tige  présentant  vers  le  haut  la  forme  typique  du 
S.  Brardi,  Brongt.,  en  passant  insensiblement  au  5.  spinulosa^ 
Germ. 

Ce  fait  n*a  pas  seulement  pour  effet  de  réunir  plusieurs 
espèces  sous  un  même  nom  ;  il  oblige  le  paléobotanisle  à  ne  plus 
accorder  de  valeur  scientiCque  à  la  distinction  entre  les  groupes 
des  Claihrariées  et  des  Leiodermariées,  Car  les  deux  espèces 
extrêmes,  le  5.  Brardi  et  le  spinosa,  étaient  considérées  comme 
typiques  pour  Fun  et  Tautre  des  deux  groupes. 

Remarquons  toutefois,  pour  revenir  à  la  flore  de  Valenciennes, 
qu'une  étude  plus  attentive  de  ces  espèces,  basée  sur  les  carac- 
tères morphologiques  admis  par  M.  Zeiller  comme  distinctifs, 
aurait  pu  conduire  au  même  résultat. 

Encore  un  mot  sur  les  conclusions  pratiques  des  études  paléon- 
tologiques  qui  nous  occupent. 

M.  Zeiller  a  pu  établir  le  synchronisme  du  bassin  de  Valen- 
ciennes avec  les  principaux  gisements  européens  qui  appartiennent 
à  rhorizon  moyen  de  Tépoque  houillère,  comme  ceux  de  New- 
castle,  Schatzlar,  etc. 

De  plus,  Tauteur  est  parvenu  à  déterminer  le  rapport  qui 
existe,  pour  Tâge  de  formation,  entre  les  différentes  couches  du 
bassin,  résultat  que  la  stratigraphie,  aidée  des  données  de  Tana- 
lyse,  n  aurait  pu  obtenir. 

Enfln  N.  Dollo,  secrétaire  de  la  section,  présente  au  nom  de 
Fauteur  les  ouvrages  suivants  :  Cahiers  d'histoire  naturelle^  à 
Tusage  des  collèges  et  pensionnats,  par  L.  Wouters,  professeur 
de  sciences  naturelles  au  collège  Saint-Rombaut  à  Matines  :  Ana- 
tomie  et  Biologie  du  corps  humain;  —  Zoologie  ;  —  Botanique. 


^)  C.  Weiss,  Ueber  ueue    Funde  von  Sigillarien  in   der    Wetliner  SteinkohUn- 
grube.  (Zeitschb.  d.  deutscb.  gcol.  Ges^  t.  XL,  pp.  567-579.) 
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M.  le  Chan.  Carnoy,  professeur  à  TUniversité  de  Louvain,  a 
gracieusement  mis  son  laboratoire  si  remarquable  de  Biologie 
cellulaire  à  la  disposition  des  membres  de  la  section  qui  désire- 
raient le  visiter  après  leur  réunion. 


Quatrième  section. 


M.  le  D'  Moeller  expose  le  Traitement  des  maladies  du  cceur 
d'après  la  méthode  Œrtel,  travail  important  dont  nous  ne  pou- 
vons esquisser  ici  que  les  principales  données,  et  qui  paraîtra 
d^ailieurs  en  entier  dans  la  seconde  partie  des  Annales. 

Jusqu*en  ces  derniers  temps,  dit  M.  Moeller,  le  traitement 
des  maladies  du  cœur  n  avait  consisté  que  dans  la  prescription 
du  repos,  d*un  régime  léger  et  des  émissions  sanguines  pour 
combattre  les  phénooicnes  de  stase.  Un  médecin  anglais,  Stokes, 
fut  le  premier  qui  apporta  à  ce  traitement  des  modifications 
radicales  :  régime  azoté,  exercices  gymnastiquos,  voyages  pé- 
destres dans  les  pays  montagneux.  Toutefois  il  ne  prétendait 
traiter  ainsi  que  les  sujets  jeunes,  estimant  que  les  malades  plus 
égés  présentaient  souvent  des  complications  qui  devenaient  autant 
de  contre-indications  h  Temploi  de  son  traitement.  Mais  son 
système  passa  inaperçu. 

OErtel,  professeur  à  Munich,  reprit  les  idées  de  Stokes  et 
aboutit  à  une  thérapeutique  des  maladies  cardiaques  compre- 
nant :  le  traitement  mécanique  ou  cure  de  terrains,  et  le  traite- 
ment diététique.  Le  premier  aurait  pour  résultat  d'amener  dans 
le  cœur  malade  une  hypertrophie  salutaire,  et  dans  le  système 
circulatoire  tout  entier  une  dilatation  des  vaisseaux  capable 
de  favoriser  le  cours  du  sang.  Mais  ce  traitement  comporte  de 
nombreuses  contre-indications.  La  dyspnée  qui  raccompagne 
dès  le  début  doit  être  considérée  avec  soin.  Si  elle  diminue 
bientôt,  c  est  un  signe  que  le  traitement  mécanique  est  bien 
employé.  Si  elle  augmente,  au  contraire,  elle  le  contre-indique 
formellement.  Indépendamment  de  la  dyspnée,  le  repos  peut  être 
imposé  au  cœur  malade  comme  à  d*autres  muscles  fatigués. 
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L'expérience  le  prouve,  et  la  réflexion  fait  comprendre  facilement 
que  le  muscle  cardiaque  fatigué  ne  pourra  faire  face  au  surcroit 
de  travail  nécessité  par  Texercice.  Il  se  trouvera  en  imminence 
d'asystolie. 

D*une  manière  générale,  on  peut  dire  que  la  méthode  OErtel 
peut  être  appliquée  dans  les  cas  d'affections  cardiaques  compen- 
sées. 

OErtel  considère  les  cardiaques  comme  des  hydrémiques,  c'est- 
à-dire  que,  d'après  lui,  leur  sang  contient  du  liquide  en  excès. 

Pour  obvier  à  cette  condition,  il  diminue  la  quantité  des  bois- 
sons d'une  part  et  il  cherche  à  augmenter  les  sécrétions  d'autre 
part. 

Mais,  comme  le  dit  M.  Moeller  :  «  l'existence  de  la  pléthore 
hydrémique  dans  les  affections  cardiaques  n*est  rien  moins  que 
démontrée,  et  les  oscillations  de  la  quantité  de  sang  sous  l'in- 
fluence du  régime  alimentaire  sont  sans  importance  > . 

En  résumé,  M.  Moeller  pose  les  conclusions  suivantes  : 

i'  La  méthode  d'OErlel  est  souveraine  contre  les  affections 
cardiaques  qui  sont  dues  à  l'intempérance  et  au  défaut  d'exer- 
cice; 

S*"  Quand  il  y  a  surmenage  du  cœur,  la  méthode  d'OErtel 
n'est  applicable  qu'aux  cas  où  la  dyspnée  fait  complètement 
défaut  et  n'apparatt  pas  dans  le  cours  du  traitement; 

Z**  Lorsque  la  compensation  n  est  plus  complète,  on  doit 
renoncer  au  traitement  d'OErtel  ou  du  moins  on  ne  peut  y 
recourir  qu'avec  beaucoup  de  prudence; 

4**  Tant  que  la  compensation  existe,  le  traitement  d'OErtel  peut 
être  essayé  avec  discernement; 

5*  L'administration  de  remèdes  médicamenteux  est  ordinai- 
rement inutile  dans  les  maladies  du  cœur  compensées.  Elle 
s'impose,  au  contraire,  pour  combattre  les  effets  de  la  rupture 
de  compensation. 

La  communication  de  M.  Moeller  est  suivie  d'une  courte  dis- 
cussion à  laquelle  prennent  part  MM.  Masoin,  Ledresseur  et 
Moeller. 
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M.  le  D'Goris  fait  ensuite  Texposé  de  six  opérations  endo-laryn- 
giennes  pratiquées  avec  succès  dans  le  but  d^extraire  des  pro- 
ductions de  diverses  natures.  11  soumet  à  Texamen  de  ses 
collègues  plusieurs  de  ces  néoplasmes  et  les  instruments  dont 
il  s'est  servi  pour  les  extirper. 

M.  le  D"  Huybereehts  lit  un  Mémoire  Sur  le  traitement  des 
fractures  par  le  massage.  Comme  ce  Mémoire  doit  paraître  en 
entier  dans  la  seconde  partie  des  Annales,  nous  nous  contente- 
rons d*en  donner  ici  un  court  résumé. 

Comme  le  D'  Lucas-Championnière,  le  principal  promoteur 
de  la  méthode,  M.  Huybereehts  rapporte  son  sujet  aux  trois  ques- 
tions suivantes  : 

l*"  Quelles  sont  les  manœuvres  du  massage? 

2°  Quelle  en  est  Faction?  quels  en  sont  les  efTets? 

3*"  Quelles  sont  les  fractures  passibles  de  ce  traitement? 
quelles  en  sont  les  contre-indications? 

L  11  importe  de  bien  reconnaître  le  foyer  de  la  fracture  pour 
réviter  dans  les  premières  séances  du  massage. 

M.  Huybereehts  expose  avec  détails  minutieux  la  technique  du 
massage,  tel  qu'il  doit  être  employé  dans  les  fractures.  Puis, 
abordant  la  question  du  choix  de  Tappareil  destiné  au  traitement 
des  fractures,  il  divise  celles-ci  en  trois  classes  : 

a)  Fractures  sans  déplacement,  comme  la  fracture  simple  du 
radius,  par  exemple.  Elles  ne  nécessitent  pas  d'appareil.  Une 
simple  bande  de  flanelle  suffit  à  leur  contention. 

6)  Fractures  avec  déplacement.  Elles  demandent  le  massage 
d'abord  et  l'application  d'un  appareil  durant  quatre  à  cinq  jours. 
On  l'enlève  alors  et  l'on  pratique  le  massage  tous  les  jours.  C'est 
le  cas  pour  les  fractures  sus-malléolaires. 

c)  Fractures  avec  déplacement  difficile  à  réduire  et  ayant 
grande  tendance  à  se  reproduire.  On  les  traitera  par  l'application 
d'un  appareil  qu'on  enlèvera  après  soudure  suffisante  des  frag- 
ments pour  commencer  alors  le  massage. 

II.  Le  massage  a  pour  premier  effet  de  faire  disparaître  la 
douleur. 
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H  favorise  ensuite  la  formation  dii  cal.  On  a  remarqué  que, 
chez  les  animaux,  les  mouvements  limités  favorisent  la  consoli- 
dation ducal;  les  mouvements  exagérés  Tentravent.  Riend*élon- 
nant,  dès  lors,  que  le  massage  agisse  comme  les  mouvements 
limités. 

III.  Les  contre-indications  du  massage  sont  les  altérations  de 
la  peau,  phlyctènes,  et  la  mobilité  très  grande  des  fragments. 

Les  indications,  dés  lors,  comprennent  la  plupart  des  fractures 
sans  grand  déplacement  :  fractures  périarticulaires  ou  des  extré- 
mités, du  radius,  de  Thumérus,  du  tibia. 

M.  Huyberechts  cite  plusieurs  cas  empruntés  à  sa  clientèle,  et 
dans  lesquels  il  a  eu  recours  au  massage  avec  succès. 

M.  le  D'  Gharlier  communique  un  cas  aussi  rare  qu'intéres- 
sant de  tuberculose  linguale.  Il  s  agit  d'un  homme  de  50  ans, 
manifestement  tuberculeux,  comme  le  prouva  Texamen  micro- 
scopique des  crachats.  La  tuberculose  avait  envahi  le  poumon 
gauche  et  le  larynx.  Quinze  jours  avant  la  mort,  il  présenta  sur 
le  bord  gauche  de  la  langue,  près  de  la  pointe,  une  ulcération  à 
bords  légèrement  décollés  et  à  surface  irrégulière.  Semblables 
ulcérations  apparurent  plus  en  arrière  sur  le  même  bord  gauche, 
sur  le  voile  du  palais,  sur  le  pilier  antérieur  gauche.  Les  gan- 
glions sous-maxillaires  n'étaient  pas  engorgés. 

M.  Gharlier,  dans  l'impossibilité  où  il  s'est  trouvé  de  soumettre 
les  tissus  ulcérés  à  l'analyse,  se  demande  s'il  a  eu  réellement 
affaire  à  un  ulcère  tuberculeux  cl  non  à  un  ulcère  syphilitique. 
Les  antécédents  du  sujet,  les  caractères  des  ulcérations,  leur 
siège  lui  font  éliminfer  l'influence  causale  de  la  syphilis  et 
admettre,  au  contraire,  celle  de  la  tuberculose.  Mais  comment  la 
tuberculose  avait-elle  localisé  les  ulcérations  aux  endroits  sus- 
mentionnés? Le  malade  avait  été  chanteur  et  avait  joué  d'un 
instrument  à  vent.  Sa  profession  avait  donc  nécessité  de  fréquents 
frottements  de  la  langue  contre  les  dents,  et  les  quintes  de  toux 
en  avaient  elles-mêmes  provoqué.  De  là  des  fissures  devenues 
autant  de  points  d'inoculation  du  virus  tuberculeux. 

M.  Gharlier  termine  sa  communication  par  quelques  considé- 


rations  relatives  à  Fétiologie,  au  pronostic  (toujours  fatal)  et  au 
traitement  des  ulcérations  tuberculeuses  de  la  langue,  diaprés 
Butlîn. 

Au  sujet  du  traitement,  cet  auteur  conseille  de  détruire  Tulcé- 
ration,  si  elle  est  primitive,  afin  d  éviter  la  généralisation  du 
mal.  Il  conseille  même  la  destruction  de  Tulcération  secondaire, 
si  rétat  général  du  malade  le  permet.  Il  préfère  toujours  Texci- 
sion  à  la  cautérisation,  Topération  étant  plus  complète  par  le 
couteau  que  par  le  caustique. 

Quant  au  traitement  palliatif,  on  devra  recourir  aux  astrin- 
gents légers  et  pas  aux  caustiques. 

M.  le  D'  Ecckman  communique  à  la  section  une  Note  inti- 
tulée :  L'Œil  et  le  diagnostic  des  apoplexies  et  des  tumeurs  céré- 
brales. 

Celte  Note  sera  publiée  dans  la  seconde  partie  des  Annales. 

Après  avoir  entendu  ces  communications,  la  section  se  rend  à 
rhôpital  Saint-Pierre  pour  assister  à  une  conférence  clinique  de 
M.  le  professeur  Verriest.  Nous  ne  pouvons  ici  qu'en  exposer  le 
sommaire. 

a)  Recherche  des  acides  du  suc  gastrique  par  différents  réac- 
tifs, perchlorure  de  fer,  rouge  Congo, ...  ;  6)  un  cas  de  sclérose  en 
plaques,  survenu  subitement  chez  un  jeune  garçon  ;  c)  bruit  très 
net  de  frottement  pleural;  d)  bruit  de  galop  (néphrite  intersti- 
tielle); e)  un  malade  guéri  d'œdème  pulmonaire  aigu  par  la 
saignée  et  les  stimulants  ;/")  un  autre  malade  guéri  d'un  pyo* 
thorax  par  la  résection  d'une  côte,  l'empyèmc  ayant  été  insuffi- 
sant. A  ce  sujet,  M.  Verriest  montre  un  instrument  très  simple 
et  d'une  application  off'rant  toute  sécurité  quand  il  s'agit  de  faire 
une  ponction.  Il  consiste  en  un  tuyau  de  caoutchouc  adapté  à 
une  canule.  On  le  plonge  dans  une  solution  antiseptique.  Au 
point  d'union  du  tube  avec  la  canule,  on  introduit  dans  celle-ci, 
à  travers  le  caoutchouc,  un  trocart  qui  la  remplit  entièrement. 
Quand  il  a  pénétré  dans  le  thorax,  on  le  retire  sans  danger 
d*introduclion  d'air  dans  ceUe  cavité,  car  l'élasticité  du  caout- 
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cbouc  obture  le  point  de  passage  du  troeart.  D^ailleurs  il  est 
facile  de  faire  glisser  le  caoutchouc  sur  la  canule  pour  obvier 
plus  sûrement  encore  à  la  pénétration  de  Pair. 

L*extrémité  inférieure  du  tube  plonge  dans  un  réservoir  con- 
tenant du  liquide.  Ainsi  la  pression  atmosphérique  maintient  le 
liquide  dans  le  tube  jusqu'au  moment  du  retrait  du  troeart.  On 
peut  intercaler  un  tube  de  verre  sur  le  parcours  du  tube  en 
caoutchouc  pour  s^assurer  de  la  nature  ou  de  Técoulement  du 
liquide.  Ce  liquide  s'écoule  jusqu^à  ce  que  la  pression  intra- 
thoracique  reste  positive.  Cet  appareil,  tout  simple  qu^il  est,  rem- 
porte certainement  sur  Taspirateur  de  Potain,  dont  la  force 
d'aspiration  peut  s'exercer  sur  la  paroi  pulmonaire  tout  aussi 
bien  que  sur  le  liquide. 

Signalons  encore  une  jeune  malade  atteinte  de  fièvre  typhoïde 
grave,  mais  sur  le  chemin  de  la  convalescence. 

Nous  passons  à  regret  plusieurs  autres  cas  des  plus  intéres- 
sants. 

Enfin  nous  devons  mentionner  la  présentation  d'un  hémoglo- 
binomètre  permettant  d'apprécier,  par  la  comparaison  de  la 
teinte  du  sang  à  analyser  avec  celle  du  sang  normal,  la  richesse 
d'un  sang  donné  en  hémoglobine. 

Cette  visite  à  l'hôpital  a  éré  une  innovation  des  plus  heureuses, 
et  a  laissé  chez  tous  les  visiteurs  un  vif  désir  de  la  voir  se  renou- 
veler. 
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ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE. 


Dans  rassemblée  générale  de  raprès-midi,  le  R.  P.  Van  Tricht 
a  exposé  les  principaux  résultats  d*une  série  de  recherches  qu'il 
a  entreprises  avec  le  concours  du  R.  P.  Thirion  sur  retendue  de  la 
protection  des  paratonnerres. 

Celte  conférence  paraîtra  in  extenso  dans  la  livraison  de  janvier 
de  la  Revue  des  questions  scientifiques  ;  nous  nous  bornerons 
donc  à  en  indiquer  ici  les  traits  généraux. 

Après  un  coup  d'œil  historique  sur  la  découverte  et  les  pre- 
mières applications  des  paratonnerres,  le  P.  Vaii  Tricht  étudie, 
au  point  de  vue  théorique  et  expérimental,  l'action  protectrice 
d'une  tige  mousse,  celle  d'une  tige  pointue,  celle  des  tiges  poin- 
tues multiples,  et  enfin  celle  de  la  cage  métallique  de  Romas. 

L'action  d'une  tige  mousse  se  réduit  à  ceci,  dans  les  circon- 
stances les  plus  favorables  :  soient  h  la  hauteur  de  la  tige  et  H 
celle  d'un  point  N  du  nuage  orageux;  l'action  protectrice  s'étend 
au  volume  limité  par  la  surface  de  révolution  qui  a  la  tige  pour 
axe,  pour  rayon,  h  la  base,  R  =  i^SHA  —  A*,  et  pour  généra- 
trice un  arc  de  cercle,  passant  par  le  sommet  de  la  tige  et  tangent 
au  sol,  ayant  pour  centre  le  point  N  et  pour  rayon  la  hauteur  H. 

Dans  le  cas  extrême,  où  la  hauteur  H  du  nuage  est  égale  à  la 
hauteur  h  de  la  tige,  l'espace  protégé  se  réduit  au  volume  de 
révolution  ayant  A  pour  hauteur  et  pour  rayon  à  la  base,  et 
pour  génératrice  un  quart  de  cercle  de  même  rayon,  tangent  à 
la  tige  et  au  sol. 

L'action  d'une  tige  pointue  est  plus  efficace  :  soient  N  un  point 
du  nuage  orageux,  P  la  pointe  du  paratonnerre,  S  le  pied  de  la 
verticale  abaissée  du  point  N  sur  le  sol  ;  soient  encore  A  et  H  les 
hauteurs  respectives  de  la  tige  et  du  nuage  et  K  la  valeur  du 
rapport  ^ .  L'espace  constamment  et  absolument  protégé,  dans 
les  circonstances  les  plus  favorables,  est  renfermé  dans  un 
hyperboloïde  de  révolution  qui  a  pour  génératrice  l'hyperbole 

x'         (H  --  hy 
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les  axes  des  coordonnées  étant  Thorizontale  passant  par  le  point 
N  (axe  des  x),  et  la  verticale  se  confondant  avec  la  tige  (axe 
des  y). 

Dans  le  cas  extrême  où  H  =»  A,  Thyperbole  génératrice  se 
transforme  dans  le  système  des  deux  droites 


y=^± 


l/K»  — < 


Des  expériences  nombreuses,  se  rapportant  à  une  même  tige 
pointue,  ont  donné  pour  K  la  valeur 

K=:  1,045; 

mais  ce  coefficient  varie  avec  la  forme  de  la  pointe,  la  tension 
électrique  sur  les  corps  voisins  de  la  tige  et  surtout  avec  la 
nature  de  la  décharge. 

Quand  on  décharge  sur  la  pointe,  brusquement,  une  puissante 
batterie  de  Leyde  de  3  mètres  carrés  de  surface,  Faction  protec- 
trice d^une  tige  mousse  et  même  d*une  tige  pointue  est  pratique- 
ment nulle. 

L'action  protectrice  des  paratonnerres  à  pointes  multiples  est 
supérieure  à  celle  des  paratonnerres  à  tige  unique  ;  leur  action 
préventive  surtout  est  énergique;  mais  les  pointes  multiples  ne 
défendent  pas  mieux  que  la  pointe  unique  contre  les  décharges 
brusques  et  abondantes. 

Il  faut  donc  en  venir  à  la  protection,  toujours  efficace  celle-ci, 
de  la  cage  métallique  de  Romas. 

Des  expériences  variées  et  très  décisives  conduisent  à  cette 
conclusion  :  la  vraie  protection  de  nos  maisons  et  de  nos  édiflces 
n*est  pas  dans  les  tiges  ou  les  gerbes  dont  nous  les  surmontons, 
mais  dans  un  lacis  de  conducteurs  minces,  en  Gis  télégraphiques, 
encadrant  toutes  les  arêtes  vives  de  rédiGce»  courant  le  long  des 
gouttières  et  des  cordons  d'étage,  formant  une  vaste  cage  à  large 
treillis,  et  enracinée  dans  le  sol  par  ses  barreaux  descendants. 

Après  avoir  résumé  les  recherches  du  professeur  Lodge  sur 
les  conducteurs,  le  P.  Van  Tricht  discute  les  différentes  opinions 


émises  sur  la  protection  des  paratonnerres,  en  les  rapprochant 
des  résultats  théoriques  et  expérimentaux  établis  précédemment  ; 
il  les  écarte  toutes  pour  s'arrêter  au  système  des  paratonnerres  à 
gerbes  de  Melsens,  ajouté  à  la  cage  de  Romas.  C*est  le  seul 
système  réellement  efficace,  le  seul  qui  ait,  dans  les  principes  de 
la  science  et  les  données  expérimentales,  une  base  sérieuse. 
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SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  section. 

M.  Mansion  a  reçu  un  Mémoire  en  réponse  à  la  question  du 
Concours  posée  par  la  première  section  :  «  Donner  une  théorie 
rigoureuse  de  la  différentiation  sous  le  signe  dans  les  intégrales 
définies,  en  assignant  les  conditions  précises  qui  limitent  V appli- 
cation de  la  règle  de  Leibnitz,  principalement  dans  le  cas  de 
limites  infinies  ou  de  fonctions  passant  par  l'infini.  Faire  Vappli- 
cation  de  ces  principes  à  quelques  intégrales  définies  célèbres  » . 

La  section  propose  comme  commissaires  pour  examiner  ce 
travail,  MM.  Jordan,  Gilbert  et  Mansion.  Elle  autorise  Tautcur 
anonyme  du  Mémoire  à  faire  parvenir  à  la  section  des  supplé- 
ments sur  des  points  qu*il  n*a  pu  traiter  complètement,  faute  de 
temps. 

M.  Ch.  de  la  Vallée  Poussin  fait  un  rapport  verbal  sur  la  note 
de  feu  M.  de  Marsilly  «  Sur  la  fonction  S  —  ».  La  section  remet 
è  une  séance  du  mois  d^avril  la  décision  relative  &  Timpression 
de  cette  note,  après  qu*elle  aura  entendu  le  rapport  du  second 
commissaire,  le  R.  P.  Lucas. 

H.  Mansion  présente  è  la  section,  au  nom  de  M.  le  G**  de 
Sparre,  la  seconde  partie  de  son  Mémoire  Sur  le  mouvement  des 
projectiles  dans  l'air.  Sont  nommés  commissaires  :  MM.  De  Tilly 
et  Gilbert. 
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M.  Goedseels  est  ensuite  chargé  d  examiner  une  note,  en 
anglais,  du  R.  P.  Curlis,  S.  J.,  Sur  le  cercle  oscillateur. 

• 
M.  Mansion  donne  communication  à  la  section  d'une  Note 
bibliographique  sur  les  intégrales  générales  et  les  solutions  singu- 
lières des  équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles. 

I.  Préliminaires.  Dans  beaucoup  de  manuels  de  calcul  inté- 
gral et  même  dans  des  ouvrages  spéciaux  sur  les  équations  diffé- 
rentiellesy  comme  ceux  de  Boole  et  de  Forsyth  et  notre  Théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  on  laisse 
de  côté  la  démonstration  de  Texistence  de  Tintégrale  générale  ou 
du  système  intégral  général,  pour  les  équations  différentielles  et 
aux  dérivées  partielles,  ainsi  que  1  étude  approfondie  des  solutions 
singulières.  En  réalité,  Tun  et  Tautre  sujet  appartiennent  à  la 
théorie  générale  des  fonctions.  Les  diverses  méthodes  d'intégra- 
tion des  équations  différentielles  du  aux  dérivées  partielles  ont 
pour  but  non  d'étudier  les  fonctions  intégrales,  mais  de  ramener 
rintégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  celle  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires,  et  celle  des  équations  différen- 
tielles ordinaires  à  des  quadratures  ou  à  des  opérations  plus 
simples  encore. 

Pour  ceux  qui  désireraient  étudier  à  fond  la  théorie  de  Pinté- 
grabilité  des  équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles 
et  celle  de  leurs  solutions  singulières,  nous  croyons  utile  de 
donner  quelques  indications  bibliographiques  sur  ces  deux  sujets. 

II.  Équations  différentielles  ordinaires.  C'est  Cauciiy  qui  a 
démontré  le  premier  Texistence  de  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  ordinaire  ou  d'un  système  de  pareilles 
équations,  V  quand  toutes  les  variables  sont  supposées  réelles, 
dans  ses  Leçons  à  l'Ecole  polytechnique;  2""  plus  tard  (183S), 
par  une  autre  méthode,  quand  les  variables  sont  imaginaires, 
dans  un  mémoire  lithographie.  C'est  Cauehy  lui-même  qui  donne 
ces  indications  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
sciences  de  Paris,  1842,  t.  XIV,  p.  1020.  Le  mémoire  lithogra- 
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phié  a  été  reproduit  dans  ses  Exercice  d'Analyse  et  de  Physique 
mathématique,  1840,  t.  I,  pp.  327-384. 

La  première  démonstration  de  Cauchy  est  résumée  dans  le 
§  1  de  ce  Mémoire,  mais  elle  ne  se  trouve  exposée  complètement 
dans  aucun  ouvrage  de  Fauteur.  En  revanche,  on  la  trouve,  avec 
beaucoup  de  développements,  dans  le  Calcul  intégral  de  Moigno 
(Leçons  26, 27, 28,  33,  40,  41),  ouvrage  écrit,  comme  on  le  sait, 
sous  les  yeux  de  Cauchy. 

Parmi  les  auteurs  qui  ont  simplifié  ou  perfectionné  cette 
première  démonstration ,  nous  devons  citer  particulièrement 
Gilbert,  dans  les  trois  éditions  successives  de  son  Cours  d'ana- 
lyse  infinitésimale  (Paris,  Gauthier-Villars,  1872, 1878, 1887; 
voir,  en  particulier,  la  dernière  édition,  chapitre  XLVl, 
pp.  S21-S39),  et  LiPSCHjTZ,  Lehrbuch  der  Analysis,  t.  Il,  1880, 
section  I,  ch.  XI.  Antérieurement,  Lipschitx  avait  fait  connaître 
sa  démonstration  dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques  et 
astronomiques,  i^  série,  t.  X,  pp.  149-159.  Il  convient  aussi  de 
signaler  une  courte  note  de  Peano,  SuW  integrabilità  délie  equa^ 
zioni  differenziali  di  primo  ordine  (Alti  della  R.  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino,  vol.  XXI,  20  juin  1886),  où  la  question 
est  traitée  d\ine  manière  simple  et  originale,  puis  un  Mémoire, 
étendu  publié  dans  les  Malhematische  Annalen,  t.  XXXVII, 
pp.  182-228. 

La  seconde  démonstration  de  Cauchy  a  donné  lieu  à  de 
nombreuses  recherches  dont  la  portée  de  plus  en  plus  grande  se 
révèle  chaque  jour  dans  le  développement  de  lanalyse,  par  les 
travaux  de  Fuchs,  de  Poincaré  et  de  beaucoup  d^autres.  Citons 
seulementquelquesmémoiresoùils^agituniquementderexistcnce 
de  rintégrale  des  équations  différentielles  ordinaires  en  général. 

Briot  et  Bouquet  ont  donné  une  démonstration  du  ihéorènie 
de  Caucliy,  dans  leurs  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions 
définies  par  des  équations  différentielles  (Deuxième  Mémoire, 
1856,  t.  XXI  ou  36*  cahier  du  Journal  de  TEcolc  Polytechnique, 
pp.  134-198.  Voir  spécialement  pp.  136-146).  Cette  démonstra- 
tion est  reproduite  dans  le  livre  II,  ch.  I  de  leur  Théorie  des 
fonctions  doublement  périodiques  et  en  particulier  des  fonctions 
XV.  3 
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elliptiques  (Paris,  Mallet-Bachelier,  1859),  et  dans  le  livre  V, 
eh.  I  de  la  seconde  édition  de  cet  ouvrage^  publiée  en  1875,  sous 
le  titre  Théorie  des  fondions  elliptiques  (Paris,  Gauthier-Villars). 
Ni  Tune  ni  l'autre  ne  contiennent  Texamen  des  cas  exceptionnels 
traités  dans  le  Mémoire  primitif,  mais  on  peut  les  trouver  dans 
un  Anhang  très  étendu  (pp.  401-464)  de  la  traduction  allemande 
de  la  première  édition,  par  H.  Fischer  (Halle,  Schmidt,  1862). 
On  doit  rapprocher  du  travail  de  Briot  et  Bouquet  le  Rapport 
de  Cauchy  (C.  R.  1855,  t.  XL,  pp.  136-146)  et  plusieurs  notes 
du  grand  géomètre  dans  le  même  volume  des  Comptes  Rendus. 
La  démonstration  de  Briot  et  Bouquet,  plus  ou  moins  modiGée, 
ou  des  démonstrations  analogues,  se  trouvent  maintenant  dans 
beaucoup  de  manuels  d'analyse.  Nous  citerons  spécialement 
l'ouvrage  profond  et  trop  peu  connu  de  Méray  :  Nouveau  précis 
d'analyse  infinitésimale  (Paris,  Savy,  1872),  ch.  XIV,  XV  et 
XVI,  le  tome  III  du  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique 
de  Jordan  (Paris,  Gauthier- Villars,  1887),  ch.  I,  §  V,  et  le 
Lehrbuch  der  Di/ferentialgleichungen  mit  einer  unabliàngigen 
Yariabel  von  Kônigsberger  (Leipzig,  Teubner,  1889),  chapitre  I, 

§111. 

Parmi  les  Mémoires  \^  plus  importants  sur  la  question,  nous 

signalerons  les  suivants  :  Weierstrass,  Veber  die  Théorie  der 
analytischen  Facultàten  (Journal  de  Crelle,  1856,  B.  51, 
pp.  1-60;  ou  Abhandiungen  aus  der  Functioneniehre,  pp.  183- 
260;  Berlin,  Sprenger,  1886.  Voir  spécialement  le  §  7);  Kônigs- 
berger, Der  Cauchysche  Satz  von  der  Existenz  der  Intégrale 
einer  Differentialgleichung  (Journal  de  Crelle,  continué  par  Kro- 
necker,  1889,  t.  CIV,  pp.  174-176);  0.  v.  Lichtenfels,  Veber  den 
Fundamentalsatz  der  Théorie  Differentialgleichungen  (Monats- 
hefte  fur  Mathemaiik  und  Physik,  1890,  t.  I,  pp.  274-282); 
Lerch,  Sur  un  théorème  fondamental  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles  (Prague,  8  février  1889,  dans  un  recueil  tchèque); 
enfin  deux  notes  substantielles  de  E.  Picard  :  V  Sur  un  point 
de  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  (Bulletin  des 
sciences  maihémaiiques,  1887,  2"  série,  t.  XI,  1'°  partie,  pp.  194- 
198),  où  il  prouve  qu*un  système  d*équations  diflërenlielles  holo- 


morphes  n*a  qu'un  système  d'intégrales  holomorphes  ;  2®  Sur 
la  convergence  des  séries  représentant  les  intégrales  des  équations 
différentielles  (Ibid.,  1888,  l.  XII,  !'•  partie,  pp.  148-156),  où  il 
étend  le  cercle  de  convergence  de  ces  séries ,  tel  qu'il  avait  été 
assigné  par  MM.  Briot  et  Bouquet. 

Ce  dernier  travail  est  d'autant  plus  remarquable  que  Fauteur 
applique  aux  équations  différentielles  où  les  variables  sont 
imaginaires,  le  premier  procédé  de  démonstration  de  Cauchy  ; 
cette  extension  est  faite  au  moyen  du  théorème  de  Darboux, 
AFz  =  lAzF'(z -I- 6Az),  sur  l'accroissement  d'une  fonction  ¥z 
d'une  variable  imaginaire  z. 

III.  Équations  aux  dérivées  partielles.  C'est  encore  à  Gaucby 
que  Ton  doit  les  premières  recherches  sur  l'existence  des  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  Il  a  publié  sur  ce 
sujet,  et  sur  des  sujets  apparentés,  un  grand  nombre  de  notes 
plus  ou  moins  étendues  dans  les  tomes  XIV,  XV  et  XVI  (1842, 
1843)  des  Comptes  Rendus  et  ailleurs.  Nous  citerons  particulière- 
ment les  trois  articles  suivants:  i"^  Mémoire  sur  un  théorème 
fondamental  en  calcul  intégral  (C.  R.,  1842,  t.  XIV,  pp.  1020- 
1026;  OEuvres  complètes,  1888,  l'«  série,  t.  VI,  n«  167,  pp.  461- 
467)  ;  2**  Mémoire  sur  l'emploi  du  calcul  des  limites  dans  l'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  (C.  R.,  1842,  t.  XV, 
pp.  44-59)  ;  3®  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  limites  à 
l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
(Ib.,  pp.  85-101). 

Les  principaux  travaux  publiés  depuis  lors  sur  la  question 
sont  les  suivants  : 

DAnBOLX.  Mémoire  sur  l'existence  de  l'intégrale  dans  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  co7itenant  un  nombre  quelconque  de 
fonctions  et  de  variables  (C.  R.,  1875,  1"  semestre,  t.  LXXX, 
pp.  101-104,517-319). 

Méray.  1"  Sur  l'existence  des  intégrales  d'un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles,  comprenant  comme  cas  très 
restreint  les  équations  dites  aux  dérivées  partielles  (Ib.,  pp.  389- 
393,  444);  2"*  Démonstration  générale  de  l'existence  des  intégrales 
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des  équations  aux  dérivées  partielles  (Journal  de  malhématiques 
pures  et  appliquées,  1880,  3«  série,  t,  VI,  pp.  235-266);  3°  Sur 
la  convergence  des  développements  des  intégrales  ordinaires  d'un 
système  d'équations  différentielles  totales  (ou)  partielles  (En  colla- 
boration avec  M.  Riquier)  (Annales  de  V École  normale  supé- 
rieure, 3»  série,  1889,  t.  VI,  pp.  355-378;  1890,  t.  VII,  pp.  23- 
88);  4"  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  qui 
sont  dépourvus  d'intégrales,  contrairement  à  toute  prévision 
(C.  R.,  1888,  1"'  semestre,  pp.  648-651),  avec  une  remarque  de 
Darboux,  pp.  651-652,  où  celui-ci  fait  observer  que  ce  fait  sin- 
gulier a  été  signalé  antérieurement  par  S.  von  Kowalevsky. 

Sophie  von  Kowalevsky.  Zur  Théorie  der  partiellen  Di/feren- 
tialgleichungen  (Journal  de  Crelle,  continué  par  Borchardt, 
t.  LXXX,  pp.  1-32, 8  mars  1875). 

Cet  important  travail  a  été  reproduit  en  substance  dans 
plusieurs  ouvrages  publiés  ultérieurement,  particulièrement  dans 
le  chapitre  111,  §  1  du  tome  III  du  Cours  d'Analyse  de  Jordan, 
et  dans  le  chapitre  I  des  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  de  Goursat  (Paris,  Hermann,  1890). 

IV.  Solutiom  singulières.  Depuis  Leibniz  jusqu'à  Cauchy,  la 
théorie  des  solutions  singulières  des  équations  différentielles  ou 
aux  dérivées  partielles  a  fait  Tobjct  d^innombrables  recherches. 
Elles  sont  résumées,  pour  la  plupart,  dans  Touvrage  conscien- 
cieux et  trop  peu  connu  de  L.  Uoutain  :  Des  solutions  singulières 
des  équations  différentielles  (Extrait  des  Annales  des  Universités 
de  Belgique.  Bruxelles,  Lesigne,  1854;  un  volume  in-8®  de 
x-345  pages).  Presque  tous  les  écrits  cités  plus  haut  s'occupent 
de  ce  sujet  au  point  de  vue  plus  profond  de  la  théorie  des 
fonctions. 

En  1873^  Darboux  a  publié  une  note  Sur  les  solutions  singu- 
lières des  équations  aux  dérivées  ordinaires  du  premier  ordre 
(Bulletin  des  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  IV, 
pp.  158-176)  qui  a  ouvert  une  voie  nouvelle  dans  l'interprétation 
géométrique  de  ces  solutions  et  a  provoqué  des  recherches,  dans 
la  même  direction,  de   divers   géomètres,   en    particulier  de 
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Casorati  et  Caylbt.  Il  a  lui-même  étudié  d*une  manière  appro- 
fondie les  questions  analogues  relatives  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles  dans  un  beau  travail  couronné  par  FAcadémie  des 
sciences  de  Paris,  et  intitulé  :  Mémoire  sur  les  solutions  singu- 
lières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
(présenté  à  TAcadémie  le  29  mai  1876;  publié  en  1883  dans  le 
tome  XXVII  des  Mémoires  des  savants  étrangers ,  n*  2,  pp.  1- 
243y  in-V).  Il  résulte  de  ces  belles  recherches  que  les  relations 
entre  les  solutions  singulières  et  les  intégrales  complètes,  telles 
qu'elles  sont  exposées  dans  la  plupart  des  manuels,  d'après 
Lagrange  et  Jacobi,  présupposent  Texistence  d'intégrales  com- 
plètes où  les  constantes  peuvent  être  regardées  comme  égales  à 
des  fonctions  uniformes  de  variables.  On  trouve  un  extrait  étendu 
des  recherches  de  Darboux  dans  le  chapitre  IX  des  Leçons  de 
GouRSAT  citées  plus  haut. 

M.  Gilbert  expose  la  note  suivante  Sur  un  cas  singulier  du 
problème  des  courbes  enveloppes. 

La  règle  pour  trouver  Tenveloppe  d'un  système  de  courbes 

F  (x,  y,  c)  =  0, 

par  l'élimination  de  c  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  partielle 
par  rapport  à  c  souffre  quelques  exceptions.  En  voici  une  que  je 
n'ai  pas  vu  signalée  jusqu'ici. 
Considérons  l'équation 

ou 

(x*  -♦-  y')  (y  —  x)  —  c  (x«  -^  y'  -^  y  —  x)  -^  c*  =  0. 

L'application  de  la  règle  ci-dessus  conduit,  pour  l'équation  de 
l'enveloppe,  à  l'équation 

j:'  -»-  y'  —  y  -♦-  X  «=  0, 
ou 
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qui  représente  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  ( —  iy  -4-  i) 
et  passant  par  Torigine.  On  pourrait  donc  croire  à  Texistence 
réelle  d*une  enveloppe.  Mais  Téquation  (A)  représente  un  système 
de  droites  parallèles  à  la  bissectrice  de  langle  des  axes  coor- 
donnés et  de  cercles  ayant  Torigine  pour  centre.  Un  tel  système 
n'admet  pas  d  enveloppe  au  sens  vulgaire  du  mot,  le  cercle  (B) 
n*est  tangent  ni  aux  droites^  ni  aux  cercles;  il  est  le  lieu  des 
points  d*intersection  des  droites  et  des  cercles  qui  répondent  à 
une  même  valeur  du  paramètre  c,  et  Ton  comprend  facilement 
pourquoi  la  méthode  ordinaire  des  enveloppes  doit  fournir  ce 
cercle. 

En  général,  quand  l'éqtiation  F  (x,  y,  c)  =  0  se  décomposera 
en  facteurs,  l'appHcattOfi  de  la  règle  donnera,  outre  l'enveloppe 
proprement  dite,  le  lieu  des  intersections  des  courbes  correspon- 
dant aux  divers  facteurs,  lieu  qui  ne  sera  généralement  pas  tan- 
gent à  ces  courbes  elles-mêmes. 

Celte  remarque  a  son  importance  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles.  Ainsi,  féquation 

traitée  par  la  méthode  ordinaire,  se  décompose  en  ces  deux-ci  : 

^=  — -,     !^  =  i 
dx  y       dx         ^ 

et  Ton  trouve  comme  intégrale  générale  Tcquation  (A).  Appli- 
quant ensuite  la  règle  pour  les  solutions  singulières,  on  tomberait 
sur  réquation  (B),  qui  ne  représente  nullement  une  solution  sin- 
gulière. Si  Ton  cherche  à  tirer  la  solution  singulière  de  Féqua- 
tion (C),  on  doit  éliminer  p  entre  les  équations 

y/>'  -*-  (x  —  !/)  p  —  X  =  0,      2;)f/  -^  X  -  f/  ==  0, 

et  Ton  tombe  sur  Téquation 

(y  -^  x)*=  0       ou       y  =  —  X, 


qui  n'a  rien  de  commun  avec  (B)  et  qui  ne  donne  pas  davantage 
de  solution  singulière. 

M.  Mansion  fait  observer,  à  ce  propos,  qu'il  est  utile  de  distin- 
guer, en  géométrie  inGnitésimale,les  lignes  enveloppes  et  les  lignes 
tangentes  è  un  système  F(x,  ?/,  c)  =  0  de  courbes  données.  Les 
enveloppes  ne  sont  pas  toujours  des  lignes  tangentes  et  les  lignes 
tangentes  ne  sont  pas  toujours  des  enveloppes.  Ainsi  x  =»  0  est 
une  ligne  tangente  aux  courbes  y  =  c  +  (/x)~S  qui  n'ont  pas 
d'enveloppe,  et  une  enveloppe  des  courbes  (y  —  c)'  «=  x',  qui 
n'ont  pas  de  courbe  tangente  commune. 

M.  Ch.  de  la  Vallée  Poussin  communique  des  recherches 
résumées  dans  la  note  suivante  .Vtir  tine  démonstration  des  for- 
mules de  Fourier  généralisée. 

Cette  démonstration  est  empruntée  en  partie  au  Cours  d'Atia- 
lyse  (t.  II,  pp.  216-226)  de  M.  C.  Jordan;  elle  diiïère  de  celle 
qui  est  exposée  dans  cet  ouvrage  par  la  substitution  d'un  nouveau 
théorème  à  celui  de  P.  du  Bois-Reymond  et  par  d'autres  simpii- 
Gcations  assez  considérables. 

1.  Une  fonction  à  variation  limitée  est,  par  définition,  la 
difTérence  de  deux  fonctions  finies  et  non  décroissantes,  dans  un 
intervalle  donné.  Les  théorèmes  que  nous  allons  établir  sont 
d'une  nature  telle  que,  s'ils  sont  vrais  pour  deux  fonctions,  ils  le 
seront  pour  leur  difTérence.  Nous  pouvons  donc  les  énoncer  dans 
leur  généralité  et  admettre  dans  les  démonstrations  que  la  fonc- 
tion varie  toujours  dans  le  même  sens. 

2.  Théorème.  Soit  9(x)  une  fonction  intégrablo,  telle  que 

et  F(x)  une  fonction  à  variation  limitée  dans  l'intervalle  positif 
(0,  6).  On  aura 

I  =  liin^  1^  F  (a)  pv(pa)  r/a  =  A,F  (  -♦.  0). 
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Démonstration.  Soit  e  un  nombre  arbitrairement  petit, 
I  =s  lim^^oo  /    F  («)  P?(P«)  ^«  -^  lim|««>  /    F  («)  P?(p«)  ^J^- 

t  0 

La  première  intégrale  est  nulle.  Pour  le  montrer,  appliquons 
le  second  théorème  de  la  moyenne  ;  il  viendra 

f  <  Ç  <  6» 

/F(a)pf  {pa)da  =  ?(e  ^  0)  f  ^(z)dz -^  F  (b  —  0)  /?(z)  dz. 

Quand  p  tend  vers  Tinfini,  ces  deux  intégrales  singulières  tendent 
vers  léro. 

Reste  la  seconde  intégrale.  Le  même  théorème  donnera 

0  <  €'  <  e, 

•»«  •■»€•  ^«« 

/  F(a)p5i(pa)(/ac=F(-i-0)  /  pî»(pa)r/a-f-F(É  — 0)  /  p?(ptf)rf«. 

'o  0  V 

Posons,  n  tendant  vers  zéro  avec  e» 

F(fe  — 0)  =  F(-i-  0)-Hy; 
il  viendra 

F  (a)  p?  (pa)  da  ==  F  (-♦-  0)  /  ?»  (z)  rfz  +  if  /  y  (z)  dz, 


Fï» 


lim,,^,  /F  (a)  p?  (pa)  dx  =:  F  (-♦-  0)  A,  -+-  y  J^  (z)  dz, 
'o  r«* 

n  étant  arbitrairement  petit,  cette  équation  se  réduit  à 

Wtù^^  I  F  (a)  pf  (pa)  da  =  F  (  -^  0)  A,. 
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3.  On  démontrerait  dans  les  mêmes  conditions  que,  si  Ton  a 


/'  <" 


dx  =a  Al  , 


—09 


on  aura,  pour  a  <  0, 


lim^«  f  F  (a)  f^(f(^  da^^X^F  (—  0). 


Par  conséquent,  pour  a  <  0  <  6, 


l'm,^  r  F  (a)  pî»(pa)  rfa  ==  A,F  (—  0)  -i-  AjF  (-♦-  0). 


4.  Application.  Prenons 


sm  X  it 

On  aura,  pour  —  ïr<a<0<6<7r, 

/*       sin  pa  /**  a      sin  pa  . 

Sin  a  c/  sm  «        a 

=  ^[F(-0)^F(-4-0)l. 


En  effet,  dans  l'intervaiie  (a,  6),  ^.~  est  une  fonction  à  variation 
limitée  et  il  en  est  de  même  du  produit  V(a)-^. 

L'équation  précédente  est  celle  qui  intervient  dans  la  démon- 
stration des  formules  de  Fourier. 

M.  de  la  Vallée  expose  ensuite  en  quelques  mots  les  recherches 
qu*il  a  entreprises  sur  les  conditions  d'intégrabilité  des  équations 
différentielles.  Ces  recherches  seront  présentées  ultérieurement 
à  la  section. 

M.  Mansion   indique   un   moyen  élémentaire  pour  obtenir 


1 

6 

n  +  1 

T* 

\ 

—  4«  — 

approximativement  les  sommes  des  puissances  paires  des  inverses 
des  nombres  naturels.  On  trouve,  par  exemple, 

in — rH i-  —  -f---> et      < 

Î2*      5'  «'       6       w 

11  I  T*  I 

2*      3*  n*       90      3w'— 5  90     3w»H9/i*-f-« 

Enfin,  M.  Gilbert  fait  connaître  la  suite  de  ses  recherches  sur 
remploi,  dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  des  cosinus 
directeurs  de  la  normale  (voir  t.  XIII  des  Antiales,  première 
partie,  p.  48).  H  espère  présenter  plus  tard,  à  la  section,  un  tra- 
vail étendu  sur  ce  sujet. 

Une  communication  de  M.  Mansion  sur  la  portée  des  prin- 
cipes de  la  mécanique  rationnelle  et  sur  leur  application  à  la 
démonstration  du  mouvement  de  la  Terre  est  remise  à  une 
séance  ultérieure. 


Troisième  section. 


M.  A.-A.  Fauvel  a  envoyé  au  Secrétaire  de  la  section  un 
mémoire  sur  Les  plantes  du  Chan-Toung  (Chine),  dont  il 
demande  Tinsertion  aux  Annales.  La  section  charge  le  R.  P. 
Schmitz,  S.  J.,  d*examiner  ce  travail. 

Le  R.  P.  Bolsius,  S.  J.  (de  Bois-le-Duc),  expose  ensuite  deux 
communications  :  la  première,  Sur  un  nouveau  chariot  de  micro- 
scope,  et  ta  seconde,  Sur  les  organes  ciliés  des  Hirudinées, 

I.  L'auteur  présente  le  chariot  qu'il  s'est  fait  construire  pour 
le  maniement  des  porte-objets  en  microscopie.  Le  plan  général 
de  ce  chariot  est  le  même  que  celui  de  C.  Zeiss,  annoncé  dans 
son  Supplément  au  catalogue  n*  SS.  Il  est  cependant  d'un 
système  perfectionné.  Les  mouvements,  dans  les  deux  directions, 
peuvent  être  lents  ou  rapides  à  volonté,  grâce  au  déclanchement 
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OU  è  Tengrenage  arbitraire  des  vis  microméiriques  pour  chacun 
des  mouvements. 

Le  mouvement  rapide  en  avant  et  en  arrière  est  produit  par 
le  jeu  de  deux  crémaillères  solidaires,  commandées  par  deux 
pignons,  dont  Taxe  est  actionné  par  des  clés  placées  aux  extré- 
mités de  Taxe.  Le  mouvement  rapide  transversal  est  obtenu  en 
poussant  à  la  main  la  coulisse  qui  porle  le  siide. 

Le  mouvement  lent  d'avance  et  de  recul  est  obtenu  par  Fen- 
grenage  de  la  vis  micrométrique  qui  commande  une  fourche 
attachée  aux  bouts  des  deux  bras  qui  portent  les  deux  crémail- 
lères solidaires. 

Le  mouvement  lent  transversal  est  obtenu  par  Tengrenage  de 
la  vis  micrométrique  dans  un  petit  bloc  vissé  sur  la  coulisse, 
ayant  ainsi  un  mouvement  solidaire. 

Pour  Icngrenagc  de  ces  deux  vis  micrométriques  de  rappel, 
cinq  dispositions  sont  proposées,  les  unes  plus  simples,  les  autres 
plus  compliquées.  La  disposition  de  Tengrenage  que  présente 
le  spécimen  du  chariot  fait  par  le  mécanicien  Verbiest,  d*après 
les  plans  et  sous  la  direction  de  fauteur,  est  la  plus  délicate  et 
la  plus  compliquée. 

Tous  les  mouvements  se  font  le  long  de  deux  règles  divisées 
en  millimètres,  sur  lesquelles,  à  faide  de  deux  verniers,  on 
relève  le  point  exact  dans  une  préparation  microscopique  par  la 
détermination  des  deux  axes. 

Le  mouvement  latéral  que  permet  la  disposition  de  ce  chariot 
est  aussi  grand  que  possible.  Il  est  à  peu  prés  de  70  millimètres, 
ce  qui  permet  d'amener  au  centre  du  microscope  des  objets 
placés  bien  loin  du  milieu  des  slides.  C'est  un  avantage  qui 
pourra  être  apprécié  par  ceux  des  microscopistes  qui,  par  leur 
propre  expérience,  sont  familiarisés  avec  des  préparations  micro- 
scopiques telles  qu'on  les  fait  dans  des  recherches  personnelles. 
Car  on  n'est  pas  toujours  à  même  de  placer  au  beau  milieu 
du  slide  les  objets  à  examiner,  par  exemple,  dans  une  disso- 
ciation. 

Puisque  le  même  porte-objets,  placé  de  la  même  manière  dans 
la  coulisse,  doit  présenter  au  centre  du  microscope  le  même 
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point  exact,  lorsqu'on  aura  ramené  les  verniers  aux  mêmes 
divisions  des  deux  axes,  on  pourra  retrouver  facilement  un 
détail  ou  un  objet  dans  ses  préparations,  une  fois  qu'on  aura 
marqué  dans  ses  registres  le  relevé  d'un  tel  point  sur  ces  axes. 

Une  conséquence  de  ce  fait  est  d'abord  la  facilité  et  la  rapidité 
avec  laquelle  on  retrouve  tout  ce  qu'on  a  trouvé  et  noté  une 
fois  pour  toutes  dans  ses  préparations,  lorsqu'on  est  muni  de  cet 
instrument. 

Mais  ce  n'est  pas  seulement  pour  la  commodité  personnelle  que 
cet  instrument  est  très  précieux  ;  il  rend  possible,  en  outre,  ce 
qui,  jusqu'ici,  est  d'une  difliculté  presque  insurmontable.  Si 
plusieurs  microscopes  étaient  munis  de  chariots  identiques,  il 
serait  facile  aux  microscopistes,  possesseurs  de  ces  instruments, 
de  se  communiquer  mutuellement  leurs  préparations  en  indi- 
quant le  point  exact  que  l'un  d'eux  voudrait  montrer  à  un  autre. 

A  cette  fin,  le  spécimen  de  chariot  présenté  à  la  réunion  a  été 
envoyé  à  l'habile  constructeur  M.  C.  Zeiss,  afin  de  savoir  s'il 
consentirait  à  confectionner  des  chariots  du  système  de  l'auteur. 
Quoiqu'il  ne  trouve  aucune  difficulté  à  le  reproduire,  il  ne  croit 
pas  que  cette  exactitude  de  mouvement  micrométrique  soit  pra- 
tiquement stable,  et,  en  outre,  il  ne  pense  pas  qu'un  chariot 
de  ce  système  soit  un  desideratum  des  microscopistes.  Il  recule 
cependant  principalement  devant  le  prix  auquel  il  faudrait  mettre 
un  instrument  si  délicat. 

II.  La  seconde  communication  du  R.  P.  H.  Bolsius  concerne 
les  résultats  obtenus  jusqu'à  ce  jour  dans  ses  recherches  des 
organes  segmentaires  des  Hirudinées.  Il  a  entrepris  d'éclaircir  la 
question  des  fameux  «  entonnoirs  »,  dont  la  plupart  des  auteurs 
antérieurs  ornent  l'extrémité  supérieure  de  ces  organes. 

A  l'aide  du  chariot  de  son  système,  dont  il  est  question 
ci-dessus,  il  montre  des  préparations  de  la  Nephelis  vulgaris,  qui 
prouvent  clairement  que  cet  organe  cilié,  réputé  «  entonnoir  » 
des  organes  segmentaires,  est  un  organe  indépendant,  sans 
aucune  relation  avec  ceux-ci. 

Il  se  propose  de  parcourir  autant  que  possible  tous  les  genres 
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d'Hirudinées  qui  sont  à  sa  disposition  et  dont  plusieurs  lui  ont 
déjà  donné  des  indices  non  équivoques  du  même  fait. 

Quoique  le  résultat  ne  soit  encore  décisif  que  pour  la  Nephelis 
vulgaris,  il  est  cependant  déjà  très  intéressant,  puisque  c'est 
précisément  lespèce  chez  laquelle  M.  Fr.  Leydig,  le  premier,  a 
annoncé  Texistence  de  la  communication  directe  entre  Forgane 
segmentaire  et  cet  autre  organe  cilié,  et  chez  laquelle,  après  lui, 
les  auteurs  proclament  avec  la  plus  grande  unanimité  qu'on 
trouve  manifestement  cette  disposition. 

Le  R.  P.  Schmitz  appelle  Tattention  sur  sa  circulaire  concer- 
nant la  récolte  des  plantes  houillères, 

H.  le  O*  Adolphe  de  Limburg-Stirum  signale  la  vente  des 
collections  de  M.  le  C*"  de  Looz. 

M.  Dollo  résume  les  travaux  de  H.  L.  Fredericq  (de  TUniver- 
sité  de  Liège)  sur  la  circulation  céphalique  croisée. 


Quatrième  section. 

M.  le  D'  Dever  fait  la  communication  suivante  sur  Le  traite- 
ment par  la  lymphe  de  Koch  dans  la  tuberculose,  et  particulière- 
ment  dans  les  cas  de  tuberculose  externe.  Cette  communication 
est  accompagnée  de  la  présentation  de  huit  malades  qui  ont  subi 
ce  traitement. 

Nous  avons  soumis  aux  injections  de  la  lymphe  de  Koch 
vingt-six  malades  atteints  de  tuberculose  : 

Onze  cas  de  tuberculose  pulmonaire  et  laryngéo. 

Onze  cas  de  lupus. 

Deux  cas  de  tuberculose  osseuse  et  articulaire. 

Deux  cas  de  tuberculose  ganglionnaire. 

Dans  les  cas  de  tuberculose  externe,  nous  avons  débuté  par 
des  doses  relativement  fortes  :  généralement  K  milligrammes 
et  deux  fois  1  centigramme. 
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Aussi  longtemps  que  les  réactions  locales  et  générales  étaient 
assez  prononcées,  nous  en  restions  à  ces  doses  initiales  ;  plus 
tard,  quand  elles  diminuaient,  nous  augmentions  progressive- 
mont  la  dose. 

Dans  les  tuberculoses  pulmonaires  ^  nous  avons  commencé 
avec  des  doses  beaucoup  plus  faibles  :  72  niilligramme,  1  milli- 
gramme et  â  milligrammes  au  plus. 

La  plus  forte  dose  que  nous  avons  injectée  a  été  de  i  centi- 
grammes dans  un  cas  de  lupus. 

Nous  n*avons  pas  eu  d'accident.  Une  fois  cependant,  après 
une  injection  de  4  milligrammes  chez  une  malade  atteinte  de 
tuberculose  cutanée  et  ganglionnaire,  nous  avons  observé  un 
collapsus  assez  prononcé,  suivi  d'un  engorgement  de  tout  le 
poumon  gauche. 

L*engorp[ement  pulmonaire  avait  complètement  disparu  au 
bout  de  quatre  jours. 

Phénomènes  réactionnels.  —  Généralement  la  température 
commençait  à  s'élever  au  bout  de  cinq,  six  ou  huit  heures, 
quelquefois  après  douze  heures,  et  une  fois  au  bout  de  vingt- 
quatre  heures. 

La  plus  haute  que  nous  avons  observée  fut  de  41^  L'ascen- 
sion était  brusque,  souvent  précédée  de  frissons,  et  la  chute  se 
faisait  beaucoup  plus  lentement.  La  durée  de  la  fièvre  fut  géné- 
ralement de  dix  à  quinze  heures;  dans  quelques  cas  vingt-quatre 
heures  et  même  quarante-huit  heures. 

Le  pouls  et  la  respiration  étaient  en  concordance  avec  la  tem- 
pérature. 

Nous  croyons  pouvoir  établir  une  relation  entre  Tintensité  de 
la  fièvre  et  1  étendue  des  lésions  tuberculeuses,  du  moins  pour 
les  tuberculoses  externes. 

Les  réactions  locales  furent  surtout  prononcées  dans  les  cas 
de  tuberculose  superficielle  et  ulcéreuse. 

Les  ganglions  lymphatiques  et  les  articulations  malades 
réagirent  beaucoup  moins  nettement,  sans  doute  à  cause  des 
conditions  diiïcrentes  de  vascularisation. 
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Je  vous  fais  grâce  des  phénomènes  de  réaction  locale  que  tout 
le  monde  connaît.  Je  signalerai  seulement  que,  chez  deux 
malades  atteintes  de  lupus,  nous  avons  observé,  à  n*en  pas 
douter,  la  nécrose  de  plusieurs  parties  malades. 

Nous  avons  fait  presque  toujours  la  recherche  de  Talbumine 
dans  les  urines.  Nous  n*en  avons  pas  observé.  Nous  n*avons  pas 
non  plus  observé  d'ictère. 

Chez  nos  lupiques,  auxquelles  nous  avons  injecté  d'assez  fortes 
doses,  nous  avons  vu  apparaître  chez  quatre  malades  une 
éruption  scarlatiniforme  ;  chez  une  autre,  une  éruption  papulo- 
pustuleuse,  et  chez  une  sixième  malade,  une  éruption  semblable 
à  Turticaire.  Ces  éruptions  se  reproduisirent  à  chaque  injection 
avec  les  mêmes  caractères. 

Valeur  de  la  lymphe  de  Koch  au  point  de  vue  du  diagnostic. 
—  Koch,  comme  vous  le  savez,  dans  sa  communication  de 
novembre  dernier,  affirme  que  dans  tous  les  cas  de  tuberculose 
soumis  à  une  injection  de  1  centigramme  de  lymphe,  les  phé- 
nomènes réaetionnels  que  vous  connaissez  se  sont  produits.  Il 
considère  donc  la  lymphe  comme  étant  d'une  grande  valeur 
diagnostique  dans  les  cas  douteux  de  tuberculose  pulmonaire 
au  début,  lorsque  la  recherche  des  bacilles  et  des  fibres  élastiques 
a  donné  un  résultat  négatif  et  que  les  signes  physiques  ne  sont 
pas  suffisants  pour  se  prononcer. 

De  même  dans  les  maladies  externes,  lorsqu'il  s'agit,  par 
exemple,  de  différencier  les  lésions  tuberculeuses  de  celles  qui 
dépendent  de  la  syphilis,  du  rhumatisme  ou  d'une  cause  trau- 
maiique. 

Nos  observations  personnelles  confirment  d'une  façon  géné- 
rale l'affirmation  de  Koch.  Ainsi,  tous  les  cas  de  tuberculose 
avérée  ont  donné  les  phénomènes  réaetionnels  connus,  à  la 
suite  des  injections,  et  quelques  cas  de  maladies  non  tubercu- 
leuses, entre  autres  un  ulcère  variqueux,  une  orehite  blennor- 
rhdgique,  un  cancer  du  sein  ulcéré,  n'ont  manifesté,  à  la  suite 
des  injections,  aucun  phénomène  de  réaction  ni  locale  ni 
générale. 
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Il  y  a  cependant  une  exception.  Il  s*agit  d*uD  jeune  homme 
de  24  ans,  à  antécédents  héréditaires  tuberculeux.  L'examen 
physique  nous  le  flt  considérer  comme  suspect.  La  recherche  des 
bacilles,  faite  quatre  fois  avant  et  pendant  le  traitement,  donna 
un  résultat  négatif. 

Nous  Tavons  injecté  à  des  doses  progressivement  croissantes 
jusqu'à  deux  centigrammes,  et  jamais  la  température  n'a 
dépassé  37^5.  A  Tauscnltation,  pas  de  changement  non  plus. 
Les  injections  furent  suspendues  il  y  a  sept  semaines,  et  le 
malade  tenu  en  observation.  Il  y  a  deux  jours,  nous  avons  de 
nouveau  examiné  ses  crachats  et  cette  fois  nous  y  avons  trouvé 
de  nombreux  bacilles. 

Des  faits  de  réactions  nulles  ou  tardives  ont  été  signalés  de 
différents  côtés,  et  il  paraîtrait  qu'alors,  si  on  laisse  reposer  le 
malade  pendant  quelques  jours  afin  de  lui  faire  perdre  Taccoutu- 
mance,  et  qu'on  lui  injecte  ensuite  une  assez  forte  dose  d'emblée 
sans  plus  passer  par  les  doses  intermédiaires,  la  réaction  se 
produit. 

C'est  ce  que  nous  avons  observé  chez  une  de  nos  malades 
atteinte  de  tuberculose  pulmonaire  avérée.  Les  premières 
injections  à  doses  progressivement  croissantes  jusqu'à  2  centi- 
grammes ne  donnent  pas  de  réaction  ;  plus  tard,  après  un  repos 
de  sept  jours,  à  l'occasion  des  règles,  la  même  dose  donne  une 
température  de  38®,6. 

Valeur  curative  de  la  lymphe  de  Koch.  —  Il  serait  encore 
prématuré  de  se  prononcer  sur  la  valeur  curative  de  la  lymphe 
de  Koch. 

On  peut  cependant  affirmer  dès  maintenant  que  ce  traite- 
ment, pour  pouvoir  aboutir  à  une  guérison,  devra  être  assez 
long.  Ainsi,  depuis  trois  mois,  on  expérimente  le  nouveau 
remède  sur  un  grand  nombre  de  malades,  et  les  cas  de  guéri- 
son  publiés  jusqu'ici  sont  encore  très  peu  nombreux. 

Un  autre  inconvénient  de  ce  traitement,  c'est  l'atteinte  subie 
à  la  suite  des  injections  par  l'état  général,  du  moins  lorsqu'on 
produit  des  réactions  un  peu  violentes,  comme  nous  l'avons  fait 
chez  nos  malades  atteints  de  tuberculose  cutanée.  A  la  suite  des 


premières  injections,  plusieurs  de  nos  malades  se  sentaient  forte- 
ment affaiblis  et  accusaient  des  douleurs  dans  les  jambes. 

L*appétit  était  faible  ou  nul,  et  ils  auraient  pour  la  plupart 
renoncé  au  nouveau  traitement  s'ils  n'avaient  pu  se  rendre 
compte  par  eux-mêmes  des  modifications  favorables  subies  par 
leur  affection  locale. 

On  8*est  aussi  demandé  si  les  injections  ne  pouvaient  pas 
favoriser  la  migration  ou  la  mobilisation  des  bacilles.  Virchow 
a  cru  pouvoir  tirer  ces  conclusions  de  plusieurs  autopsies  de 
malades  inoculés.  Un  autre  expérimentateur  a  observé,  à  la  suite 
des  injections,  Tenvahissement  progressif  des  ganglions  lympha- 
tiques voisins  de  la  région  primitivement  aueinle. 

Chez  deux  de  nos  malades,  atteints  Tun  et  Tautre  de  tubercu- 
lose pulmonaire  et  laryngée,  nous  avons  vu  survenir,  pendant  le 
traitement,  une  diarrhée  incoercible  avec  une  sensibilité  abdo- 
minale due  vraisemblablement  à  une  tuberculose  intestinale 
latente  ou  qui  s'était  développée  à  la  suite  des  injections. 

Chez  une  autre  malade,  atteinte  de  tuberculose  cutanée  et 
ganglionnaire,  nous  avons  vu  apparaître,  à  la  suite  des  injections, 
des  foyers  tuberculeux  dont  nous  ne  pouvions  soupçonner  Texis- 
tence.  Ici  cependant  il  ne  peut  être  question  de  mobilisation  de 
bacilles,  car  ces  foyers  se  sont  révélés,  dès  le  début  de  la  pre- 
mière réaction.  Ils  devaient  exister  auparavant  à  Fétat  latent  et 
la  réaction  les  a  rendus  tout  simplement  évidents. 

Ces  réserves  faites,  voici  les  résultats  obtenus  chez  nos 
malades  : 


I.  Lupus. 


AVANT  LE  TRAITEMENT. 


NOMBRE 
des  injectioiift. 


RÉSULTAT. 


K 


lo  Lapas  vulgaire,  datant  de  44  ans, 
oecupant  le  nez,  la  lèvre  supérieure, 
les  ioues  ;  guéri  en  grande  partie 
)ar  le  raclage  et  les  cautérisations. 
Il  persiste  surtout  une  large  ulcé- 
ration occupant  toute  la  lèvre 
supérieureet  qu'on  ne  parvient  pas 
à  modifier. 

XV. 


Sept  injections  de  5 
a  8  milligr.  ;  la 
dernière  ne  donne 
plus  de  réaction 
ni  locale  ni  géné- 
rale. 


Cicatrisation  complète  après 
la  (quatrième  injection, 
guénson. 
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AVANT  LE  TRAITEMENT. 


NOMBRE 
des  injections. 


RÉSULTAT. 


S»  Lupus  vulgaire,  datant  de  6  ans, 
qui  a  envahi  toute  la  face  et  les 
oreilles.  A  subi  un  traitement 
régulier  par  le  D**  Dubois; toutes 
les  parties  malades  sont  guéries, 
sauf  l'oreille  droite  et  les  parties 
avoisinantesqui  présentent  encore 
beaucoup  de  nodosités  et  sont  for- 
tement œdématiées. 

30  Lupus  érvtbémato  -  tuberculeux, 
datant  de  fans.  Plaque  de  lupus 
sur  le  front,  le  dos  et  les  deux  ailes 
du  nez.  Le  résultat  des  traitements 
antérieurs,  raclage,  cautérisation, 
électrolyse,  a  été  nul. 


Â^  Lupus  ulcéreux,  végétant,  datant 
de  3  an>,  qui  a  envahi  les  deux 
lèvres,  le  nrz,  le  menton,  la 
muqueuse  buccale,  l'isthme  du 
gosier,  le  vestibule  du  larynx,  le 
poignet  droit,  la  jambe  droite. 
Rebelle  à  tous  les  traitements. 


50  Lupus  vulgaire,  datantdeT  V^ans. 
Traité  auparavant  par  le  thermo- 
cautère sans  grand  succès.  Il 
s'étend  nu  nez  et  à  nue  grande 
partie  di-  la  fare. 


60  Lupus  vulgaire,  s'étendant  à  toute 
la  fi)ce,  y  compris  le  front,  avec  de 
nouibrcu>es  ulcérations  et  une 
forte  infiltration  œdémateuse.  A 
débuté  il  y  a  âl  ans.  Résultat  des 
traitements  antérieurs  nul. 

70  Lupus  vulgaire,  plaques  multiples 
disséminées  sur  toute  la  face. 


8»  Lupus  de  la  face,  datant  de  5  ans. 
Nodosités  profondément  enchâs- 
sées. 

9\TubercuIosc  cutanée  et  ganglion- 
naire. 


iO»  Lupus  vulgaire  de  la  face  . 


440  Lupus  tuberculeux  du  nez  et  du 
front. 


Sept  injections  de  5 
à  7  milligr.;  la 
dernière  ne  donne 
plus  de  réaction, 
ni  locale  ni  géné- 
rale. 


Quatorze  injections 
de  .S à 40 millier.; 
iesdeniièresnont 
plus  donué  de 
réactions. 


Neuf  injections  de 
t2  à  9  milligr.;  la 
dernière  réaction 
est  de  :tto4. 


Trois  injections  ; 
broncho  -  pneu- 
monie après  la 
troisième. 


Sept  injections  de 
10  à  h  milligr.  ; 
les  dernières  n^ac- 
tious  furent  peu 
prononcées. 


Douze  injections  de 
3  à  !25  milligr.; 
les  dernières  ont 
donné  peu  de 
réaction. 

Huit  injections  de 
5  à  ii  milligr. 


Six  injections  de 
5  milligr.  ;  forte 
réaction. 

Trois  injection  de 
5  milligr.;  forte 
réaction. 

Quatre  injections  de 
5  milligr. 


Les  nodosités  ont  disparu. 
L'oreille  épaisse  comme 
le  doigt  a  repris  son 
volume  normal  et  1  affec- 
tion est  apparemment 
guérie 


Grande  amélioration.  La 
plaque  du  front  a  tout  à 
rait  pâli.  Les  tubercules 
qui  recouvraient  le  nez 
ont  disparu  ou  se  sont 
affaissés,  et  à  leur  place 
on  voit  des  Ilots  de  tissu 
cicatriciel. 

Grande  amélioration.  Les 
deux  lèvres  ont  diminué 
de  moitié  et  sont  cicatri- 
sées. Les  nodosités  du 
pharynx  et  du  larvnx  se 
sont  'affaissées,  et  fa  voix 
qui  étiiit  éraillée  estdcve- 
nue  plus  claire. 

Ëtat  local  fortement  amé- 
lioré. Nodosités  moins 
nombreuses  et  plus  pe- 
tites. État  général  moins 
sutisfaisantSe  sent  faible. 
Visiblement  anémiée. 

L'état  local  est  notablement 
amélioré.  Les  ulcérations 
sont  cicatrisées,  l'infil- 
tratiou  a  diminué  Ané- 
miée, se  sent  fatiguée. 


Améliorée. 


Peu  de  changement. 


Résultat  nul.  Anémiée. 


Résultat? 


RésulUt? 


—  &1  — 

En  somme»  chez  les  malades  ici  présents  et  chez  quelques 
autres  de  la  clientèle,  les  résultats  les  plus  favorables  se  sont 
produits  dans  les  cas  de  lupus  avec  ulcération  et  dans  les  cas 
de  lupus  superficiels. 

Dans  les  cas  de  lupus  profond,  il  est  diflicile  d*arriver  sans 
danger  à  qne  nécrose  en  masse  des  parties  malades  et  à  leur 
élimination.  Il  semble  donc  que  dans  ces  cas  la  curette  reprendra 
tous  ses  droits,  et  qu'alors  les  injections  pourront  intervenir 
d*une  façon  eflicace  pour  éliminer  les  derniers  vestiges  du  tissu 
tuberculeux  et  pour  en  déceler  la  présence. 

II.  Dans  les  cas  de  tuberculose  osseuse^  nous  avons  pu  faire 
les  mêmes  constations.  Nous  avons  obtenu  un  résultat  favorable 
dans  un  cas  de  tuberculose  superficielle  de  Tolécrane  avec 
ulcération  de  la  peau  et  où  Télimination  était  facile.  Dans  deux 
autres  cas  de  tuberculose  osseuse  et  articulaire,  le  résultat  a  été 
peu  prononcé  ou  nul,  et  je  pense  que  dans  ces  cas  il  faut 
recourir  à  une  opération  préalable,  éliminer  avec  la  curette  tout 
ce  qu'on  peut  et  injecter  ensuite. 

III.  Dans  deux  cas  de  tuberculose  ganglionnaire j  le  résultat  n 
été  nul  :  nous  n'avons  fait  que  trois  injections  chez  l'un  et 
quatre  chez  l'autre. 

IV.  Tuberculose  pulmonaire  et  laryngée,  —  Nous  avons  sou- 
mis onze  cas  au  traitement  de  Koch. 

Chez  deux  malades,  atteints  l'un  et  l'autre  de  tuberculose 
pulmonaire  et  larjngée,  le  résultat  n*a  été  nullement  favorable.  Le 
traitement  avait  été  institué  plutôt  par  complaisance  et  à  dose 
très  minime. 

Chez  deux  autres,  atteints  de  tuberculose  pulmonaire  avec 
cavernes,  la  maladie,  d'apyrétique  qu'elle  était,  est  devenue 
fébrile  en  même  temps  que  l'état  local  s'aggravait. 

Chez  un  cinquième  malade,  porteur  de  vastes  cavernes  dans 
le  poumon  droit  et  infiltration  de  la  base  du  même  poumon,  et 
dont  la  maladie  remonte  à  huit  ans,  l'amélioration  est  très 
sensible. 


—  &t  — 

En  deux  mois  il  a  gagné  6  '/i  kilogrammes  en  poids.  La  toux 
et  rexpeetoration,  ainsi  que  les  réies,  ont  diminué.  Il  a  reçu 
plus  de  quarante  injections  de  1  à  30  milligrammes.  La  tempé- 
rature n'a  jamais  dépasse  38®. 

D'autres  malados  arrivés  au  second  degré  ont  vu  leur  état 
s'améliorer.  La  toux  et  l'expectoration,  plus  fréquentes  d'abord, 
ont  diminué  progressivement;  les  râles  sont  moins  nombreux, 
et  dans  deux  cas  les  sueurs  nocturnes  ont  disparu. 

Dans  un  seul  cas  nous  oserions  parler  de  guérison.  C'est  un 
jeune  homme  de  23  ans,  qui  toussait  depuis  huit  mois.  Pas 
d'antécédents  héréditaires.  Poitrine  assez  bien  développée,  bien 
muselé.  Sueurs  nocturnes  depuis  trois  mois,  pas  d'appétit,  a 
beaucoup  maigri. 

A  l'examen  physique  on  constate  une  diminution  de  sonorité 
sous  la  clavicule  droite.  La  respiration  est  rude  à  ce  niveau  et 
accompagnée  de  quelques  raies  secs.  Bacilles  dans  les  crachats. 
Le  malade  a  reçu  dix-neuf  injections  :  les  premières  à  doses  très 
faibles,  1  et  2  milligrammes,  ont  donné  peu  de  réaction;  à  6  milli- 
grammes, 39%8  et  délire;  puis  les  réactions  ont  été  en  diminuant 
pour  tomber  à  37*  avec  les  dernières  injections,  qui  s'élevaient  à 
2  centigrammes.  Au  début,  les  râles  devinrent  plus  nombreux 
et  plus  humides,  la  toux  et  l'expectoration  augmentèrent  pour 
diminuer  ensuite  et  tomber  à  zéro  après  six  semaines  de  traite- 
ment. Le  malade  n'a  plus  toussé  ni  expectoré  depuis  trois 
semaines,  il  a  gagné  3  kilogr.  en  poids  et  a  repris  ses  occupa- 
tions. La  respiration. est  bronchique  au  sommet  droit,  mais  il  y  a 
absence  complète  de  râles. 


—  *«  — 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE. 


Dans  la  séance  de  raprès-midi,  M.  le  D'  Mœller  a  fait  une 
conférence  sur  Le^  microbes  et  la  déœuverte  du  D'  Koch^  en 
s'aîdant  de  nombreuses  projections  à  la  lumière  oxhydrique. 
Voici  le  résumé  de  cette  conférence. 

Les  microbes  pathogènes  causent  des  ravages  bien  autrement 
redoutables  que  ceux  dus  aux  animaux  que  Ton  craint  le  plus. 
Tandis  que  le  nombre  des  victimes  tuées  dans  certains  pays  par 
le  serpent,  le  loup,  le  tigre,  se  chiffre  par  centaines  ou,  tout  au 
plus,  par  milliers,  c'est  à  des  centaines  de  mille  ou  à  des  millions 
que  s'élève  le  nombre  de  personnes  enlevées  annuellement  par 
certains  microbes. 

Les  microbes  sont  des  éléments  d'une  ténuité  extrême,  ayant 
une  forme  très  simple  :  globuleuse  (mia^ocoques),  allongée 
(baciUes)^  ondulée  (spirilles)  ou  variable  (microbes  pléo- 
morphes). 

L*examen  microscopique  ne  suffit  souvent  pas  pour  les  recon- 
naître; il  faut  employer  des  réactifs  colorants,  permettant  de 
colorer  les  microbes  à  l'exclusion  des  autres  éléments  organiques 
qui  restent  incolores. 

Pour  bien  étudier  les  propriétés  biologiques  des  microbes,  il 
est  nécessaire  de  les  isoler,  ce  qu'on  obtient  à  l'aide  des  méthodes 
de  culture,  soit  dans  des  milieux  liquides  (Pasteur),  soit  dans  des 
milieux  solides  (Koch). 

Il  n'est  généralement  pas  possible  de  conclure  du  caractère 
pathogénique  d'un  microbe  tant  qu'on  n'est  pas  parvenu  à 
reproduire  la  maladie  par  l'inoculation  du  parasite  soit  à  l'homme, 
soit  aux  animaux. 

Les  microbes  se  multiplient,  soit  par  fractionnement,  soit  par 
la  formation  de  spores.  Cette  multiplication,  très  lente  pour  cer- 
tains d'entre  eux  (lèpre,  tuberculose),  est  extraordinairement 
rapide  pour  d'autres  (choléra).  Un  seul  microbe  peut  donner 


naissance  à  quarante-sept  trillions  de  nouveaux  êtres  en  (rois 
jours  de  temps. 

Un  des  principaux  caractères  des  microbes,  c'est  leur  ubiquité: 
on  les  rencontre  dans  Pair,  le  sol,  les  eaux,  les  aliments,  les 
vêtements,  les  habitations,  et  à  la  surface  du  corps  humain. 

DifTérents  obstacles  entravent  la  multiplication  exagérée  des 
microbes  et  en  diminuent  les  ravages  :  tels  sont  le  manque  de  la 
nourriture  qui  leur  est  nécessaire,  Tinfluence  de  la  température 
extérieure,  Taction  chimique  de  certains  corps,  Tétat  de  la  peau 
ou  des  muqueuses,  la  résistance  de  l'organisme  à  leur  action 
nocive. 

La  propa^içation  des  microbes  pathogènes  peut  se  faire  par  con- 
tact direct  ou  indirect  avec  les  malades,  par  contact  avec  les  ani- 
maux infectés,  par  les  insectes,  par  Tingestion  d*eau  ou  d'aliments 
contaminés,  par  Pair  atmosphérique. 

Le  conférencier  fait  ensuite  voir,  en  projections,  les  principaux 
microbes  pathogènes  de  Thomme,  ainsi  que  leur  mode  de  déve- 
loppement dans  des  milieux  de  culture. 

Micrococais  pyogenes  aureus.  C'est  le  microbe  de  la  suppura- 
tion :  petites  cellules  arrondies,  se  groupant  par  doux,  par  quatre, 
par  séries  ou  en  masses  irrégulières;  peut  vivre  en  dehors  du 
corps;  très  répandu  dans  les  milieux  ambiants;  peut  être  tué  par 
la  chaleur  et  les  agents  chimiques. 

Micrococctis  de  l'érysipèle.  Petites  cellules  arrondies;  se  grou-   , 
pant  en  chaînons;  pouvant  vivre  hors  de  l'organisme;  a  été 
retrouvé  dans  les  salles  de  chirurgie;  facilement  tué  par  l'acide 
phénique  et  le  sublimé  corrosif. 

Micrococcus  de  la  pneumonie.  Cellules  ovalaires;  a  été  retrouvé 
dans  les  poumons'  des  personnes  mortes  de  pneumonie  ;  peut 
occasionner  des  épidémies  de  pneumonie  ;  on  a  décelé  sa  pré- 
sence sous  le  plancher  de  chambres  qui  avaient  été  occupées  par 
des  pneumoniques. 

Ces  trois  espèces  de  microbes  se  ressemblent  beaucoup  par 
leur  forme,  mais  elles  diffèrent  considérablement  par  leur  mode 
de  développement  dans  les  milieux  de  culture. 

Bacille  du  charbon.  Petits  bâtonnets,  se  multipliant  par  divi- 
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sions;  présente  souvent  des  spores.  Très  répandu  dans  les  con- 
trées marécageuses,  sur  les  rives  des  fleuves.  Peut  être  atténué 
par  la  chaleur  et  constitue  alors  un  vaccin  très  efficace. 

On  a  voulu  le  confondre  avec  le  bacille  du  foin,  mais  il  en 
diffère  par  sa  culture  et  par  ses  propriétés  pathogéniques. 

Bacille  de  la  fièvre  typhoïde.  Bâtonnets  à  extrémités  nettement 
arrondies;  s*introduit  chez  Thomnie  par  les  voies  digestives. 
Mode  de  culture  très  particulier.  N'a  jamais  pu  être  inoculé  aux 
animaux. 

Bacille  du  tétanos.  Petit  bâtonnet,  très  caractéristique  par  le 
mode  de  sporulation.  Très  répandu  dans  le  monde  extérieur  ; 
mais  il  meurt  rapidement  en  présence  de  Toxygène.  Produit  une 
ptomaîne  qui  peut  être  inoculée  aux  animaux. 

Spirille  du  choléra.  Microbe  ayant  la  forme  d'une  virgule; 
doué  de  mouvements  très  vifs.  Multiplication  excessivement 
rapide.  La  dessicaiion  le  lue  ;  certains  agents  chimiques  en  arrê- 
tent le  développement.  Pénètre  dans  Porganisme  par  les  voies 
digestives.  A  été  retrouvé  dans  certaines  eaux  stagnantes. 

Le  spirille  trouvé  par  Finkler  et  Prior,  dans  les  cas  de  choléra 
nostras,  ressemble  beaucoup  au  bacille  virgule  du  choléra  asia- 
tique, mais  il  en  diffère  par  le  caractère  de  sa  culture  et  par  les 
effets  de  son  inoculation. 

Microbe  de  la  fièvre  intermittente.  Appartient  à  la  classe  des 
protozoaires,  évoluant  exclusivement  à  Tintérieur  des  globules 
rouges  du  sang.  Les  diverses  |)hases  de  son  développement  coïn- 
cident avec  les  divers  stades  de  la  fièvre  intermittente. 

Bacille  de  la  tuberailose.  Périt  bâtonnet,  se  rencontrant  exclu- 
sivement dans  les  tuberculoses  ;  se  cultive  dans  le  sérum  du  sang 
coagulé.  A  pu  être  inoculé  aux  animaux. 

C'est  l'observation  des  effets  de  l'inoculation  du  bacille  tuber- 
culeux qui  a  conduit  le  D'  Koch  à  inventer  sa  méthode  de  trai- 
tement. 

Il  n'est  pas  encore  possible  de  porter  un  jugement  définitif  sur 
l'efficacité  thérapeutique  du  remède  découvert  par  Koch.  Mais  le 
conférencier  a  pleine  confiance  dans  cette  nouvelle  médication, 
malgré  les  attaques  vives,  et  parfois  injustes,  dont  elle  est  l'objet. 
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Tous  les  microbes  ne  sont  pas  nuisibles  à  Thomme;  il  en  est 
d'autres  qui  lui  sont  indifférents  :  tels  sont  les  microbes  chromo- 
gènes. D'autres  lui  sont  nécessaires,  par  exemple  les  microbes  de 
la  fermentation,  ceux  qui  président  à  certains  phénomènes  de  la 
digestion. 

Enfin,  il  est  une  grande  classe  de  microbes  qui,  en  hâtant  et 
favorisant  la  décomposition  des  matières  organiques  mortes» 
assure  le  maintien  de  Téquilibre  entre  la  production  d^éléments 
nutritifs  simples  et  le  développement  de  nouveaux  végétaux 
et  de  nouveaux  organismes  animaux.  Sans  la  présence  de  ces 
microbes,  la  conservation  de  la  vie  à  la  surface  du  globe  terrestre 
serait  bientôt  impossible. 

Cette  conférence  a  paru  dans  la  Revue  des  questions  scienti- 
FiQiES,  livraison  de  janvier  1891. 


SESSIONS  DES  7,  8  ET  9  AVRIL  i891 


SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  section 

Mardi,  7  avril  1891.  —  M.  Mansion  fait  rapport  sur  le  cha- 
pitre V  du  Mémoire  de  M.  de  Salvert  Sur  la  recherche  la  plus 
générale  d'un  système  orthogonal  triplemetit  isotherme,  et  pré- 
sente en  même  temps  à  la  section  un  appendice  à  ce  travail, 
contenant  deux  notes  relatives  à  ce  chapitre. 

Sur  la  proposition  du  rapporteur,  la  section  décide  Timpression 
de  ce  chapitre  V  dans  les  Annales. 

H.  Hansion  communique  les  remarques  suivantes  Sur  la  for- 
mule de  quadrature  de  Gauss.  «  I.  Soient  x^,  x^,  ...,  x^  les  n 
racines  réelles  et  distinctes  de  D"  (x'  —  1)"  =  0,  lesquelles  sont 
comprises  entre  —  1  et  +  1,  Gx  une  fonction  entière  ayant 
pour  les  valeurs  X|,  x^,  ...,  x„  de  la  variable  la  même  valeur 
que  Fxy  fonction  dont  la  dérivée  2n'^'  est  supposée  continue 
depuis  X  =  —  1  jusque  x  h-  1.  On  a 

/^Vxdx=/^'GxrfxH-R^.    îi^^^i^^li^^  J^,  (i) 

l  étant  une  valeur  intermédiaire  entre  —  1  et  -t- 1,  comme  nous 
Pavons  démontré  {C.  R.  de  Paris,  1886,  Cil,  pp.  422-42S, 
Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  3*  série,  t.  XI,  pp.  293- 
307).  Auparavant,  M.  Harkoff  était  arrivé  à  une  expression  de 


—  &»  — 

R^.  en  intégrale  définie,  d'où  il  était  facile  de  déduire  la  précé- 
dente {Mathemaiische  Annalen^   1885,  t.  XXV,  pp.  427-429). 

Au  point  de  vue  pratique,  la  forme  (1),  du  reste,  est  d'un 
usage  difficile,  puisqu'elle  exige  le  calcul  effectif  de  la  dérivée 
Sn***"*  de  Fx.  Mais  si  Fz,  où  jz  =  x  -t-  yt,  est  une  fonction  synec- 
tique  définie  dans  un  espace  fini  autour  de  la  droite  qui  réunit 
les  points  ayant  pour  afiixes  ( —  1)  et  (-h  1),  on  peut  faire  dispa- 
raître cet  inconvénient. 

On  a,  en  effet,  d'après  la  théorie  des  intégrales  curvilignes. 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  convenable.  Posons 
z  —  {  =  Te^i  et  intégrons  le  long  du  cercle  de  rayon  r.  On 
aura 

F*"ê  \       /^^ 

1.2  ...2n       27rt./         ^  ' 


Soit  M  le  module  maximum  de  F  (|  h-  t^%  pour  toutes  les 
valeurs  de  |  de  —  1  à  -h  1,  de  0  de  0  à  2rr,  c'est-à-dire  dans  la 
figure  limitée  par  les  deux  droites  j/  =  —  r,  y  =  -+-  r,  de 
x==s  —  1  àx=-+-  l,et  par  les  demi-circonférences  ayant 
pour  équation  xe=  —  1  — V/C'*^  —  î/^)>x=-h  1  •4-|/(r*  —  j/'); 
on  aura 

F»-Ç  M 


1.2  ...2n       r*- 

rclation  qui  permet  de  calculer  pratiquement  une  limite  supé- 
rieure de  Rsn- 

II.  On  peut  quelquefois  étendre  la  formule  de  Gauss  à  la 
recherche  d*une  intégrale 


/VXc/X, 


où  A  est  inférieur  à  B,  et  où  f\.  est  une  fonction  donnée  pour 
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les  valeurs  X|,  Xj,  ...,  X„  de  X.  Pour  cela  on  pose  X  =  gXy 
gx  étant  une  fonction  entière,  telle  que  pour 

on  ait 

En  effet,  on  a,  dans  ce  cas, 

f^f\il\  =  r'f[ijxWsdx (2) 

A  ^  -   \ 

pourvu  que  la  fonction  f\  soit  (elle  que  Tintégrale  du  premier 
membre  ait  la  même  valeur,  si  X  varie  continûment,  en 
croissant,  de  X  =±3  A,  jusque  X  =  B,  ou  si  X  passe,  continûment 
encore,  de  la  valeur  A  à  la  valeur  B,  mais  en  variant  comme  la 
fonction  ^x,  quand  x  croit  depuis  —  1  jusque  +  1.  L'intégrale 
du  second  membre  de  la  formule  (2)  pourra  s'obtenir,  par  la 
formule  de  Gauss,  après  que  Ton  aura  calculé  les  valeurs  de 
g'x  pour  X  =  X|,  X2,  •..,  x„ . 

M.  Mansion  signale  ensuite  les  imperfections  des  diverses 
méthodes  de  séparation  des  racines  des  équations  algébriques, 
soit  au  point  de  vue  pratique,  soit  au  point  de  vue  théorique,  et 
il  expose  le  principe  d'une  nouvelle  méthode.  Ce  principe  est  le 
suivant  :  le  procédé  de  Gauchy  pour  la  recherche  d'une  quantité 
inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines  réelles 
d*une  équation  algébrique  sans  racines  égales,  à  coefficients 
entiers  (le  premier  étant  l'unité),  peut  aussi  servir  à  trouver  une 
quantité  inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines 
réelles  distinctes,  dans  le  cas  où  l'équation  a  des  racines  égales. 

Une  discussion  s'engage  entre  les  membres  de  la  section  sur 
la  question  suivante  :  Faut-il  voiler,  signaler  ou  résoudre,  dans 
les  cours  d'enseignement  moyen,  certaines  difficultés  que  pré- 
sentent les  théories  relatives  aux  incommensurables,  aux  limites, 
aux  quantités  négatives  ou  imaginaires.  Après  échange  de  diverses 
observations,  la  section  admet  la  conclusion  suivante  :  Il  faut 


signaler  aux  élèves  les  difficultés  dont  il  s*agit  et  leur  apprendre 
qu'elles  ont  été  résolues  complètement  par  les  géomètres,  mais 
renvoyer,  pour  Texposé  des  démonstrations  qui  y  sont  relatives, 
aux  cours  universitaires.  Exiger  prématurément  des  élèves  la 
connaissance  de  ces  démonstrations,  ce  serait  leur  imposer  un 
fardeau  au-dessus  de  leurs  forces  et  leur  faire  perdre  un  temps 
précieux,  qu'ils  peuvent  employer  plus  fructueusement  à  acquérir 
le  marfiement  facile  de  l'analyse  et  de  la  géométrie.  D*autre  part, 
voiler  les  difficultés  aurait  pour  résultat  de  fausser  Fesprit  des 
élèves,  ce  qui  serait  encore  plus  pernicieux  (*). 

Jeudi,  9  avril  1891.  —  M.  Mansion  donne  lecture  du  rapport 
de  M.  De  Tilly  sur  le  mémoire  intitulé  :  Sur  le  mouvement  des 
projectiles  dans  Vair^  par  M.  le  comte  de  Sparre,  professeur  à 
la  Faculté  catholique  des  sciences,  de  Lyon. 

«  On  sait  que  le  problème  de  la  balistique  extérieure,  ou  du 
mouvement  des  projectiles  dans  Tair,  se  ramène,  dans  une 
première  approximation,  à  la  recherche  de  la  trajectoire  d'un 
point  matériel,  lancé  sous  un  angle  donné  avec  l'horizon  et 
soumis  à  chaque  instant  à  deux  forces  :  l'une  (la  pesanteur), 
constante  et  verticale;  l'autre  (la  résistance  de  l'air),  variable, 
dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  mais  uniquement 
fonction  de  la  vitesse  actuelle  du  point. 

Jean  Bernoulli  démontra,  en  1719,  que  ce  problème  se  réduit 

ê 

aux  quadratures  lorsque  la  résistance  de  l'air  s'exprime  par  un 
monôme  tel  que  au*"  (u  représentant  la  vitesse). 

Mais,  la  réduction  aux  quadratures  ne  constituant  pas  une 
solution  complète,  même  pour  les  expressions  monômes,  et 
n'étant  pas  applicable  aux  autres  expressions,  on  rechercha  des 


(*)  Dans  une  note  publiée  au  précédent  Bulletin,  pages  2  à  7,  M.  Mansion  a  oublié  de 
signaler  le  travail  suivant  de  M.  En.  Picard  :  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  et  la  méthode  des  approximations  partielles  (JOURNAL  DE  LlOCViLLB, 
continué  par  Jordan,  1890, 4«  série,  t  VI,  pp.  14IS-âlO,  231).  Dans  le  Bulletin  delà  Société 
mathématique  de  France  (189i,  t.  XIX,  pp.  61-64),  l'auteur  a  développé  une  nouvelle 
méthode  de  démonstration  du  théorème  fondamental  de  la  théone  des  équations  diffé- 
rentielles dont  le  principe  est  indiqué  dans  le  mémoire  qui  vient  d'être  cité. 
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méthodes  d'approximation,  lesquelles  peuvent  se  rapporter  à 
trois  idées  distinctes  :  construction  par  points;  développement  en 
séries;  modification  de  la  loi  de  la  résistance,  pour  faciliter  les 
calculs,  notamment  les  intégrations.  C'est  de  la  dernière  idée 
seule  qu'il  s'agira  dans  ce  qui  va  suivre. 

Borda,  Bézout,  Legendre  et  Français  l'avaient  appliquée  à 
rhypothèse  du  carré,  montrant  ainsi  qu'ils  ne  considéraient  pas 
la  théorie  de  Bernoulli  comme  satisfaisante  pour  la  pratique. 

Le  général  Didion  a,  le  premier,  appliqué  cette  méthode  à 
une  autre  hypothèse  (binôme  contenant  le  carré  et  le  cube)  dans 
son  Traité  de  Balistique  extérieure  (1847),  et  enfin  M.  de  Saint- 
Robert  l'a  généralisée  pour  une  loi  quelconque. 

L'hypothèse  simplificative  de  Didion  consiste,  en  résumé,  à 
remplacer,  dans  l'expression  de  la  résistance  de  Pair,  le  facteur 
/■(ti),  dépendant  de  la  vitesse,  par  ^~^^\  9  représentant 
l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  trajectoire,  et  a  représentant  la 
valeur  moyenne  de  ^^ . 

Il  est  facile  de  calculer  une  limite  de  l'erreur  due  à  cette 
hypothèse;  mais,  sans  aucun  calcul,  on  voit  bien  que  les  résultats 
ne  seront  plus  applicables  avec  une  grande  approximation 
qu'aux  trajectoires  tendues  (peu  courbes),  à  moins  de  diviser 
la  trajectoire  en  plusieurs  arcs. 

Malgré  cela,  l'hypothèse  de  Didion  a  été  jugée  si  commode, 
qu'elle  a  été  généralement  adoptée.  Quand  la  loi  n'est  pas 
monôme,  celte  hypothèse  seule  permet  de  séparer  les  variables 
et  de  ramener  la  question  aux  quadratures;  quand  la  loi  est 
monôme,  les  variables  se  séparent  toujours,  comme  Bernoulli 
Ta  fait  voir;  mais  l'hypothèse  de  Didion  permet  de  plus,  dans 
ce  cas,  d'achever  complètement  les  quadratures,  en  termes  finis 
et  par  les  fonctions  élémentaires. 

On  aurait  donc  pu  considérer  la  question  balistique  (réduite 
au  mouvement,  défini  ci-dessus,  d'un  point  matériel)  comme 
complètement  résolue,  si  la  résistance  de  l'air  avait  pu  s'exprimer, 
avec  une  exactitude  suffisante,  par  un  monôme  de  la  forme  aw*. 

Mais  les  expériences  du  dernier  quart  de  siècle,  exécutées  et 


discutées  avec  plus  rie  précision  qu'autrefois,  ont  introduit  dans 
la  question  une  difficulté  nouvelle.  Elles  ont  prouvé  : 

l""  Que  la  loi  monôme  au",  et  même  la  loi  théorique  a ti\ 
est  suffisamment  exacte  pour  les  vitesses  faibles  (inférieures  à 
240  mètres)  ou  fortes  (supérieures  à  420  mètres),  mais  très 
inexacte  entre  ces  deux  limites  ; 

^  Que  si  Ton  voulait  adopter  une  loi  moyenne  applicable  à 
toutes  les  vitesses,  ou  d'un  bout  à  Tautre  d*une  trajectoire  très 
étendue,  la  valeur  la  plus  convenable  de  n  serait  3; 

3®  Que  si  Ton  veut,  au  contraire,  étudier  séparément  Tun  des 
arcs  où  la  vitesse  est  comprise  entre  240  et  420  mètres,  la  valeur 
la  plus  convenable  de  n  peut  devenir  4,  K,  oo  même  6. 

On  se  trouve  donc,  pour  les  valeurs  de  n,  devant  une  difficulté 
analogue  à  celle  qui  a  été  mentionnée  plus  haut  pour  les  valeurs 
de  a  dans  le  tir  courbe  :  on  ne  peut  obtenir  une  grande  exactitude 
(même  dans  le  calcul  des  trajectoires  tendues,  celte  fois)  qu*en 
divisant  la  trajectoire  en  plusieurs  arcs. 

L'auteur  du  mémoire  soumis  à  mon  examen,  déjà  connu  par 
de  remarquables  travaux  de  balistique,  signale  les  inconvénients 
de  ce  procédé,  dont  il  cherche  à  affranchir  les  calculateurs. 
Outre  la  complication  résultant  de  la  décomposition  en  plusieurs 
arcs  (surtout  dans  les  problèmes  inverses),  la  courbe  qui 
représente  la  résistance  de  Tair  pour  les  différentes  vitesses 
offre  un  point  anguleux  chaque  fois  que  Ton  change  de  formule 
(les  différentes  courbes  ne  se  raccordant  pas  aux  points  où  elles 
se  rencontrent),  fait  qui  ne  doit  pas  exister  dans  la  courbe 
réelle,  et  qui  doit  inspirer  des  doutes  bien  légitimes  au  sujet 
des  calculs  dans  lesquels  on  serait  conduit  à  différentier  les 
formules  obtenues.  De  plus,  dans  cette  méthode,  il  est  bien 
difficile  de  voir  comment  il  faudrait  modifier  la  formule  de 
résistance  pour  passer  d'un  projectile  à  un  autre,  différant  du 
premier  par  la  forme  antérieure,  et  pour  lequel  on  ne  posséderait 
pas  de  résultats  expérimentaux. 

M.  de  Sparre  recherche  une  forme  de  la  loi  de  résistance  qui, 
non  seulement  convienne  à  toutes  les  vitesses  (ce  qui  serait  rela- 


tivement  facile  et  avait  déjà  été  fait),  mais  qui,  en  outre,  per- 
mette d*achever  les  quadratures  auxquelles  conduit  Thypothèse 
simplificative  de  Didion,  en  termes  fipis  et  en  fonctions  élémen- 
taires. 

Il  utilise  habilement,  dans  ce  but,  cette  propriété  très  connue 
des  expressions  de  la  forme 


y(x,l/(x  — o)'-*-6')dx, 

où  (p  est  rationnel,  de  s'intégrer  exactement,  et  il  détermine  la 
forme  cp  et  les  constantes  (a,  6,  et,  en  outre,  celles  qu'introduit  le 
choix  de  f),  de  manière  à  faire  concorder  la  loi  analytique  avec 
celle  de  Texpérience,  pour  toutes  les  vitesses. 

Il  développe  les  calculs,  construit  la  table  qui  doit  les  rempla- 
cer dans  la  pratique  et  en  fait  l'application  à  un  système  déter- 
miné. 

La  seconde  partie  du  mémoire,  bien  qu'étant  tout  aussi 
intéressanie,  me  parait  moins  susceptible  que  la  première  d'une 
analyse  détaillée. 

L'aureur  s'y  occupe  de  la  trajectoire  des  projectiles  cylindro- 
ogivaux,  de  la  résistance  de  l'air  sur  ces  projectiles  et  de  l'in- 
fluence de  leur  mouvement  de  rotation  sur  la  résistance  et  sur 
la  trajectoire.  Ses  théories  diffèrent  principalement  des  méthodes 
ordinaires  par  les  points  suivants. 

Dans  la  méthode  ordinaire,  il  se  produit  une  certaine  confu- 
sion entre  les  pressions  exercées  par  l'air  sur  la  partie  antérieure 
et  sur  la  partie  postérieure  du  projectile.  Ce  qu'on  appelle 
résistance  de  l'air  ou  force  retardatrice  du  mouvement,  c'est 
l'excès  de  la  pression  totale  de  l'air  en  avant  sur  sa  pression  en 
arrière.  Cette  remarque  peut  être  considérée,  il  est  vrai,  comme 
contenue  implicitement  dans  la  théorie  ordinaire,  mais  on  l'y 
perd  quelquefois  de  vue,  notamment  quand  on  calcule  l'influence 
de  la  forme  antérieure  (ou  de  l'obliquité  de  la  surface  antérieure) 
sur  la  résistance.  Celle-ci  comprend  en  réalité  trois  parties  :  une 
pression  dynamique  en  avant,  une  pression  statique  en  avant 
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(qui  se  réduirait  à  la  pression  atmosphérique  si  le  projectile  était 
au  repos)  et  une  pression  en  arrière  (qui,  dans  la  même  hypo- 
thèse, ferait  équilibre  à  la  seconde).  Or,  il  parait  évident  que,  de 
ces  trois  parties,  la  première  seule  dépend  réellement  de  Tincli- 
naison  des  surfaces  antérieures;  donc,  si  les  deux  autres  parties 
ne  se  détruisent  pas  entre  elles,  le  résultat  du  calcul  relatif  à  la 
forme  de  la  surface  antérieure,  tel  qu'il  est  exposé  dans  tous  les 
auteurs,  doit  être  inexact. 

La  considération  des  trois  pressions  permet  d'expliquer,  jus- 
qu'à un  certain  point,  les  variations  (signalées  plus  haut)  de 
Fexposant  de  la  vitesse  dans  la  résistance  de  l'air. 

On  peut  admettre,  en  effet,  que,  conformément  à  la  théorie, 
la  pression  dynamique  soit  toujours  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse. 

Si,  alors,  cette  vitesse  est  très  faible,  les  deux  pressions  sta- 
tiques se  balancent  à  très  peu  près,  et  la  résultante  elle-même 
reste  proportionnelle  au  carré. 

Dans  tous  les  autres  cas,  la  résistance  comprend  trois  parties  : 

Un  terme  positif,  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse; 

Un  terme  positif  (pression  statique  en  avant),  augmentant 
peut-être  avec  la  vitesse,  mais  moins  rapidement  que  son  carré 
(M.  de  Sparre  le  considère  même  comme  constant); 

Un  terme  négatif  (pression  statique  en  arrière),  diminuant 
quand  la  vitesse  augmente. 

Pour  les  vitesses  moyennes,  on  comprend  que  le  dernier  terme 
puisse  avoir  une  influence  assez  grande,  et  qu'alors  la  résistance 
de  l'air  croisse  plus  rapidement  que  le  premier  terme  ou  que  le 
carré  de  la  vitesse. 

Mais  aux  très  grandes  vitesses,  ce  troisième  terme  peut  dimi- 
nuer jusqu'à  devenir  négli$2:eable,  et  alors  l'exposant  peut 
redescendre  jusqu'à  2  (et  même  au-dessous,  à  cause  du  second 
terme). 

Toutes  ces  idées  ne  sont  pas  absolument  nouvelles  ;  on  en 
trouverait  peut-être  le  premier  germe  dans  Y  Introduction  à  la 
mécanique  industrielle  de  Poncelet  (page  155);  mais  M.  de 
Sparre  est  le  premier,  je  pense,  qui  en  ait  tenu  compte  dans  les 


—  •*  — 

calculs  balistiques.  Son  expression  de  la  résistance  de  Pair  (dans 
le  sens  de  Taxe)  est  la  suivante  : 

3  —  2  ces  r  —  cosV    . 

Sp„— p'  ^  S.0,066  Ç -II'; 

6 

S,  section  du  projectile  perpendiculairement  à  Taxe,  en  mètres 
carrés;  po>  pression  atmosphérique  par  mètre  carré;  p\  pression 
de  Tair  en  arrière;  u,  vitesse  en  mètres;  7,  angle  au  centre  de 
Togive  (90°  pour  une  demi-sphère). 

Le  dernier  terme  de  cette  formule  représente  la  pression 
dynamique.  Abstraction  faite  du  facteur  en  7,  ce  terme  n*a  pas 
été  obtenu,  comme  dans  la  méthode  ordinaire  (qui  est,  au  fond, 
celle  de  Newton),  en  considérant  le  choc  du  projectile  contre  les 
molécules  d'air,  mais  bien  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
formules  relatives  à  Fécoulemcnt  des  fluides,  comme  Ta  fait 
M.  le  capitaine  Vallier,  dans  un  mémoire  publié  dans  le  Journal 
de  Liouville  (3*  série,  t.  IX). 

Le  résultat  est  le  même  en  ce  qui  concerne  Texposant,  mais  le 
coefficient  est  mieux  d'accord  avec  Texpérience  ;  celui  de  la 
méthode  de  Newton  devait  subir  une  correction,  ce  qui  est  tou- 
jours désavantageux  au  point  de  vue  du  contrôle  des  résultats, 
comme  nous  allons  en  trouver  une  preuve  nouvelle. 

L'application  de  sa  formule  conduit  plusieurs  fois  Fauteur  a 
remploi  des  fonctions  elliptiques;  il  fait  observer  qu'on  peut  les 
éviter  en  adoptant  une  forme  de  la  résistance  proportionnelle  à 
la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  mais  en  choisissant  le  coeffi- 
cient de  manière  à  ramener  la  portée  totale  à  ce  qu'elle  doit  être 
d'après  la  formule  exacte. 

Malgré  ce  correctif,  on  trouvera  sans  doute  que  le  résultat  a 
quelque  chose  de  paradoxal,  surtout  en  ce  qui  concerne  le  mou- 
vement autour  du  centre  de  gravité,  où  les  deux  pressions  sta- 
tiques n'interviennent  pas,  et  où  la  résistance  devrait  donc  être 
proportionnelle  au  carré  et  non  à  la  quatrième  puissance.  Il  en 
résulterait,  une  fois  de  plus,  que  les  faits  peuvent  s'accorder  avec 
bien  des  hypothèses,  lorsque,  dans  ces  dernières,  il  reste  place 
pour  des  indélerminées  ou  des  coefficients  de  correction. 
XV.  r> 


Quoi  qu*il  en  soit,  le  mémoire  de  M.  le  comte  de  Sparre  con- 
tient incontestablement  d*excellentes  observations  et  de  nou- 
velles méthodes  balistiques  très  dignes  d*examen.  J'ai  Thonneur 
de  proposer  à  la  section  d*en  ordonner  l'impression  dans  les 
Annales  de  la  Société  et  d'adresser  des  remerciements  à  Fau- 
teur. » 

Ces  conclusions  sont  adoptées. 

M.  tioedseels  fait  rapport  sur  le  travail  du  R.  P.  Gurtis  :  On 
certain  relations  belweeti  the  osculating  circle  at  any  point  on  a 
curve  and  certain  other  circles  connected  with  the  same  point.  Le 
rapporteur  fait  des  réserves  au  sujet  de  la  rigueur  des  raisonne- 
ments employés,  et  demande  que  le  travail  soit  soumis  à  un 
second  rapporteur  en  vue  d  examiner  notamment  si  les  résultats 
du  R.  P.  Curtis  sont  nouveaux. 

M.  Mansion  est  nommé  second  rapporteur. 

Une  discussion  s'engage  ensuite  entre  divers  membres  de  la 
section  au  sujet  de  la  valeur  relative  des  méthodes  géométriques 
et  des  méthodes  analytiques  pour  la  recherche  et  l'étude  des 
vérités  géométriques.  MM.  Gilbert  et  d'Ocagne  défendent  les 
méthodes  empruntées  à  la  géométrie  pure,  alléguant  notamment 
l'impossibilité  pratique  d'aborder  par  le  calcul  certaines  questions 
géométriques;  MM.  Goedseels  et  Mansion,  au  contraire,  sou- 
tiennent que  la  principale  méthode  de  recherche,  même  en 
géométrie,  est  l'analyse.  Le  nombre  des  vérités  géométriques 
trouvées  par  l'analyse  est  incomparablement  plus  grand  que 
celui  des  vérités  découvertes  par  la  géométrie  pure.  Bien 
entendu  qu'en  pratique  le  mieux  est  de  se  servir  alternative- 
ment des  deux  méthodes,  en  employant  en  chaque  occasion 
celle  qui  conduit  le  plus  naturellement  au  but  que  l'on  veut 
atteindre. 

M.  Gilbert  lit  un  rapport  de  M.  Ch.  de  la  Vallée  Poussin  iils 
sur  le  travail  posthume  de  M.  de  Marsilly,  Sur  la  fonction  S~  • 
Conformément  aux  conclusions  de  ce  rapport,  auxquelles  se  rallie 
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le  R.  P.  Lucas,  second  rapporteur,  la  section  estime  qu*en  raison 
de  Textréme  complication  des  résultats  et  des  raisonnements 
servant  à  les  obtenir,  il  n*y  a  pas  lieu  d*insérer  ce  mémoire  dans 
les  Annales. 

M.  d^Ocagne  présente  aux  membres  de  la  section  des  exem- 
plaires d'un  article  qu'il  a  inséré  dans  la  Revue  générale  des 
eciences,  du  D'  Olivier,  et  relatif  au  Répertoire  bibliographique 
des  sciences  mathématiques,  dont  la  publication  a  été  décidée  au 
Congrès  international  de  bibliographie  des  sciences  mathéma^ 
tiques,  tenu  à  Paris  du  16  au  19  juillet  1889.  Il  annonce  que  Ion 
fera  paraître  prochainement  un  premier  volume  de  ce  répertoire, 
Contenant  le  dépouillement  des  mémoires  publiés  dans  les  grands 
recueils  mathématiques. 

M.  d'Ocagne  fait  ensuite  la  communication  suivante  : 

«  Lorsqu'on  a,  en  vue  de  certains  besoins  pratiques,  à  se 
servir  fréquemment  d'une  même  formule,  on  peut  s'affranchir 
de  la  nécessité  d'effectuer  les  calculs  numériques  qu'entraîne 
son  application  en  construisant  un  tableau  graphique  ou  abaque, 
donnant  k  vue  les  résultats  auxquels  conduit  cette  formule. 
L'usage  de  tels  abaques  tend  à  se  généraliser  de  plus  en  plus.  Il 
est  aujourd'hui  systématiquement  adopté  dans  nombre  de 
grands  services,  comme  celui  du  Nivellement  général  de  la 
France,  où  il  a  été  introduit  par  M.  l'ingénieur  des  mines  Lai- 
lemand,  inventeur  d'un  système  particulier  d'abaques  fort  ingé- 
nieux. 

B  Ce  procédé  particulier  de  calcul,  à  part  quelques  cas  isolés 
d'application,  ne  semble  avoir  vraiment  pris  son  essor  qu'à  dater 
de  la  publication  par  Pouehet  de  son  Arithmétique  linéaire 
(1795).  Mais  ce  sont  surtout  les  travaux  de  M.  Lalanne  (1843) 
qui  ont  provoqué  son  extension. 

»  Le  procédé  qui  s'offre  immédiatement  à  l'esprit  pour  repré- 
senter  graphiquement  une  équation  à  trois  variables  consiste  à 
considérer  deux  d'entre  elles  comme  des  coordonnées  courantes, 
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la  troisième  comme  un  paramètre  arbitraire,  et  à  figurer  sur  le 
plan  les  courbes  ainsi  définies.  Le  principe  de  Fanamorphose, 
imaginé  par  M.  Lalanne,  consiste  à  prendre  pour  coordonnées 
courantes,  au  lieu  de  deux  des  variables,  certaines  fonctions  de 
ces  variables,  de  manière  à  substituer  aux  courbes  du  premier 
tableau  de  simples  droites  chaque  fois  que  la  chose  est  possible. 
Toutefois  M.  Lalanne  n'avait  pas  énoncé  son  principe  avec 
toute  la  généralité  qu'il  comporte;  mais  la  généralisation  en 
découlait  nécessairement,  et  ne  pouvait  échapper  à  aucun  géo- 
mètre s'appliquajit  à  la  question.  On  la  trouve  d'ailleurs  explici- 
tement formulée  dans  un  mémoire  de  M.  Massau  sur  l'intégra- 
tion graphique  {Annales  de  l'Association  des  ingénieurs  de  Gand, 
1884,  chap.  III). 

»  J'ai,  pour  ma  part,  indiqué  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées^ 
1884,  2*  sem.,  p.  531  ;  Génie  civilj  t.  XVII,  p.  34-3)  comment, 
toutes  l6s  fois  que  le  principe  de  l'anamorphose  est  applicable, 
l'emploi  judicieux  du  principe  de  dualité  permet  d'obtenir  des 
abaques  d'une  autre  nature,  plus  simples,  plus  nets  et  surtout  se 
prêtant  plus  facilement  à  l'interpolation  à  vue. 

»  Pour  le  cas  de  plus  de  trois  variables,  il  n'y  a  pas  de  méthode 
absolument  générale,  mais  on  peut  indiquer  des  méthodes  parti- 
culières applicables  à  des  classes  fort  étendues  d'équations,  com- 
prenant à  peu  près  toutes  celles  qui  se  rencontrent  dans  la 
pratique.  Telles  sont  notamment  la  remarquable  méthode  des 
abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  scienceSf  t.  GII,  p.  816),  celle  aussi  dont  j'indiquais 
récemment  le  principe  pour  le  cas  de  quatre  variables  {Comptes 
rendus^  L  CXII,  p.  421)  et  qui  dérive  d'une  extension  de  ma 
méthode  pour  le  cas  de  trois  variables. 

»  L'étude  comparative  de  ces  diverses  méthodes,  tirées  par 
leurs  auteurs  de  points  de  départ  tout  différents,  m'a  permis  de 
reconnaître  entre  elles  des  liens  tels,  que  j'ai  été  amené  à  les 
faire  découler  toutes^  par  une  marche  uniforme,  de  principes 
fort  simples,  en  sorte  que  leur  fusion  en  un  tout  unique  arrive  à 
constituer  une  sorte  de  petit  corps  de  doctrine  auquel  je  propose 
de  donner  le  nom  de  nomographie  (vofxoç,  loi).  Il  s'agit,  en  effet. 


de  la  traduction  graphique  de  la  loi  qui  unil  plusieurs  quantités 
simultanément  variables,  loi  dont  ce  qu'on  appelle  équation  n'est 
que  la  traduction  analytique. 

»  J*ai  fait  de  la  nomographie  un  exposé  méthodique  qui  va 
paraître  prochainement  sous  forme  d'un  petit  volume  avec  des 
exemples  nombreux  puisés  dans  la  pratique  courante,  et  propres 
à  éclairer  le  lecteur  sur  la  mise  en  œuvre  des  principes  formulés. 
J'aurai,  dès  qu'il  aura  paru,  l'honneur  d  offrir  cet  ouvrage  à  la 
Société  scientifique.  » 

M.  Gilbert  communique  à  la  section  une  remarque  intéres- 
sante de  M.  Ch.  de  la  Vallée  Poussin  CIs,  sur  certaines  inté- 
grales doubles. 

M.  Gilbert  appelle  ensuite  l'attention  sur  une  règle  de  con- 
vergence des  séries  à  termes  positifs,  signalée  plus  ou  moins 
nettement  par  Kummer,  du  Bois-Reymond,  Jensen,  etc.,  se 
démontrant  avec  une  extrême  simplicité,  et  renfermant  la  plu- 
part des  critériums  de  convergence  en  usage. 

1.  Soient  Sti„,  I,v„  deux  séries  à  termes  positifs,  A  une  con- 
stante positive  quelconque  :  Si  l'on  a  constamment^  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n,  l'inégalité 

(«) v„ —  V.+1  >  A  >  0, 


«n 


la  série  Sm,.  sera  convergente;  si  Von  a,  au  contraire, 

(?) v„ <?.+i  <  0, 

u. 


n 
Vm 


et  si  la  série  il-    est  divergente,  la  série  ilu,,  sera  divergente. 
En  effet,  de  l'inégalité  (a)  on  lire 


(r)  .    .    .         .    M„v^  —  ti.+,v.+,  >  ku„  >  0; 

le  produit  positif  u„v^  décroit  constamment  lorsque  n  croit;  il 
tend  vers  une  limite  k  égale  ou  supérieure  à  zéro.  Donc  la  série 
à  terme  positifs 

2  {u^v„  —  ii.+|tv,)  =  (woVo  —  w,v,)  -♦-  (w,r,  —  u,!?,)  -i 
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est  convergente  et  a  pour  somme  UqVq  —  k.  En  vertu  de  Tinéga- 
lité  (7),  la  série  SAti„  =  M,u„  est  convergente,  ses  termes  étant 
moindres  que  ceux  de  la  précédente. 

D'autre  part,  si  Pinégalitc  (^)  est  vérifiée,  on  peut  récrire 

> = :— , 

et  puisque  la  série  £^  est  divergente,  la  série  £u„,  dans  laquelle 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  plus  grand  que  dans  la 
série  S-  ,  sera  divergente  d'après  un  principe  connu. 

2.  Les  inégalités  (a)  et  ((3)  peuvent  s'écrire 


W-M    ^   ,          ^n+l--V„             A 

-^  <  \ . 

««                     v,^.,           r^, 

«*«                     «^-+1 

et  conduisent  aux  règles  suivantes  : 

l""  Prenons  v„  =  i,  ce  qui  satisfait  à  la  condition  X[,^  diver- 
gente. La  série  Su^  sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que 
Ton  aura 

JLtl^i^A,       -^>l, 

critérium  connu  et  souvent  employé. 

2"  Prenons  v^  =  n  —  1,  ce  qui  satisfait  encore  à  la  condition 
relative  à  ^I-,  .  On  conclura  que  la  série  Su„  est  convergente 
ou  divergenie  suivant  que 

<1 ou       >i 

M„  n      n  ti„  n 

■ 

Cette  règle  est  équivalenie  h  celle  de  Raabc  ou  de  Duhamel. 

3'  Si  Ton  prend  v„=^{n —  1)l.(w  —  î)  [I.  désigne  le  loga- 
rithme népérien],  on  verra  de  même  que  la  série  Y,u„  est  con- 
vergente ou  divergente,  suivant  que 


u„        \         n! 


l 


•(-=; 


l.n 


A 

nln 
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OU 


u„        \         ni 

/.  1    - 

L'  '     i.v 

et  ainsi  de  suite. 

3.  On  peut  ajouter  la  remarque  suivante  :  Si  Ton  a  eonstam- 
ment 

W t^„-— «^-^<-A<0. 

on  en  eonclut 

Le  produit  ti„t;,,,  constamment  croissant,  tend  vers  Tinâni  ou 
vers  une  limite  fixe  k.  Supposons  le  dernier  cas.  La  série  à  termes 
positifs 

sera  convergente  et  aura  pour  somme  —  tioVo  -+•  *.  Donc,  a  for- 
liorij  la  série  £Au„  <=>  ASu„  sera  convergente.  Mais,  d'après  un 
théorème  ci-dessiis,  la  série  £ti„  doit  être  divergente  dans  le  cas 
actuel,  si  la  série  £^  est  divergente,  car  Tinégalité  (P)  est  véri- 
fiée. Donc,  si  rinégalité  (d)  est  vérifiée  ainsi  que  la  condition 
lini  u^Vn^=^ky  la  série  £-    sera  convergente. 


Enfin  la  section  procède  à  Télection  des  membres  du  bureau 
pour  lexercice  1891-1892.  Sont  nommés  : 

Président,  MM.  C.  Le  Paige. 

1"  Vice- Président,  E.  Pasquier. 

2®    Vice- Président,  E.  Suttor. 

Secrétaire,  H.  Dutordoir. 
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Deuxième  section. 

Jeudi,  9  avril  1891.  —  M.  Maurice  Delacre  fait  quelques 
remarques  au  sujet  de  la  constitution  de  la  chloralide. 

Ce  corpsy  découvert  par  Staedeler  en  faisant  agir  le  chloral  sur 
Taeide  sulfurique  concentré  en  excès,  répond  à  la  formule  brute 
C^H^GI^O^  Il  se  présente  en  cristaux  vitreux  fondant  à  IIS®. 

La  constitution  de  ce  corps  est  restée  inconnue  jusqu'aux 
travaux  de  M.  Wallach,  publiés  en  1876  dans  les  Bulletins  de  la 
Société  chimique  de  Berlin.  Ce  savant  chimiste  a  observé  que 
Talcool  agit  sur  la  chloralide  pour  donner  du  trichlorolactate 
d*éthyle  et  de  falcoolate  de  chloral;  il  conclut  de  là  que  ce 
corps  est  formé  par  la  condensation  du  chloral  avec  Facide 
trichlorolactique.  A  prendre  à  la  lettre  le  mot  condensation, 
c'est-à-dire  si  Ton  veut  faire  participer  le  chloral  et  Facide 
trichlorolactique  à  la  formation  dé  Feau  qui  se  dégage,  il  n*y  a 
qu'une  manière  de  rendre  compte  de  ce  fait,  et  la  formule 
adoptée  par  M.  Wallaeh  s'impose. 

Voici  la  réaction  : 

OH  0 

CCl».CHC  OHC.CC  !•= CCl'.CHC        >HC.CC1»  -♦-  H«0. 

^CO.OH  ^C0«^ 

L'expérience  a  donné  raison,  sinon  à  cette  formule,  du  moins 
au  fait  expérimental  sur  lequel  l'auteur  l'avait  établie.  On  connaît 
aujourd'hui  toute  une  série  de  chloralides  ;  car,  au  lieu  d'unir  le 
chloral  à  l'acide  trichlorolactique,  on  peut  réaliser  la  combi- 
naison du  chloral,  ou  plus  généralement  d'une  aldéhyde,  avec 
un  oxacide  quelconque. 

D'après  M.  Delacre,  ces  faits  intéressants,  dont  on  doit  la  con- 
naissance à  M.  Wallaeh,  sont  susceptibles  d'une  interprétation  un 
peu  différente.  Rapportons-nous,  en  effet,  à  la  formule  brute  de 
la  chloralide  telle  qu'elle  a  été  établie  par  Staedeler  il  y  a  plus 
de  quarante  ans;  nous  voyons  qu'elle  représente  la  fixation  d'une 
molécule  d'oxyde  de  carbone  sur  deux  molécules  de  chloral 

2C*HCl»0  -+-00  =  C»H«CI60». 
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Il  est  permis  de  croire  que  les  choses  se  passent  réellement 
ainsi  lorsqu'on  fait  agir  Facide  sulfurique  sur  le  chloral  :  on 
sait  avec  quelle  facilité  celui-ci  donne  du  chloroforme;  il  y  a 
nécessairement  production  simultanée  d*oxyde  de  carbone  sous 
Tune  ou  l'autre  forme. 

Quant  à  la  fixation  de  Toxyde  de  carbone,  M.  Delacre  estime 
qu'elle  cadre  parfaitement  avec  ce  que  nous  savons  des  aldéhydes. 
Il  suffirait,  pour  établir  le  caractère  de  non-saturation  de  cette 
série  de  corps,  de  rappeler  leur  combinaison  avec  Tejau,  l'alcool, 
le  chlorure  d'acétyle,  l'alcool  méthylique,  etc. 

Cette  fixation  peut  se  faire,  il  est  vrai,  de  deux  manières,  et 
donner  pour  la  chloralide  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules, 

/CO    .  yCO-Ov 

CCl'.CHC         )CH  CCI»  (1)        ou        CC1».CH<  >HaCCl»  (II). 

^O-O'^  ^0      ^ 

M.  Wallach  a  adopté  la  seconde  sans  discuter  la  première. 
M.  Delacre  croit  que  si  l'on  veut  considérer  la  chloralide  comme 
provenant  de  la  fixation  de  l'oxyde  de  carbone  sur  deux  molécules 
de  chloral,  c'est  la  formule  (I)  qu'il  faut  choisir.  Dans  la  for- 
mule (II),  les  deux  molécules  de  chloral  ne  remplissent  pas  les 
mêmes  fonctions;  pour  la  maintenir,  on  doit  admettre  que  le 
chloral  en  présence  d'acide  sulfurique  concentré  fixe  de  l'acide 
formique  pour  donner  de  Tacide  trichlorolactique,  ce  qui  ne 
peut  se  soutenir.  Si  l'on  explique  les  réactions  en  admettant 
la  fixation  de  l'oxyde  de  carbone  au  chloral  pour  donner  la 
trichlorolactide,  il  y  a  simple  addition  de  celle-ci  au  chloral;  la 
déshydratation  n*est  plus  là  pour  faire  marcher  la  réaction  selon 
la  formule  de  M.  Wallach. 

A  première  vue,  il  parait  facile  de  choisir  entre  les  deux  for- 
mules; la  première  seule  contient  un  groupement  acétonique. 
M.  Delacre  a  constaté  que  la  chloralide  se  combine  à  la  phényl- 
hydrazine  en  solution  acétique;  l'azonefond  à  230* en  se  décom- 
posant. 

L'auteur  a  essayé  de  plus  l'action  du  zinc-éthyle;  le  produit 
n'est  pas  attaqué  en  solution  éthérée;  en  chauffant  au  bain-marie 
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de  façon  à  distiller  le  dissolvant,  il  s'est  produit  une  formidable 
explosion;  Tessai  se  faisait  seulement  sur  0^,5  de  chloralide. 

M.  Louis  Henry  présente  quelques  observations  au  sujet  de 
cette  manière  de  voir. 

M.  Paul  Henry  expose  des  résultats  de  Pétude  qu'il  a  entre- 
prise des  transformations  réciproques  des  lactones  en  acides- 
alcools. 

Les  corps  qui  ont  été  mis  en  expérience  sont  : 

a)  La    lactone    butyrique   CO  —  CH2  —  CH,  —  CH,   et  la 

I I 

0 
lactone  valérique  CO  —  CHj  —  CHj  -  CH  —  CH,  ; 

I ^1 

0 

6)  Les  acides  y  oxy-butyrique  COOH  -  CH,— CH,  —  CH^OH 
etyoxy.valériqueCOOH  — CHj  — CH,  — CH(OH)  — CH5. 

Cette  étude  a  été  faite  au  point  de  vue  de  la  viiesse  de  la 
transformation.  Sous  Paction  de  diverses  bases,  des  lactones  se 
transforment  dans  les  acides  correspondants  (en  réalité  en  leurs 
sels). 

Sous  Taction  des  acides,  les  acides  7  se  transforment  en  lactones. 

Les  détails  et  les  conclusions  de  ce  travail  seront  publiés  ulté- 
rieurement. 

A  Toccasion  de  la  communication  de  M.  Delacre,  M.  Louis 
Henry  attire  Pattention  de  la  section  sur  le  chloral  et  son  hydrate. 
Il  expose  les  divers  points  de  vue  qui  font  de  ce  composé,  au 
milieu  de  tous  les  produits  carbonés,  un  corps  éminemment 
classique  et  propre  à  servir  d'exemple  à  plusieurs  principes 
généraux.  Il  montre  enfin  que  la  déshydratation  de  Phydrate 
de  chloral  par  Pacide  sulfurique  constitue  une  des  rares  réactions 
chimiques  accompagnée  d'une  production  de  froid. 

Le  rapprochement  des  chiffres  suivants  permet  de  rendre 
compte  de  ce  phénomène  : 

C,HCI,0,  H.O  =  1 1 ,8    calories. 
H,S04,H,0=   6,272     — 
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M.  Henry  s'occupe  ensuite  de  la  volatilité  dans  les  composés 
carbonés  chloro-nitrés. 

II  montre  par  divers  exemples  pris  dans  les  composés  mono- 
carbonés que  la  coexistence  des  radicaux  Cl  et  N0«  constitue 
une  cause  puissante  de  volatilité. 

Il  termine  la  série  de  ses  communications  par  Texposé  des 
résultats  qu'il  a  obtenus  dans  les  recherches  qu'il  a  entreprises 
sur  la  fusibilité  dans  les  composés  carbonés.  Il  constate  par  de 
nombreux  exemples  que  la  fusibilité  est  régie,  dans  ces  com- 
posés, par  des  lois  d'une  toute  autre  nature  que  la  volatilité, 
et  il  montre  combien  elle  est  puissamment  influencée  par  la 
présence  de  l'hydrogène. 

La  section  procède  au  renouvellement  de  son  bureau.  Sont 
nommés  : 

Président,  MM.  Louis  Henry. 

Vice^Prêsidenls,  Fr.  Dbwalqub  et  G.  LByouiE. 

Secrétaire,  Paul  Henry. 


Troisième  section. 

Mardi,  7  avril  1891.  —  Communication  de  M.  Proost  sur 
Les  champs  d'expérience  et  la  carte  agronomique. 

Georges  Ville  est  le  promoteur  des  champs  d'expérience  en 
France. 

En  Belgique,  le  rapport  présenté,  au  nom  de  la  section  cen- 
trale, à  la  Chambre  des  représentants,  le  29  mars  1889,  par 
M.  J.  de  Borchgrnve,  définit  parfaitement  les  conditions  de  leur 
organisation  et  répond  aux  critiques  dont  cette  institution  a  été 
l'objet. 

Les  champs  d'expérience  ont  pour  but  l'analyse  du  sol  parla 
plante  ;  ils  doivent  déterminer  l'engrais  qui  convient  le  mieux  à 
une  terre  donnée. 

L'analyse  du  sol  par  la  plante  est  indispensable  pour  cultiver 
d'une  façon  rationnelle  et  lucrative. 
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G  est  ainsi  que  Tanalyse  du  sol  par  la  plante  avait  prouvé  que, 
dans  certains  sables  de  la  Gampine,  la  restitution  de  la  potasse 
n'élevait  pas  le  rendement  de  la  pomme  de  terre.  Et  cependant 
l'analyse  chimique,  effectuée  suivant  les  procédés  en  usage  dans 
les  laboratoires  agricoles,  n'accusait  que  des  traces  de  cet  élé- 
ment. Des  analyses  nouvelles  ne  tardèrent  pas  à  démontrer  que 
le  sable  de  la  Gampine  contient  souvent  de  notables  proportions 
de  potasse  insoluble,  de  50  à  60  mille  kilogrammes  par  hectare, 
inattaquable  par  les  acides  dont  on  se  servait  jusqu'alors  pour 
analyser  couramment  les  terres  arables  dans  les  laboratoires 
agricoles. 

Les  champs  d'expérience  institués  depuis  1875  parla  Société 
centrale  d'agriculture,  par  l'Universiié  de  Louvain  et  ensuite  par 
le  gouvernement,  ont  contribué  à  mettre  en  évidence  la  fixation 
de  l'azote  par  l'intermédiaire  des  plantes  dites  améliorantes  ou 
par  les  matières  organiques  enfouies  dans  le  sol. 

Or,  chacun  sait  que  l'azote  constitue  l'élément  fertilisant  le 
plus  coûteux  des  engrais  commerciaux  et  le  principe  dominant 
du  fumier  de  ferme. 

La  fixation  de  l'azote  de  l'air  a  donc  une  haute  portée  pra- 
tique. Les  plantes  qui  le  fixent,  comme  le  lupin,  sont,  dès  lors, 
les  plantes  de  l'avenir,  au  point  de  vue  agronomique. 

En  ce  qui  concerne  la  potasse,  M.  Proost  a  démontré  que 
l'avoine  et  les  pommes  de  terre  assimilent  la  potasse  insoluble,  et 
cela  de  préférence  même  à  la  potasse  soluble. 

Actuellement,  les  champs  d'expérience  sont  abandonnés  à 
l'initiative  des  comices  agricoles,  mais  le  gouvernement  y  exerce 
encore  une  surveillance. 

Quant  à  la  carte  agricole,  ce  doit  être  une  carte  géologique 
détaillée,  avec  analyses  chimiques  du  sol  et  du  sous-sol. 

A  la  suite  de  cette  communication,  M.  le  comte  P.  van  der 
Straten-Ponthoz  félicite  M.  Proost  des  résultats  importants  qu'il 
a  obtenus. 


—  vi- 
te R.  P.  SchmitZy  S.  J.,  fait  alors  un  rapport  verbal  concluant 
à  rimpression  du  travail  de  M.  Fauve!  :  Sur  les  plantes  du  Chan- 
toung^  moyennant  certaines  modifications  admises  par  Fauteur. 

Le  R.  P.  Schmitz  entretient  ensuite  la  section  de  la  Faille 
Saint-Gilles  du  bassin  hôuiller  de  Liège  et  de  la  Calcite  lamel- 
laire. Il  ninsiste  pas,  pour  le  moment,  sur  ces  questions,  car  il 
se  propose  d*en  parler  à  nouveau,  d'une  manière  plus  détaillée, 
dans  la  prochaine  session. 

M.  de  Vorges  résume  brièvement  les  travaux  du  Congrès  inter- 
national des  catholiques  à  Paris. 

Mercredi^  8  avril  4891.  —  M.  Dollo  fait  une  communication 
Sur  les  requins  permo'Carbonifèr es.  Il  s'efforce  de  montrer  que, 
par  leur  bouche  terminale,  leur  longue  nageoire  indivise,  leur 
queue  diphycerque,  leur  double  nageoire  anale,  leurs  nageoires 
pectorales  bipinnées  et  leur  corde  dorsale  persistante,  ils  présen- 
tent les  caractères  nécessaires  et  suffisants  pour  être  considérés 
comme  les  ancêtres  des  requins  actuels. 

A  la  suite  de  cette  communication,  une  discussion  sur  le  trans- 
formisme s  engage  entre  MM.  le  chanoine  Swolfs,  comte  van 
der  Straten  Ponthoz,  de  Vorges,  R.  P.  Bolsius  et  Dollo. 

On  procède  enfin  au  renouvellement  du  Bureau  pour  Texer- 
cice  1891-1892.  Sont  élus: 

Président,  MM.  le  chanoine  Delvignr. 

Vice- Présidents,  le  chanoirie  Swolfs,  et 

le  R.  P.  Van  den  Giieyn,  S.  J. 
Secrétaire,  L.  Dollo. 
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Quatrième  seetHMu 

Mercredi,  8  avril  1891.  —  M.  le  professeur  Venoeman  lit  un 
travail  intitulé  :  Comment  faut-il  traiter  le  phlegmon  de  l'œil? 
II  passe  successivement  en  revue  les  principaux  moyens  d^inter- 
vention  :  rénucléation,  le  débridement  et  Téviscération.  Il  con- 
state que  rénucléation  d*un  œil  phlegmoneux  n'est  pas  sans 
danger,  car  la  suppuration  peut  se  transmettre  aux  méninges. 
Le  débridement  donne  des  résultats  incomplets.  Il  se  peut  que 
le  phlegmon  ne  soit  pas  encore  à  la  période  de  suppuration  ;  et 
lorsque  le  pus  existe,  le  gonflement  des  tissus  ne  permet  pas  une 
issue  facile  au  pus  par  Touverture  que  Ton  a  pratiquée.  Quant  à 
Téviscératlon  avec  la  curette  tranchante,  elle  occasionne  des  dou- 
leurs consécutives  tellement  atroces,  qu*on  ne  peut  la  recom- 
mander comme  moyen  ordinaire  de  traitement  de  la  panophtalmie 
(phlegmon  de  Torbite). 

L'auteur  a  traité  un  malheureux  ouvrier  atteint  de  phlegmon 
de  Toeil  consécutif  à  une  blessure  de  la  cornée.  Une  suppuration 
ancienne  du  sac  lacrymal  du  même  côté  infecte  la  blessure  et 
détermine  le  phlegmon.  M.  Venneman,  après  chloroformisation, 
ouvrit  le  sac  lacrymal,  source  de  Pinfection,  puis  fit  une  péri- 
tomie,  c'est-à-dire  qu'il  incisa  le  conjonctif  sur  tout  le  pourtour 
de  la  cornée,  à  deux  ou  trois  millimètres  de  son  bord.  A  travers 
la  plaie  cornéenne,  il  excisa  une  sorte  de  diaphragme  qui  rem- 
plaçait Tiris,  et  donna  ainsi  un  libre  écoulement  au  pus.  Il  obtint 
un  excellent  résultat. 

Un  nouveau  cas  de  phlegmon  fut  traité  d'une  façon  analogue  : 

.  péritomie  et  excision  de  la  cornée  (qui  n'était  pas  perforée  cette 

fois).  M.  Venneman,  satisfait  de  son  second  résultat,  se  demande 

si  le  procédé  qu'il  a  mis  en  œuvre  dans  ces  deux  cas  n'est  pas 

celui  qui  convient  le  mieux  au  traitement  du  phlegmon  de  l'œil. 

M.  Mœller  craint  que  ce  mode  d'intervention  ne  favorise 
l'éclosion  de  lophtalmie  sympathique. 

M.  Venneman  réplique  que  l'ophtalmie  sympathique  est  moins 
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i  craindre  dans  le  cas  de  suppuration,  que  lors  d'une  simple 
blessure  d*un  œil;  que  Ténucléation  pour  cause  de  phlegmon  est 
loin  d'être  inoffensive,  et  qu^entre  deux  dangers,  celui  de  perdre 
la  vie  et  celui  de  perdre  un  œil,  on  doit,  sans  hésiter,  se  pro- 
noncer pour  la  seconde  alternative. 

M.  le  D'  Glorieux  présente  six  malades  atteints  de  paralysie 
agitante  à  divers  degrés.  Si  le  tremblement  est  le  symptôme  le 
plus  évident,  on  peut,  diaprés  M.  Glorieux,  considérer  la  rigidité 
comme  le  symptôme  peut-être  le  plus  constant.  Gomme  on  peut 
en  juger  par  les  malades  qu*ii  fait  passer  devant  ses  collègues,  la 
paralysie  agitante  immobilise  en  quelque  sorte  la  face,  pour  la 
rendre  semblable  à  un  masque.  Elle  exagère  les  mouvements 
réflexes,  communique  souvent  aux  malades  de  la  latéro-pulsion, 
rassemble  les  doigts  en  griffe,  etc. 

L*un  des  six  malades  présentés  passe  pour  la  seconde  fois 
devant  les  membres  de  la  quatrième  section.  Il  y  a  deux  ans, 
Texamen  dont  il  fut  Tobjet  de  la  part  de  quelques-uns  d^entre 
nous  avait  fait  naître  le  soupçon  qu*il  pouvait  être  atteint  de 
paralysie  générale.  La  marche  de  sa  maladie  ne  s*est  pas  pro- 
noncée dans  ce  sens,  et  n'a  pas  confirmé  davantage  le  diagnostic 
de  paralysie  agitante. 

Enfin,  M.  le  D'  Charlier  lit  un  travail  sur  l'emploi  de  l'aristol 
dans  les  affections  de  l'oreille.  Il  n'a  eu  qu'à  s*en  louer  dans  les 
différentes  occasions  auxquelles  il  y  a  eu  recours.  On  a  pu  en 
juger  d'ailleurs  par  le  compte  rendu  qui  a  été  publié  des  travaux 
de  la  quatrième  section. 

La  section  procède  à  l'élection  de  son  bureau  pour  Tannée 
1891-1893. 
Sont  élus  : 

Président,'  MM.  Moellbr. 

Vice- Présidents f  Cuylits  et  Bohginon. 

Secrétaire,  Acii.  Dumont. 
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ASSEMBLÉES  GÉNÉRALES. 


ASSEMBLÉB    GÉNÉRALE    DU    MARDI    7    AVRIL    1891. 

M.  le  chanoine  Swolfs,  professeur  au  Petit-Séminaire  de 
IMalines,  traite  la  Question  des  six  fours  de  la  Création. 

Il  rappelle  d'abord  quelques  notions  théologiques  sur  reten- 
due de  rinspiration  des  Livres  saints,  et  indique  les  principales 
règles  de  Tinterprétation  des  textes  bibliques.  Doivent  être  tenus 
comme  inspirés  non  seulement  les  passages  qui  enseignent  des 
vérités  surnaturelles^  mais  toutes  les  parties  de  la  Bible,  car  les 

■ 

Conciles  déclarent  que  les  Livres  saints  sont  dans  toutes  leurs 
parties  dictés  par  TEsprit-Saint,  qu'ils  ont  Dieu  pour  auteur. 
Chemin  faisant,  M.  Swolfs  décrit  les  moyens  que  Dieu  a  pu 
employer  pour  instruire  ceux  qu'il  inspirait. 

Quant  h  Tinierprétation,  dans  toutes  les  choses  de  la  foi  et  des 
mœurs  qui  concernent  l'édifice  de  la  doctrine  chrétienne,  on  doit 
suivre  le  sens  fixé  par  l'Église,  et  t7  n'est  pas  permis  de  s'écarter 
non  plus  du  sens  admis  par  le  consentement  unanime  des  Pères, 
lorsqu'ils  enseignent  une  chose  comme  étant  de  foi  catholique. 
En  toute  autre  matière,  la  liberté  de  l'exégète  est  des  plus 
larges;  il  peut  suivre  l'opinion  qui  lui  parait  la  mieux  fondée,  en 
s'aidant  notamment  des  progrès  réalisés  par  l'observation  scien- 
tifique. 

Après  avoir  indiqué  les  causes  des  divergences  qui  se  sont 
produites  parmi  les  interprètes  sur  la  question  des  six  jours, 
M.  Swolfs  aborde  les  principaux  systèmes  d'interprétation  qui 
ont  pris  naissance  tant  dans  l'antiquité  qu'aux  temps  actuels. 
Il  expose  les  systèmes  (antégénésiaque  ou  antéhexamérique, 
jours  allégoriques,  jours  naturels  et  consécutifs,  jours-époques 
ou  jours-périodes,  jours  symboliques  et  jours  naturels  séparés 
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par  de  longs  intervalles),  en  fait  la  critique  et  montre  ce  qu'ils 
ont  de  plausible  ou  d'erroné. 

Le  système  dit  des  jours-époques  parait  à  M.  Swolfs  le  plus 
admissible  dans  Tétat  présent  de  la  science.  L'accord  de  la  foi  et 
de  la  science  est  possible  dans  une  interprétation  laidement 
coDGordiste.  Enfin,  le  conférencier  propose  un  commentaire 
scientifique  du  premier  chapitre  de  la  Genèse,  où  il  met  en 
parallèle  le  texte  biblique  et  les  données  les  plus  communément 
admises  par  les  savants  modernes. 


Rapport  du  Secrétaire  générai 

Messieurs, 

L'an  dernier,  au  début  de  mon  rapport,  je  vous  ai  fait  part 
des  difficultés  que  traversait  la  Société  scientifique,  par  suite  de 
la  mort  du  regretté  P.  Garbonnelle.  Ces  difficultés,  nous  n'avons 
pu  les  surmonter  eomplètemeni,  parce  que  nous  n'avons  trouvé 
personne  qui  osât  assumer  la  lourde  tâche  de  succéder  à  notre 
éminent  premier  secrétaire  général.  Nous  avons  dû  partager  ses 
fonctions  :  un  comité  de  rédaction,  choisi  parmi  les  membres  du 
conseil  de  la  Société,  s'est  chargé  de  la  direction  de  la  Revue  des 
questions  scientifiques  ;  la  publication  des  Annales  est  devenue 
la  tâche  principale  du  nouveau  secrétaire  général;  enfin,  la 
Compagnie  de  Jésus  a  bien  voulu  mettre  à  notre  disposition, 
comme  par  le  passé,  un  de  ses  membres,  pour  assister  le  comité 
de  rédaction  et  le  secrétaire  dans  la  publication  de  la  Revue  e( 
des  Annales,  et  dans  l'organisation  de  nos  sessions.  Grâce  à  cette 
division  du  travail,  la  Société  scientifique  a  pu  reprendre, 
en  1890-1891,  sa  marche  normale,  un  instant  interrompue  par 
la  mort  du  R.  P.  Garbonnelle.  A  l'occasion  d'ailleurs  du  renou- 
vellement du  bureau  de  la  Société,  nous  avons  cru  opportun 
d'envoyer  à  Sa  Sainteté  le  Pape  Léon  XIII,  par  l'intermédiaire 
de  Son  Excellence  le  Nonce  apostolique  près  Sa  Majesté  le 
Roi  des  Belges,  une  déclaration  d'adhésion  entière  et  explicite 
XV.  6 


à  la  doctrine  de  saint  Thomas,  telle  qirelle  est  recommandée 
dans  plusieurs  documents  ponlificaux  et  spécialement  dans  Tency- 
clique  jEterni  Patris. 

Nous  n^avons  pas  pu  faire  paraître  aussi  rapidement  que  nous 
Taurions  voulu  les  tomes  XIII  et  XIV  des  Annales,  dont  nous 
avions  promis  Tenvoi  en  1890  aux  membres  de  la  Société.  Le 
tome  XIII  seul  a  pu  être  terminé.  Le  tome  XIV  est  imprimé 
aux  deux  tiers,  mais,  par  suite  de  circonstances  fortuites,  nous 
avons  dû  retarder  pendant  quelque  temps  la  publication  d*un 
mémoire  étendu  de  hautes  mathématiques  qui  doit  terminer 
ce  volume. 

En  revanche,  une  bonne  partie  du  tome  XV  est  déjà  imprimée, 
et  nous  avons  en  manuscrit  les  divers  mémoires  dont  Timprcs- 
sien  a  été  votée  dans  les  sessions  d'octobre  et  de  février.  Nous 
pouvons  donc  espérer  que,  sauf  empêchement  imprévu,  les 
membres  de  la  Société  recevront  dans  le  courant  de  cette  année 
les  tomes  XIV  et  XV  des  Annales. 

Vous  savez  tous  que,  dès  le  mois  d*octobre,  nous  avons  inau- 
guré la  publication  d*un  Bulletin  scientifique  faisant  connaître, 
après  chaque  session  de  la  Société,  les  travaux  des  diverses  sec- 
tions et  contenant  aussi  le  résumé  des  conférences  faites  dans  les 
assemblées  générales  de  Taprèsmidi.  Nous  ne  doutons  pas  que 
le  Bulletin  n*ait  été  bien  accueilli  par  tous  les  membres,  qui 
peuvent,  grâce  à  lui,  mieux  que  par  le  passé,  se  tenir  au  cou- 
rant des  recherches  scientifiques  de  leurs  confrères.  Le  Bulletin 
peut  d*ailleurs  être  utilisé  comme  brochure  de  propagande, 
pour  faire  connaître  la  Société  scientifique;  car  toutes  les  com- 
munications qui  y  sont  insérées  sont  reproduites  dans  la  pre- 
mière partie  du  volume  correspondant  des  Annales, 

Cette  année,  pour  honorer  la  mémoire  du  R.  P.  Garbonnelle 
et  laisser  un  souvenir  de  celui  qui  fut  le  principal  fondateur  de 
la  Société  scientifique  à  tous  ceux  qu*il  a  groupés  sous  la  bannière 
de  Tunion  de  la  science  et  de  la  foi,  nous  avons  distribué  gratuite- 
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inent un  exemplaire  de  son  portrait  lithographie  aux  membres 
de  la  Société.  Puissions-nous  tous,  en  conlemplant  la  figure 
énergique  de  ce  vaillant  chrétien,  ranimer  dans  nos  cœurs  le 
dévouement  à  la  cause  sacrée  de  la  Religion  et  de  la  Science,  è 
laquelle  il  a  sacrifié  sa  vie. 

Depuis  le  mois  d^avril  1890,  nous  avons  publié  quatre 
livraisons,  de  350  pages  chacune,  de  la  Revue  des  questions 
êdmUifiques.  On  y  trouve  le  texte  de  la  plupart  des  conférences 
faites  dans  nos  assemblées  générales  pendant  Tannée  écoulée, 
en  particulier  celles  de  M.  le  D'  Francotte  sur  l'Anthropologie 
criminelle^  des  RR.  PP.  Van  Trichi  et  Thirion  sur  les  Para- 
tonnerres, de  M.  le  D'  Mœller  sur  les  Microbes  et  la  découverte 
du  If  Koch.  La  thermodynamique,  Tastronomie,  les  sciences 
militaires,  la  géographie,  la  biologie  cellulaire,  lagriculture,  la 
sylviculture,  Tentomologie,  la  paléontologie,  larchéologie  pré- 
historique, la  philosophie  zoologique,  la  linguistique,  lassyrio- 
logie  y  sont  représentées  aussi  par  des  articles  plus  ou  moins 
étendus.  Le  R.  P.  Delsaulx  et  M.  Folie  y  ont  même  abordé  des 
questions  philosophiques  et  religieuses,  en  recourant  aux  théories 
les  plus  délicates  du  calcul  des  probabilités  et  de  la  thermo- 
dynamique. Enfin  de  zélés  collaborateurs  ont  essayé  de  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  progrés  dans  toutes  les  sciences  de  la 
nature,  au  moyen  de  comptes  rendus  d'ouvrages  et  d'analyses  de 
revues. 

Comme  T^in  dernier,  c'est  au  secrétaire  adjoint  presque  seul 
qu*est  échue  la  lourde  tâche  de  publier  les  quatorze  cents  pages 
de  la  Revue  des  questions  scientifiques.  Qu'il  me  soit  permis  de 
le  remercier  ici  publiquement  de  son  dévouement  à  la  Société; 
sans  son  aide,  sans  son  travail  persévérant,  le  comité  de  rédaction 
n*aurait  pu  que  très  diflicilement  arriver  à  faire  paraître  la  Revtœ 
en  temps  utile.  Le  conseil  de  la  Société  a  fait  d'ailletirs  tout  ce 
qui  était  possible  pour  alléger  le  fardeau  qui  pèse  sur  les  épaules 
de  notre  zélé  collaborateur.  Dans  ce  but,  nous  avons  passé, 
en  janvier  dernier,  à  la  Société  belge  de  librairie^  tonte  l'adminis- 
tration matérielle  de  la  Revue  des  questions  scientifiques. 
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Pendant  Tannée  qui  vienl  de  s^écouler,  nous  avons  pu  enfin 
faire  exécuter  la  médaille  que  la  Société  destine  à  ses  lauréats, et 
que  M.  Béthune  avait  bien  voulu  dessiner  pour  nous.  J*ai  Thon- 
neur  do  mettre  sous  les  yeux  de  rassemblée  le  premier  exem- 
plaire, destiné  à  M.  Tabbé  Gérard  Smets,  professeur  de  sciences 
naturelles  au  collège  S^-Joseph  à  Hasselt.  La  vérité,  symbolisée 
par  le  livre  de  vie  où  est  Talplia  et  Toméga  de  toutes  les  sciences, 
occupe  le  centre  de  la  composition.  Gomme  un  soleil,  elle  pro- 
jette de  toutes  parts  des  rayons  lumineux  en  dispersant  les  ténè- 
bres de  Terreur,  qui  sont  représentées  par  des  nuages.  En  exergue, 
il  ya,  à  Textérieur,  les  mots  '.Société  scientifique  de  Bruxelles^  puis, 
dans  un  cercle  plus  petit,  notre  devise  :  Nulla  unquam  inter 
fidetn  et  rationem  vera  dissensio  esse  potest.  Au  revers,  un 
médaillon  en  forme  de  quatrefeuilles  contient,  gravée  au  burin, 
Tinscription  suivante  :  A  Gérard  Smets,  auteur  du  Mémoire  stir 
les  classifications  desChéloniens,  MDCGGLXXXIX.il  est  entouré 
des  lauriers  académiques  disposés  en  couronne  et  il  s'appuie  sur 
une  croix,  symbole  de  la  rédemption  et  du  salut.  Au  bas,  les 
deux  branches  de  laurier  se  réunissent  sous  Técusson  national 
de  Belgique.  Je  suis  heureux  d'être  Tinterprète  de  tous  en  expri- 
mant en  ce  jour,  à  H.  Béthune,  nos  bien  vifs  remerciements  pour 
avoir  symbolisé  sous  une  forme  aussi  heureuse  le  but  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles  (*). 

Permettez-moi  de  vous  signaler  deux  innovations  que  nous 
avons  introduites  dans  la  tenue  de  nos  sessions  en  1890-1891. 
Le  Gonseil  de  la  Société  a  pensé  qu'il  serait  opportun  de  tenir 
chaque  année,  dans  une  ville  différente,  Tune  de  ses  réunions 
trimestrielles,  afin  de  faire  connaître  davantage  ses  principes  et 
son  but.  En  octobre  dernier,  nous  sommes  allés  à  Louvain,  où  la 
Gilde  des  métiers  avait  gracieusement  mis  ses  locaux  et  sa  vaste 
salle  à  notre  disposition.  Nous  comptions  sur  un  bon  accueil 
dans  la  vieille  cité  universitaire  brabançonne  ;  mais  le  succès  a 


(*)  Nous  adressons  aussi  nos  félicitations  au  graveur,  M.  Lemaire,  qui  a  su  si  bien 
traduire  sur  le  bronze  le  dessin  de  M.  Béthune. 
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dépassé  notre  attente.  Les  autorités  académiques,  un  grand 
nombre  de  professeurs  et  d^étudiants  ont  assisté  è  la  séance  de 
Taprès-midi,  et  le  matin,  dans  toutes  les  sections,  nous  avons  eu 
des  communications  intéressantes  faites  devant  de  nombreux 
auditeurs.  En  octobre  1891,  et  les  années  suivantes,  nous  espé- 
rons nous  transporter  aussi  dans  d*auires  villes  de  province,  à 
Gand,  à  Liège,  à  Anvers,  à  Malines,  è  Bruges,  è  Mons,  et  même 
à  Tétranger,  pour  y  déployer  notre  drapeau  et  recruter  de  nou- 
veaux adhérents. 

Cette  année  aussi,  nous  avons  conclu  une  fédération  avec  une 
société  qui,  dans  le  domaine  des  sciences  morales,  poursuit  le 
même  but  que  nous  :  je  veux  parler  de  la  Société  bibliographique  de 
Paris.  Sans  que  cette  fédération  implique  entre  les  deux  sociétés 
aucune  solidarité  de  doctrines,  sauf  d'une  manière  générale,  elle 
créera  entre  les  membres  qui  les  composent  des  rapports  plus 
étroits  de  confraternité.  Chacune  des  deux  associations  se  fera 
représenter  par  un  délégué  au  sein  de  Pautre  h  son  assemblée 
annuelle  principale.  Le  délégué  y  lira  sur  les  travaux  de  la  société 
dont  il  est  membre  un  rapport  qui  sera  inséré  dans  le  compte 
rendu  de  la  séance.  C'est  ainsi  que  demain  vous  aurez  le  plaisir 
d'entendre  M.  le  chanoine  Delvigne  vous  entretenir  des  progrès 
de  la  Société  bibliographique  pendant  Tannée  écoulée.  Dans  le 
courant  de  Tété  prochain,  nous  espérons  nouer  avec  la  Goerres- 
Geselhchaft  des  liens  semblables  à  ceux  qui  nous  unissent  main- 
tenant à  la  Société  bibliographique. 

En  1890-1891,  nous  avons  admis  dix -neuf  membres  nou- 
veaux; quelques  anciens  ont  donné  leur  démission;  la  mort  nous 
en  a  ravi  huit,  dont  deux  professeurs  à  TUniversité  de  Louvain, 
MM.  P.-J.-E.  Cranincx  et  A.  Van  Bierviiet,  et  un  troisième,  le 
R.  P.  Delsaulx,  professeur  de  physique  au  scolasticat  de  la  Com- 
pagnie de  Jésus.  Je  n*ai  ni  le  talent,  ni  la  compétence  pour  vous 
parler  de  M.  Cranincx,  ce  vétéran  de  la  science  médicale,  mais 
qu'il  me  soit  permis  de  vous  dire  quelques  mots  des  deux  autres, 
moissonnés  fun  à  la  fleur  de  Tâge,  au  début  d'une  carrière  qui 
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promettait  d'être  belle  et  féconde,  Tautre  après  avoir  parcouru 
la  sienne  d'un  pas  tranquille  et  siir,  en  initiant  aux  recherches 
scientifiques  de  nombreuses  générations  d'élèves  distingués. 

Albert- Marie-Joseph  Van  Bierviiet,  né  à  Bruges  le  4  juil- 
let 1861 9  avait  conquis  devant  le  jury  central  le  grade  de  docteur 
en  sciences  physiques  et  mathématiques,  il  y  a  quelques  années. 
Entraîné  un  instant  du  côté  des  mathématiques  pures,  il  avait 
bientôt  trouvé  sa  vraie  voie  dans  la  physique  expérimentale 
quantitative,  si  j'ose  ainsi  dire.  Il  était  secrétaire  de  la  section 
de  physique  et  de  chimie  de  la  Société  scientifique.  Il  a  donné 
dans  les  quatre  derniers  tomes  des  Annales  des  notes  rapides  et 
un  mémoire  étendu  sur  divers  appareils  ou  procédés  de  mesure 
qui  témoignent  de  ce  qu'il  aurait  pu  faire  dans  ce  domaine,  si  le 
temps  ne  lui  eût  manqué.  Malheureusement  les  fatigues  du  labo- 
rieux enseignement  dont  il  avait  du  accepter  trop  brusquement 
le  fardeau,  par  suite  de  la  retraite  inopinée  de  M.  le  professeur 
Devivier,  à  TUniversiié  deLouvain,  épuisèrent  ses  forces;  il  dut 
chercher  le  repos  sous  un  climat  plus  doux,  et  c'est  à  Ospedaletti 
(Italie)  qu'il  a  été  enlevé  à  la  science,  le  18  mars  dernier  (*). 

Le  R.  P.  Delsaulx,  que  nous  avons  eu  la  douleur  de  perdre  le 
26  février  de  cette  année,  était  né  à  Bruxelles  le  27  mai  1828.  Il 
fit  ses  études  au  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix,  à  Namur,  entra 
en  religion  en  1846,  conquit,  à  Gand,  le  grade  de  docteur  en 
sciences  physiques  et  mathématiques  en  18S6,  après  avoir  fré- 


(*)  Voici  la  liste  des  notes  publiées  par  M  A.  Van  Biervlict  dans  nos  Annales  : 

i.  Notes  sar  quelques  propriétés  générales  des  fonctions  X.  (VII,  B,  1883,  pp.  40^2-408). 
â.  Graduation  des  galvanomètres  et  des  ampères-mètres  (XI,  A,  -1887,  pp.  66-67). 

3.  Sur  la  détermination  du  temps  de  pose  en  photographie  (XII,  A,  1tj88,  p.  Ti). 

4.  Sur  la  méthode  de  Poggendorif  en  goniométrie  {fb.,  pp.  74-75). 

5.  Sur  les  régulateurs  de  température  [fb.,  pp.  75-77). 

6.  Contributions  k  l'étude  des  dilatations  par  la  mesure  du  déplacement  des  franges 
d'interférence  {Ib.,  B,  pp.  215-250). 

7.  Sur  un  nouvel  aréomètre-balance  de  Joly  (XIII,  A,  i88H,  pp.  61-62). 

8.  Sur  les  systèmes  asiatiques  d'aiguilles  aimantées  {Ib.,  p.  64/. 

9.  Sur  la  variation  de  température  d'un  noyau  de  fer  doux   dans   l'aimantation 
(XIV,  A,  pp.  59-60). 

10.  Sur  un  aréomètre  à  poids  et  à  volume  variables  (XIV,  A,  1890,  p.  60;. 
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quenté  les  cours  de  la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  fut  ordonné 
prêtre  en  1860  et  admis  aux  derniers  vœux  le  2  février  1863. 
De  1862  à  1891,  il  n'a  cessé  d'enseigner,  soit  au  Collège 
Notre-Dame  de  la  Paix,  soit  au  scolastical  de  Louvain,  la  phy- 
sique mathématique  et  souvent,  en  même  temps,  les  mathéma- 
tiques ou  la  physique  expérimentale.  Tous  ceux  qui  Font  eu  pour 
maître  disent  qu'il  réalisait  le  type  du  professeur  zélé,  conscien- 
cieux et  méthodique.  L'exactitude,  la  clarté,  l'ordre  caractérisent 
aussi  les  nombreux  articles,  mémoires,  comptes  rendus  ou 
ouvrages  qu'il  a  publiés.  Doué  d'un  sens  critique  admirable,  il 
savait  résumer  avec  une  fidélité  absolue,  dans  ses  Bulletins  de 
physique,  les  travaux  des  savants  contemporains;  il  savait  aussi 
en  signaler  les  points  faibles.  Il  y  a  tel  de  ces  résumés,  celui  par 
exemple  où  il  analyse  la  dernière  joute  scientifique  de  Hirn  et 
de  Clausius,  qui  l'emporte  en  précision  et  en  netteté  sur  les 
écrits  originaux  dont  il  rend  compte.  Parmi  ses  travaux  de  longue 
haleine,  il  faut  spécialement  en  signaler  trois  :  ses  Résumés  de 
physique  mathématique  {\%&S y  1866,  1868),  malheureusement 
inachevés;  son  examen  critique  des  dootrines  soi-disant  philoso- 
phiques de  Tyndall,  où  les  erreurs  du  célèbre  vulgarisateur  anglais 
sont  relevées  et  réfutées  avec  une  compétence  et  une  courtoisie 
parfaites;  enfin  et  surtout,  une  admirable  étude  sur  les  travaux 
scientifiques  de  Joseph  Plateau,  ce  grand  physicien  belge  trop 
peu  connu  en  Belgique,  et  que  nous  autres, catholiques,  nous 
devons  d  autant  plus  honorer  qu'à  la  pénétration  d'un  savant  de 
premier  ordre  il  joignait  l'humble  foi  du  chrétien. 

Mais  le  R.  P.  Delsaulx  ne  se  contentait  pas  de  faire  des  études 
critiques  et  des  comptes  rendus  excellents  :  presque  chaque  année, 
il  publiait,  dans  nos  Annales  ou  ailleurs,  des  mémoires  originaux, 
la  plupart  sur  la  physique  mathématique,  pierres  d'attente  sans 
doute  d'une  nouvelle  édition  de  ses  Résumés,  augmentée  et  com- 
plétée. Je  donnerai  la  liste  complète  de  ses  écrits  en  appendice 
au  texte  de  ce  Rapport,  et  nos  lecteurs  comprendront  mieux  alors 
la  perte  qu'a  faite  la  Société  scientifique  en  la  personne  du  R.  P. 
Delsaulx.  Nous  n'avions  pas  de  collaborateur  plus  assidu  et  plus 
fidèle  à  la  fois  pour  les  Annales  et  la  Revue. 
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I/homme  et  le  religieux  étaient  à  la  hauteur  du  professeur  et 
du  savant.  «  Il  était  aimé  et  estimé  de  tous  ceux  qui  TontconnUy 
écrivait  un  de  ses  frères  en  religion.  La  délicatesse  et  la  droiture 
de  ses  sentiments,  son  exquise  politesse  et  sa  douceur  inaltérable, 
son  grand  désir  d*étre  agréable  à  tous  lui  gagnaient  les  cœurs; 
sa  piété,  son  amour  du  devoir,  son  exjactitude  édifiaient  tous 
ceux  qui  avaient  le  bonheur  de  vivre  avec  lui.  • 

Puisse  la  divine  Providence  nous  susciter  à  Tavenir  des 
dévouements  aussi  constants  que  celui  dont  je  viens  de  faire 
réloge.  Sans  le  dévouement,  en  effet,  sans  labnégation  person- 
nelle, sans  la  coopération  active  de  tous  ses  membres,  la  Société 
scientifique  ne  peut  ni  prospérer,  ni  même  se  maintenir  à  son 
niveau  actuel. 

Qu'il  me  soit  donc  permis,  en  terminant  ce  trop  long  rapport, 
d*exhorter  les  jeunes  gens  qui  m'écoutent  à  imiter  le  R.  P.  Del- 
saulx,  à  se  ranger  résolument,  eux  aussi,  sous  la  bannière  de  la 
Religion  et  de  la  Science.  Que  tous  ceux  à  qui  le  ciel  a  départi 
rétincelle  divine  du  talent  prennent  avec  eux-mêmes,  dans  le 
secret  de  leur  conscience,  rengagement  viril  de  nous  donner, 
chaque  année,  soit  un  travail  original  pour  les  Annales,  soit  un 
article,  une  bonne  étude  critique,  un  résumé  analytique  appro- 
fondi pour  la  Revue.  Quant  aux  autres,  quant  à  ceux  que  les 
exigences  d'une  vie  trop  occupée  empochent  de  payer  de  cette 
manière  leur  tribut  à  la  Sociéié,  qu'ils  s'en  acquittent  autrement  : 
que  chacun  nous  amène  un  nouveau  membre,  qui  soit  pour  ainsi 
dire  son  remplaçant  dans  les  cadres  actifs  de  la  Société. 

Si  chacun  de  nous  fait  ainsi  son  devoir,  si  chacun  travaille  ou 
recrute  des  travailleurs,  nous  pourrons,  à  la  prochaine  session  de 
Pâques,  vous  annoncer  enfin  que  la  Société  scientifique  a  repris 
sa  marche  ascendante.  C'est  mon  vœu  le  plus  cher,  et  j'en  confie 
la  réalisation.  Dieu  aidant,  à  votre  zèle  et  à  votre  dévouement. 
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APPENDICE. 


Voici  la  liste  des  publications  du  R.  P.  Delsaulx  dressée  par 
le  R.  P.  Carlos  Sommervogel,  bibliographe  de  la  Compagnie  de 
Jésus. 

1 .  Résumés  de  physique  mathématique  : 

i"  résumé.  Éléments  de  la  théorie  mathématique  de  la  capillarité.  Paris, 
Gauthier-Villars;  Bruxelles,  Mucquardt,  1865,  S*»,  ix-63  pp. 
2f  résumé.  Éléments  d'optique  géométrique.  Ibid.,  8»,  1866,  viii-120  pp. 
3«  résumé.  Éléments  d'optique  physique.  Ibid.,  1868,  8®,  vi-2^0  pp. 

2.  Dans  les  Précis  historiques  : 

Bulletin  scientifique,  -  1859,  pp.  105-6,  2434,  266-8. 

Calixte  III  et  la  comète  de  Halley,  —  1859,  pp.  301-5. 

Différentes  hypothèses  sur  la  constitution  physique  du  soleil,  —  1859, 
pp.  404-10,  431-6. 

Mutation  continuelle  et  périodique  de  la  matière  dans  les  corps  vivants, 
- 1860,  pp.  125-8. 

L'action  à  distance  et  les  éléments  de  la  matière,  —  1873,  pp.  44-51, 
i20-i30. 

Les  travaux  scientifiques  du  R.  P.  Antoine  Maas,  S.  J.,  —  1879, 
pp.  172-180. 

5.  Dans  les  Études  religieuses  de  Paris  : 

Des  sensations  visuelles,  —  1870,  t.  V,  pp.  189-205. 
Des  sensations  auditives,  — 1870,  U  VI,  pp.  241-266. 

4.  Dans  la  Revue  catholique  de  Louvain  : 

Les  derniers  écrits  philosophiques  de  Itt.  Tyndall,  —  1876,  t.  XV, 
pp.  295-303,  441-480.  -  Tiré  à  part  :  Louvain,  Ch.  Peeters,  1876,  8», 
99  pp.;  Paris,  Baltenweck,  1877,  18»,  190  pp. 

5.  Dans  Nature  de  Londres  : 

The  Direct  Motion  on  the  Radiometer  an  Effcct  of  Electricity,  —  1876, 
t.  XIV,  pp.  288-9.  —  The  Invers  Rotation  of  the  Radiometer  an  Éffect  of 
Electricity,  —  1876,  t.  XV,  pp.  449-50. 

6.  Dans  Les  Mondes  de  Tabbé  Moigno  : 

Notes  sur  le  radiomètre,  —  1876,  t.  XL,  pp.  462-3,  510-12,  724-8;  — 
1877,  t.  XLII,  pp.  64-75. 


7.  Dans  The  MontMy  Microscopical  Journal  : 

Thermo-dynamic  Origin  of  the  Brownian  Motions.  Tiré  à  part,  London,8", 
7  pages  *lu  à  la  Royal  Microscopical  Society,  le  7  juin  1877). 

8.  Dans  la  Revue  des  questions  scientifiques  : 

Revue  des  recueils  périodiques.  Physique,  —  1877,  1. 1,  pp.  664-71;  — 
1877,  t.  II,  pp.  312-24;  -  1886,  l.*^XX,  pp.  309-23;  —  1887,  t.  XXI, 
272-89;  — 1887,  t.  XXII,  pp.  270-92;  —  1888,  t.  XXIII,  pp.  268-88;  -1888, 
t.  XXIV,  pp.  296-309;  —  1889,  t.  XXV,  pp.  295-310;  -  1889,  t.  XXVI, 
pp.  285-301  ;  —  1891,  t.  XXIX,  pp.  294-308. 

Les  travaux  scientifiques  de  Joseph  Plateau,  —  1884,  t.  XV,  pp.  114-153, 
518-577;  t.  XVI,  pp.  383437.  —  Tiré  à  part,  Bruxelles,  Vromant,  1884,  8», 
47,  62  et  59  pp. 

Quelques  applications  du  calcul  des  probabilités  à  la  démonstration 
de  vérités  de  certitude  morale,  —  1890,  t.  XXVIII,  pp.  5-36. 

La  probabilité  philosophique  et  la  nature  cinétique  de  la  chaleur,  — 
1890,  t.  XXVIII,  pp.  484-516. 

9.  Dans  les  Annales  delà  Société  scientifique  de  Bruxelles  : 

Sur  la  détermination  analytique  de  la  charge  dans  une  bouteille  de 
Leyde,  —2«  année,  1878,  2«  part.,  pp.  37-40. 

Sur  la  démonstration  de  Téqualion  AV  =  —  4irp  dans  la  théorie  du 
potentiel,  —  ibid.,  1878,  pp.  99-102. 

Sur  une  propriété  des  surfaces  du  second  degré  dans  la  théorie  de 
Télectricité  statique,  —  3*  année,  1879,  2*  part.,  pp.  213-20. 

Sur  la  loi  de  force  de  M.  Clausius  entre  courants  élémentaires,  — 
4e  année,  1880,  2^  part.,  pp.  125-140. 

Sur  quelques  propriétés  des  solénoïdes  soumis  U  Taction  d'un  courant 
angulaire,  —  5«  année,  1881,  2«  part.,  pp.  184-228. 

Sur  une  propriété  de  la  diffraction  des  ondes  planes  dans  les  systèmes 
des  petites  ouvertures,  —  6»  année,  1882,  2®  part.,  pp.  1-8. 

Sur  la  théorie  de  Tarc-en-ciel,  —  ibid.,  1882,  pp.  9-16. 

Sur  la  diffraction  des  ondes  planes  dans  une  ouverture  circulaire,  — 
7«  année,  1883,  2e  part.,  pp.  249-254. 

Sur  la  théorie  des  sons  résultants,  —  8»  année,  1884,  2*  part.,  pp.  2544. 

Sur  la  tension  superficielle  dans  la  théorie  de  la  capillarité,  — 10*  année, 
1886,  2*  part.,  pp.  43-74. 

Sur  la  tension  électrique  suivant  les  lignes  de  force  dans  les  milieux 
diélectriques,  —  12*  année,  1888,  2*  part.,  pp.  97-104. 

Sur  la  théorie  cinématique  des  phénomènes  capillaires,  —  ibid.,  1888, 
pp.  105-120. 
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1 0.  Dans  le  Recueil  de  V Association  française  pour  l'avancement 
des  sciences  : 

Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  du  second  degré  dans  la 
théorie  de  Télectricité  statique  (8«  session.  Congrès  de  Montpellier,  1879, 
pp.  236-239). 

Enfin   lecture  est  faite  du   rapport  suivant  de    M.  Jules 
De  Bruyn,  trésorier  de  la  Société  : 

Situation  au  y*'  avril  4891. 

Débit. 

Frais  de  bureau,  de  banque  et  de  recouvrement,  fr.  386  1 1 

—    de  sessions 523  90 

Impression  et  expédition  des  Annales  et  du  Bulletin.  2  620  47 
Revue  des  questions  scientifiques  : 

a)  Collaboration 8  720  21 

6)  Impression  et  expédition 7  209  02 

Indemnités  aux  secrétaires  des  sections     ....  SSO     • 

Direction  de  la  Revue 1  500     » 

Portrait  du  R.  P.  Garbonnelle,  impression  et  expé- 
dition      S24     • 

Médaille  et  autres  frais 1  000     » 

Avoir  de  la  Société  au  31  mars  1891 114  684  SO 

Total.     .     .  fr.  137  718  21 

Crédit. 

Encaisse  au  secrétariat 923  67 

Dépôt  à  la  Société  Générale 114  515     . 

Compte  courant  à  la  Société  Générale 6  709  53 

—           chez  Delloye 3  042  95 

210  cotisations 3  150     » 

Abonnements  et  ventes 4  377  06 

Reçu  de  la  Société  belge  de  librairie 5  000    » 

Total.     .     .fr.  137  718  21 

M.  le  Président  propose  à  l'assemblée  de  nommer,  pour  véri- 
fier le  compte  du  trésorier,  MM.  Lagasse  et  Otto.  —  Adopté. 
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ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE    DU    MERCREDI    8   AVRIL    1891. 

Rapport  de  M.  le  Glianoine  Delvifl^ne  sur  la  Société 

bibliographique  de  Paris. 

Messieurs, 

Quelques-uns  d*entre  vous  se  souviennent  peut-être  d*un 
recueil  paraissant,  il  y  a  quelque  trente  ans,  à  Tournai,  la  Vérité 
historique.  Cette  publication  cessa  d'exister  en  1864. 

Deux  ans  plus  tard,  le  l*'  juillet  1866,  le  programme  de  la 
revue  belge  était  singulièrement  élargi  à  Paris.  M.  le  M^'  de  Beau- 
court  étant  parvenu  à  grouper  autour  de  lui  un  certain  nombre 
de  savants  distingués,  lançait  dans  le  monde  intellectuel  la  pre- 
mière livraison  de  la  Revue  des  questions  historiques.  Ce  recueil, 
trimestriel  comme  le  nôtre,  est  imprimé  par  les  mêmes  presses 
que  la  Revue  des  questions  scientifiques. 

Nous  n'avons  plus  à  faire  l'éloge  de  la  Revue  des  questions 
historiques.  Cet  organe  périodique^  arrivé  présentement  à  son 
50'  tome,  s'est  toujours  distingué  par  la  sagacité  de  sa  critique, 
la  sûreté  de  ses  informations,  la  solidité  du  raisonnement,  la 
parfaite  convenance  du  style.  En  parcourant  ces  volumes,  dont 
deux  excellentes  tables  générales  (tomes  I-XX,  tomes  XXI-XL) 
facilitent  singulièrement  la  lecture,  on  doit  proclamer  en  toute 
loyauté  qu'il  est  parmi  ces  travaux  fort  peud'œuvres  aujourd'hui 
tout  à  fait  démodées. 

Ce  succès  réel  était  encourageant.  Les  ouvriers  appelés  dès  la 
première  heure  au  travail  de  la  Revue  des  questions  historiques 
voulurent  quelque  chose  de  plus  :  ils  songèrent  à  fonder  une 
œuvre. 

Cette  œuvre,  insuffisamment  connue  en  Belgique,  se  nomme 
la  Société  bibliographique.  Sa  fondation  date  du  6  février  1868. 


—  s»  — 

Quatre-vingts  personnes  avaient  assisté  à  la  réunion  consti- 
tutive. Il  fut  alors  convenu  que  chacun  des  membres  présents 
sVngageait  à  recueillir  un  nouvel  adhérentendéans  le  mois.  Dans 
Tentretemps,  des  prospectus  avaient  été  lancés  un  peu  partout. 
Deux  Belges  s*em pressèrent  de  signer  un  bulletin  de  partici- 
pation: ils  sont  inscrits  au  registre  de  la  Société  sous  les  numéros 
iSO  et  131.  Ce  dernier  numéro  d*ordre  est  celui  du  très  regretté 
gon  i^ervyn  de  Lettenhove,  ancien  ministre,  membre  de  la 
Chambre  des  représentants  et  de  TAcadémie,  président  de  la 
Commission  royale  d'histoire,  fouilleur  infatigable  d'archives, 
éloquent  et  érudit  historien  de  la  Flandre,  défenseur  attitré  de 
Marie  Stuart,  homme  éminent  dont  la  religion,  la  science  et  la 
patrie  pleurent  en  ce  moment  la  perte. 

Quel  but  se  proposaient  donc  les  membres  de  la  Société 
bibliographique? 

Laissons  parler  le  Manuel. 

Un  double  fait  les  avait  frappés  :  d'une  part,  la  grandeur  du 
mouvement  religieux  qui  fait  Thonneur  de  notre  siècle;  d'autre 
part,  l'importance  du  mouvement  scientifique  et  l'immense 
utilité  qui  résulterait,  pour  l'Eglise  comme  pour  la  patrie  menacées 
par  l'ignorance  et  les  doctrines  perverses,  de  l'accord  de  ces  deux 
mouvements  et  de  la  diffusion  simultanée  de  leurs  résultats. 
L'union  de  la  Foi  et  de  la  Science,  la  ligue  des  hommes  d'étude 
et  des  hommes  d'oeuvre  pour  la  défense  et  la  propagation  de  la 
vérité,  tel  est  le  but  que  se  proposèrent  les  fondateurs  de  la 
Société  bibliographique.  Nous  sommes  heureux  et  fiers  de  pro- 
clamer en  1891  qu'ils  n'ont  jamais  dévié  un  instant  de  cette 
ligne  de  conduite.  Leur  devise  fut  empruntée  au  plus  récent  de 
nos  livres  inspirés,  à  Y  Apocalypse  de  l'apôtre  saint  Jean.  C'est 
Valpha  et  Yoméga^  la  première  et  la  dernière  lettre  de  l'alphabet 
grec  :  Je  suis,  dit  le  Seigneur,  le  commencement  et  la  fin  (I,  18). 

Il  fallait,  dit  le  règlement  de  la  Société  : 

l"*  Réunir,  dans  une  pensée  et  dans  une  action  communes, 
tous  les  hommes  d'intelligence  et  de  cœur  qui,  ne  séparant  pas 
les  intérêts  de  la  religion  des  intérêts  de  la  science,  veulent 
s'opposer  au  progrès  de  l'erreur  et  travailler  à  la  diffusion  des 
saines  doctrines; 
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2°  Publier  et  répandre  au  plus  bas  prix  possible  tous  ouvrages, 
brochures,  recueils  périodiques,  rentrant  dans  le  programme  de 
la  Société; 

3°  Faciliter  la  connaissance  des  sources  :  dans  le  présent, 
par  la  publication  d*une  Revue  bibliographique  universelle, 
tenant  au  courant  de  tout  ce  qui  parait  en  France  et  à  Fétranger  ; 
dans  le  passé,  en  fournissani  aux  membres  de  la  Société  les  indi- 
cations bibliographiques  qui  peuvent  leur  être  utiles. 

En  cette  même  année  1868,  en  ce  même  mois  de  février, 
paraissait  la  première  livraison  du  Polybiblion^  revue  bibliogra- 
phique universelle. 

Ce  recueil,  d'une  haute  valeur,  se  compose  annuellement  de 
trois  tomes.  Les  deux  premiers,  sous  le  nom  de  partie  littéraire, 
contiennent  la  critique  des  livres  parus  un  peu  partout;  le  troi- 
sième tome,  appelé  partie  technique^  ne  contient  que  le  titre  des 
ouvrages  répartis  par  ordre  de  matières,  avec  indication  de  leur 
prix,  de  leur  éditeur  et  du  lieu  de  publication.  La  collection  est 
arrivée  aujourd'hui  à  son  tome  LXI*. 

La  Société  a  pris  sous  son  patronage  des  publications  impor- 
tantes :  nous  citerons  parmi  elles  Tinappréciable  Répertoire  des 
sources  historiques  du  moyen  âge,  par  M.  Tabbé  Ulysse  Chevalier, 
professeur  d'histoire  à  l'Institut  catholique  de  Lyon,  et  la  pre- 
mière édition  de  V Apologie  scientifique  de  la  Foi  chrétienne,  par 
M.  le  chanoine  Duilhé  de  Saint-Projet. 

C'est  un  devoir  pour  nous  de  recommander  ce  livre  excel- 
lent. Les  questions  de  cosmologie,  de  biologie,  d'anthropologie 
qui  ont  tourmenté  tant  d'àmes  en  notre  siècle  sont  discutées  ici 
avec  une  compétence  parfaite  et  suivant  une  méthode  invariable. 
L'auteur,  en  tète  de  chaque  question,  de  chaque  point  de  doctrine 
attaqué  ou  discuté  ou  seulement  menacé,  expose  la  vérité  chré- 
tienne dans  son  expression  la  plus  brève,  la  plus  nette,  rensei- 
gnement de  la  foi,  mais  seulement  ce  qui  appartient  à  la  foi. 
Immédiatement  après,  et  comme  en  regard,  il  donne  sur  cette 
même  question,  sur  ce  même  point,  les  conclusions  de  la  science 
positive,  les  résultats  démontrés,  définitivement  acquis.  Ensuite, 
il  expose  les  hypothèses,  les  théories  plus  ou  moins  probables  de 
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la  science,  d'une  pari;  ei  du  côté  de  la  métaphysique,  de  lexégèse 
biblique,  les  opinions  libres,  les  interprétations  admises  dans 
recelé.  Enfin,  il  aborde  et  réfute  les  systèmes  pseudo-scientifiques 
mis  en  avant  par  les  matérialistes  et  les  positivistes  de  notre 
temps. 

M.  le  chanoine  Duilhé  a  raison  de  le  dire  :  cette  méthode  très 
simple  et  très  rationnelle  suffit  pour  montrer  dans  quelle  paix 
sereine,  dans  quelle  vive  lumière  peuvent  se  concilier,  sur  toutes 
les  questions  soulevées  et  si  vivement  discutées  aujourd'hui,  les 
vérités  religieuses,  philosophiques  et  scientifiques,  la  foi  du 
chrétien  et  la  liberté  du  savant. 

La  Société  bibliographique  a  tenu  de  plus  deux  congrès  fort 
importants,  Tun  en  1878,  lautre  en  1889.  Le  compte  rendu  de 
Tun  compte  579  pages,  Tautre  en  occupe  886.  Il  y  a  là  des 
mémoires  excellents  à  lire  sur  les  matières  dont  s'occupe  la 
Société  scientifique. 

La  direction  de  la  Société  bibliographique  a  toujours  porté  le 
plus  vif  intérêt  à  notre  Société.  Notre  programme  lui  parut  dès  le 
premier  jour  le  complément  indispensable  du  sien.  Nous  avions 
en  effet  à  explorer  un  domaine  qu'elle  s'était  interdit  de  fouiller. 
Elle  n  a  pas  manqué  de  recommander  bien  des  fois  noire  Revue^ 
sœur  de  la  Revue  des  qttestions  historiques. 

En  vue  d'une  plus  grande  diffusion  des  bonnes  doctrines, 
nous  ne  saurions  à  notre  tour  assez  recommander  les  publications 
de  la  Société  bibliographique.  Beaucoup  d'ouvrages  de  vulgarisa- 
tion, des  brochures  de  propagande,  des  livres  classiques  marqués 
de  sa  vignette  A  et  Û  entrelacés,  seront  lus  avec  fruit  ailleurs 
qu'en  France. 

Nous  ne  saurions  mieux  terminer  ce  rapport  bien  incomplet 
qu'en  nous  inspirant  des  paroles  écrites  par  M.  le  M''  de 
Beaucourt  à  rassemblée  générale  de  1885,  et  répétées  par  lui- 
même  au  congrès  provincial  tenu  à  Rouen  en  1890.  L'illustre 
historien  de  Charles  Vil,  deux  fois  déjà  honoré  du  grand  prix 
Gobert,  prêche  d'exemple  : 

«  Soyons  des  hommes  d'étude^  soyons  des  hommes  d  ac^'oii. 

»  J'appelle  un  homme  d'étude  celui  qui,  d'une  façon  générale, 


se  dent  au  courant  du  mouvement  intellectuel  ;  celui  qui  sait  se 
faire  une  spécialité,  ou  tout  au  moins  s'intéresser  à  une  branche 
particulière  de  la  science;  celui  qui  s'impose  la  loi  de  suivre  nos 
adversaires  sur  ce  terrain  intellectuel  dont  ils  prétendent  avoir 
le  monopole  ;  celui  qui  observe  attentivement  les  attaques  dont 
chaque  jour  la  religion,  nos  livres  saints,  nos  institutions  chré- 
tiennes, notre  passé  monarchique  sont  lobjet... 

»  J'appelle  un  homme  d'action  celui  qui  ne  compte  ni  son 
temps,  ni  ses  peines,  ni  ses  sacrifices  quand  il  s'agit  de  lutter 
contre  la  propagande  du  mal;  celui  qui  donne  son  actif  concours 
aux  œuvres  catholiques  et  ne  néglige  rien  pour  accroître  leur 
influence;  celui  qui  s'occupe  de  la  fondation  d'écoles  libres;  qui 
se  met  en  contact  avec  l'ouvrier,  avec  le  paysan,  avec  le  jeune 
homme,  avec  l'enfant...  » 

Il  serait  impossible.  Messieurs,  de  mieux  dire. 

Puisse  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  tout  autant  que  la 
Société  bibliographique,  réaliser  dans  la  mesure  du  possible  un 
idéal  qui  nous  est  signalé  en  un  aussi  beau  et  aussi  énergique  lan- 
gage! 

C'est  notre  vœu  le  plus  ardent  et  le  plus  sincère. 

M.  l'abbé  Rachon  fait  ensuite  une  conférence  sur  Les  fouilles 
d'Bissarlick  et  V anthropologie. 

Le  dernier  congrès  de  la  Société  internationale  d'anthropo- 
logie préhistorique,  tenu  à  Paris  en  1889,  et  surtout  la  mort 
récente  de  M.  Henri  Schliemann,  ont  appelé  de  nouveau  l'atten- 
tion du  monde  savant  sur  les  fouilles  et  les  découvertes  dans  les 
ruines  d'Hissarlick,  Tyrinthe,  Mycënes,  Ithaque,  etc. 

M.  Tabbé  Rachon  a  eu  le  rare  bonheur  de  visiter  ces  lieux 
célèbres  et  de  pouvoir  étudier  à  loisir  et  en  toute  liberté  les  tré- 
sors archéologiques  mis  au  jour  par  celui  qu'on  a  appelé  le  der- 
nier des  Grecs,  trésors  conservés  aux  musées  d'Athènes,  de 
Constantinople,  de  Londres  et  surtout  de  Berlin. 

M.  Rachon  nous  apporte  le  résultat  de  ses  études  anciennes  et 
récentes. 

Quatre  questions  principales  se  présentent  : 
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1^  Les  ruines  d^Hissarlick  sont-elles  une  nécropolcy  comme  le 
prétend  un  capitaine  allemand,  M.  Bœtticher,  qui  n'a  jamais 
visilé  campos  ubi  Troja  fuit?  Cette  opinion  fut  l'occasion  d'une 
liataille  acharnée,  qualifiée  d'homérique,  et  qui  eut  pour  champ... 
Tamphithéâtre  du  Collège  de  France,  et  pour  résultat  une  véri- 
table ovation  faite  à  Schliemann. 

9®  Peut-on  identifier  ces  mines  avec  la  Troie  chantée  par 
Homère  ? 

3*  Quelles  conclusions  peut-on  légitimement  tirer  des  décou- 
vertes de  M.  Schliemann,  relativement  à  Vâge  des  cités  formant 
ce  que  le  conférencier  appelle  Theptapole  verticale,  à  Yorigine, 
à  la  religion,  aux  moeurs,  à  la  civilisation  des  peuples  qui  se 
sont  succédé  sur  la  colline  d'Hissarlick? 

4*  Enfin,  la  décroissance  manifeste  et  constante  des  produits 
de  leur  industrie  n*est-elle  pas  une  arme  sérieuse  pour  eombaure 
certaines  assertions  de  lecole  évolutionniste? 

Le  conférencier  expose  rapidement  les  deux  premières  ques- 
tions, traitées  déjà  —  du  moins  en  partie  —  devant  la  Société 
scientifique,  session  de  Pâques  1881. 

Il  s*étend  davantage  sur  la  dernière,  la  plus  importante  d'ail- 
leurs au  point  de  vue  anthropologique,  et  mieux  à  sa  place  dans 
une  société  scientifique. 

Il  fait  voir  quelques  dessins  pris  par  lui  sur  les  ruines  mêmes 
d'Hissarlick,  et  quelques-unes  des  nombreuses  photographies 
représentant  les  objets  les  plus  importants  qu'il  vient  de  décrire. 

Plusieurs  seront  insérés  dans  les  articles  en  préparation  pour 
la  Revue  (les  questions  scientifiques.  On  y  trouvera  des  chiffres 
et  des  documents  qui  ne  peuvent  trouver  place  dans  une  confé- 
rence. 

En  terminant,  le  conférencier  a  fait  bonne  justice  des  auaques 
injustes  et  passionnées  dont  a  été  l'objet  le  regretté  M.  Schliemann; 
il  en  a  indiqué  les  véritables  causes  :  la  jalousie,  et  surtout  le 
tort  d'avoir,  par  ses  découvertes,  fourni  des  armes  solides  pour 
combattre  les  doctrines  favorites  de  féeole  évolutionniste. 
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Toa4it  de  M.  Domet  de  Vergues,  président  de  la  Société  scientiflqae, 

au  banquet  du  8  avril  1891. 

Messieurs, 

Le  devoir  le  plus  doux  de  la  charge  que  vous  m  avez  imposée 
est  certainemeni  celui  de  faire  en  votre  nom  une  déclaration 
publique  d*aUachement  et  d'affectueuse  obéissance  au  grand 
pontife  qui  occupe  actuellement  la  chaire  de  Saint-Pierre,  de 
reconnaître  son  magistère  infaillible  et  d*a(firmer  notre  fidélité 
à  tous  ses  enseignements.  Dans  ces  temps  d'affaiblissement  et 
d'erreur,  quand  toutes  les  vérités  sont  contestées,  toutes  les  insti- 
tutions attaquées,  où  pourrions-nous  nous  attacher  avec  plus  de 
sécurité  et  de  confiance  qu'à  la  sainte  Eglise  romaine,  à  ce  rocher 
que  les  flots  peuvent  battre,  par-dessus  lequel  la  tempête  a  pu 
quelquefois  passer,  mais  que  les  eaux  n'ont  jamais  pu  ni  user,  ni 
ébranler? 

Et,  Messieurs,  pour  notre  société,  Léon  XIII  n'est  pas  seule- 
ment le  centre  de  l'unité  et  le  maître  de  la  vérité  surnaturelle. 
Léon  XIII  aime  les  deux  choses  que  vous  chérissez  le  plus  :  il 
aime  la  science  et  il  aime  la  Belgique.  Il  aime  votre  Société 
scientifique,  née  sur  ce  vieux  sol  belge,  parmi  ces  populations  à 
la  fois  si  intelligentes  et  si  catholiques,  par  l'initiative  hardie, 
habile  et  persévérante  de  notre  savant  et  vénéré  fondateur,  le 
regretté  P.  Garbonnelle.  Léon  XIII  nous  a  défendus  à  plusieurs 
reprises  contre  des  appréhensions  exagérées;  car  il  est  des 
catholiques  qui  ont  si  peu  de  foi,  qu'ils  s'imaginent  que,  dès  qu'on 
discute,  tout  est  perdu.  Ah  i  je  le  sais.  Messieurs,  la  science  peut 
devenir  une  occasion  d'erreur.  Comment  cela?  c'est  que  la 
science  n'est  pas  et  ne  sera  jamais  complète.  Il  y  a  des  limites  à 
notre  science,  et  c'est  à  ces  limites  où  l'ombre  le  dispute  à  la 
lumière  que  s'est  toujours  logé  l'ange  des  ténèbres.  C'est  toujours 
de  ces  régions  encore  mal  éclairées  que  partent  les  objections  à 
nos  croyances.  Que  le  jour  grandisse,  vous  voyez  ces  objections 
disparaître  ;  mais  de  nouvelles  objections  se  forment  dans  une 
nouvelle  pénombre.  Je  ne  connais  à  cela  qu'un  remède  :  faire 


encore  plus  de  science,  jeter  encore  plus  de  lumière,  afin 
d*acGuler  Terreur  aux  dernières  limites  de  la  pensée.  Nous  pou- 
vons le  faire  avec  con6ance  dans  Favenir,  garantis  que  nous 
sommes  par  rexpérience  du  passé. 

Noire  grand  pontife  sait  cela  mieux  que  personne.  Aussi 
n*a-i-il  jamais  cessé  de  recommander  et  d*encourager  la  scienct*. 
Il  a  bit  plus  encore,  il  lui  a  donné  une  philosophie. 

Messieurs,  je  puis  bien  parler  ici  de  philosophie,  puisque 
e*est,  a-l-on  bien  voulu  me  dire,  à  cause  de  cette  philosophie 
qu'on  m'a  con6é  les  fonctions  de  président  pour  cette  année.  Je 
sais  que  beaucoup  de  savants  ont  en  médiocre  estime  la  philo- 
sophie. Ils  ont  parfaitement  raison,  s'ils  ne  connaissent  que  la 
philosophie  contemporaine.  La  philosophie  de  nos  jours  n'est 
plus  une  science,  c'est  un  art,  un  passe-temps  analogue  à  celui 
des  romanciers. 

Je  ne  la  calomnie  pas,  car  elle  s*en  vante.  La  tâche  d*un  philo- 
sophe est,  dit-on  aujourd'hui,  de  se  former  une  conception 
originale  de  Tunivers.  Ainsi,  autant  de  natures  d'esprit,  autant 
de  systèmes.  Des  hommes  de  génie  se  passionnent  pour  une 
idée,  et  sur  cette  idée  ils  bâtissent  un  monde.  L*idée  est-elle 
neuve,  les  matériaux  sonl-ils  harmoniensement  agencés,  on 
s  extasie  sur  la  grandeur  des  vues  du  philosophe.  Peu  importe 
que  Dieu  ait  peut-être  conçu  tout  autrement  les  choses. 

Oui,  Messieurs,  les  savants  ont  raison  de  dédaigner  cette 
philosophie.  On  prétend  se  servir  de  leurs  travaux  pour  élaborer 
ces  constructions  parfois  gigantesques,  mais  ils  savent,  mieux 
que  personne,  que  leurs  découvertes,  si  belles  qu'elles  soient, 
ne  suffisent  pas  encore  à  former  une  conception  générale  du 
monde.  A  l'heure  actuelle,  cette  conception  ne  peut  être  qu*un 
poème  plus  ou  moins  ingénieux. 

Au  lieu  de  cette  philosophie  à  grandes  prétentions,  notre 
Saint-Père  le  Pape  nous  offre  une  philosophie  ancienne,  tradi- 
tionnelle, appuyée  sur  les  plus  grands  génies  du  passé;  une  phi- 
losophie qui  ne  fait  dans  Tordre  de  la  pensée  que  ce  que  vous 
faites  vous-mêmes  dans  Tordre  des  faits,  observant  les  phéno- 
mènes intimes  de  la  conscience,  classant  et  analysant  nos  con- 


naissances  inlellecluelles  ei  les  développant  à  Taide  de  principes 
sûrs.  Il  reste  des  difBcultéSy  je  le  sais;  tout  est  difficulté  dans  ce 
monde.  Celle  philosophie  est  un  peu  rouillée  :  il  y  a  si  longtemps 
qu'elle  est  au  magasin  !  On  y  trouve  des  méprises  de  fait  inévi- 
tables dans  les  siècles  passés.  On  y  trouve  des  points  obscurs, 
soit  que  nous  n  entendions  plus  un  vieux  langage,  soit  que  nous 
n*ayons  plus  les  mêmes  préoccupations  qu'autrefois.  Laissons 
les  méprises,  éclaircissons  les  obscurités;  n'écoutons  pas  ceux 
qui  nous  crient  que  nous  nous  écartons  de  saint  Thomas  parce 
que  nous  creusons,  pour  répondre  aux  exigences  de  la  pensée 
moderne,  ce  qu'il  n*avait  pas  eu  besoin  de  creuser  de  son  temps. 
Interprétons-le  avec  une  pensée  libre,  comme  il  a  lui-même 
interprété  Aristote.  Le  souverain  pontife  ne  nous  a  pas  donné 
la  philosophie  de  saint  Thomas  comme  un  texte  qui  nous  lie, 
mais  comme  une  pensée  qui  vivifie  notre  pensée,  qui  nous 
éclaire  et  qui  nous  guide. 

Cette  philosophie  fera  son  chemin  malgré  tout;  c'est  la  seule 
philosophie  spiritualiste  qui,  dans  ses  lignes  fondamentales, 
s'accorde  avec  tous  vos  travaux.  C'est  la  seule,  notamment,  que 
les  biologistes  et  les  médecins  puissent  admettre,  parce  que  c'est 
la  seule  qui  reconnaisse  au  corps  toute  la  place  que  lui  assigne 
l'expérimentation  physiologique.  Or,  il  faut  une  philosophie. 
Messieurs;  on  en  a  toujours  une.  Si  l'on  n'a  pas  une  philosophie 
spiritualiste,  on  en  a  une  matérialiste.  Si  l'on  est  sauvé  du 
matérialisme  par  la  foi,  il  est  bien  triste  de  sentir  une  vaste 
lacune  entre  sa  science  et  ses  croyances. 

Aussi,  en  restaurant  la  philosophie,  Léon  XIII  aura  du 
même  coup  garanti  et  consolidé  toutes  les  sciences.  Messieurs, 
je  bois  à  la  santé  de  notre  Chef  suprême,  le  grand  pape  Léon  XIII, 
le  restaurateur  de  la  science  catholique. 

El  maintenant,  Messieurs,  fils  d'un  pays  voisin,  comment 
oublierais-je  de  saluer  cette  généreuse  terre  de  Belgique  où  j'ai 
reçu  tant  de  fois  une  si  aimable  hospitalité,  ces  nobles  popula- 
tions qui,  depuis  le  temps  où  César  les  vantait  comme  les  plus 
vaillantes  de  (ja  .Gaule,  ont  passé  par  tant  de  fortunes,  toujours 
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6dèles  à  Dieu,  toujours  fidèles  à  leurs  mahres,  tout  eu  saehaiit 
8  en  faire  respeeter,  ces  populations  que  Dieu  a  constituées,  dans 
le  cours  de  ce  siècle,  en  un  état  souverain,  peut-être  pour  pré- 
parer un  asile  à  la  liberté  chrétienne,  si  méconnue  ailleurs.  Je 
les  salue  dans  la  personne  de  leur  Roi,  noble  chef  d*une  famille 
si  étroitement  liée  à  une  autre  famille  qui  a  tant  fait  pour  la 
France,  ce  souverain  qu*un  deuil  récent  a  plongé  dans  la  douleur 
et  avec  qui  tout  le  pays  a  pleuré  un  prince  sympathique  et  char- 
mant, dont  les  grandes  qualités  pouvaient  faire  espérer  un  règne 
glorieux  pour  Dieu  et  la  patrie,  ce  Souverain  garant  d*une  Con- 
stitution grâce  à  laquelle  on  peut  ici  être  hautemenl  catholique 
et  prier  Dieu  sans  crainte  d*ètre  destitué;  car,  Messieurs,  on 
admire  et  on  envie  partout  la  forte  organisation  de  ce  grand 
parti  eathiilique  belge,  qui,  appuyé  sur  des  populations  pleines 
de  foi,  sait,  hors  du  pouvoir,  garder  ses  positions,  au  pouvoir, 
)(Ouverner  avec  modération  et  prudence,  et,  sans  pactiser  avec 
des  erreurs  trop  répandues  à  notre  époque,  tenir  compte  de  tous 
les  besoins  nouveaux  et  de  toutes  les  aspirations  légitimes. 

Honneur  donc  à  la  libre  Belgique,  honneur  à  son  souverain, 
personnification  vivante  de  la  patrie,  qui,  tout  en  remplissant  son 
rôle  constitutionnel,  sait  trouver  le  temps  et  les  ressources  néces- 
saires pour  ouvrir  à  la  civilisation  de  vastes  contrées  el  faire 
connaître  dans  les  régions  les  plus  barbares  le  drapeau  de  la 
Belgique  comme  un  drapeau  de  paix,  de  progrès  el  de  liberté! 

Messieurs,  je  bois  à  la  santé  de  S.  M.  Léopold  II,  roi  des 
Belges. 

III 

ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE    DL    JEUDI    t)    AVRIL    1891. 

La  séance  est  honorée  de  la  présence  de  son  Excellence  le 
Nonce  apostolique  près  S.  M.  le  Roi  des  Belges.  M.  le  Président 
lui  adresse  quelques  paroles  de  bienvenue,  où  il  signale  de 
nouveau  tout  ce  que  Sa  Sainteté  Léon  XiU  a  fait  pour  la  science 
et  la  philosophie.  M^**  de  Nava  di  Bontifé,  dans  sa  réponse, 
engage   vivement   les   membres   de  la    Société   scientifique   à 
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continuer  Tœuvre  qu*ils  ont  entreprise,  et  appelle  spécialement 
leur  atleniion  sur  la  philosophie  thomiste,  tant  de  fois  recom- 
mandée par  S.  S.  le  Pape  aux  savants  catholiques,  comme  un 
guide  et  une  sauvegarde  dans  les  questions  où  les  sciences  de  la 
nature  con6nent  à  la  métaphysique. 

M.  Ch.  Lagasse,  ingénieur  en  chef,  directeur  des  ponls  et 
chaussées,  parle  ensuite  du  Ckoix  du  meilleur  stjstème  d'alimen' 
lation  d'eau  pour  une  grande  agglomération. 

Lorsqu'il  s*agit  d'une  agglomération  peu  importante,  dès  cir- 
constances spéciales  prédominent  souvent,  qui  empêchent  un 
libre  choix. 

Une  grande  agglomération  recherchant  Teau  nécessaire  à  ses 
multiples  besoins  se  la  procure  par  des  moyens  que  Ton  peut 
ranger  en  quatre  groupes  différents  : 

L'ean  est  extraite  d'un  ruisseau  ou  d'une  rivière;  elle  l'est 
d'un  étang  ou  d'un  lac,  soit  naturel,  soit  artificiel;  elle  provient 
de  galeries //7/ran/e«,  dites  aussi  d'absorption  ou  de  captation; 
elle  est  puisée  à  des  sources  énier>;eant  à  la  surface. 

M.  Lagasse,  s'aidant  de  graphiques  tracés  à  grande  échelle, 
décrit  brièvement  chacun  de  ces  systèmes  d'alimentation. 

Puis  il  examine  d'une  manière  indépendante,  sans  faire 
d'application  à  tel  ou  tel  cas,  deux  sortes  de  faits  dont  l'observa- 
tion ne  peut  manquer  de  contribuer  grandement  au  choix  du 
meilleur  système. 

La  première  série  de  ces  faits  est  fournie  par  l'analyse  baclé- 
i^iologique  des  eaux. 

Celles  qui  sont  empruntées  à  un  ruisseau,  à  une  rivière,  à  un 
étang,  à  un  lac,  sont  bien  vite  condamnées  quand  on  les  soumet 
à  ce  mode  de  profonde  investigation. 

Le  conférencier  compare,  à  ce  point  de  vue,  l'eau  provenant 
d'une  source  naturelle  avec  celle  qui  provient  d'une  galerie 
filtrante,  et,  s'appuyant  sur  de  nombreuses  et  hautes  autorités,  il 
prouve  que  la  première,  moyennant  certaines  précautions  faciles 
à  prendre,  remporte  sur  la  seconde. 

Il  cite  notamment  un  avis  du  Comité  consultatif  d'hygiène  et 
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de  salubrité  de  France,  où  ce  corps  savant  déclare  que  le  projet 
de  la  galerie  filtrante  de  ITonne  est  inacceptable  pour  l'alimen- 
talion  dVau  de  Paris,  en  se  plaçant  exclusivement  au  point  de 
vue  de  Thygiène. 

Les  faits  invoqués  en  second  lieu  par  M.  Lagasse  sont  à  la  fois 
scientifiques  et  juridiques.  On  peut  les  résumer  ainsi  : 

La  zone  influencée  par  une  galerie  filtrante  est,  dans  Tétat 
actuel  de  la  science,  nécessairement  indéterminée. 

Les  lois  des  17  avril  1835  et  27  mai  1870  sur  Texpropriation 
pour  cause  d'utilité  publique,  la  loi  du  IK  novembre  1867  sur  les 
expropriations  par  zone  font  insuffisantes  pour  assurer  au  maître 
d*une  propriété  située  dans  la  zone  influencée  la  juste  et  préalable 
indemnité  que  lui  octroie  Tarticle  II  de  la  Constitution  belge. 

Que  si  Ton  complète  la  loi,  on  se  heurtera  aux  difficultés  de 
Tapplication. 

Des  experts  consciencieux  ne  sauraient,  à  cette  heure,  mesurer 
ni  rétendue  ni  la  durée  du  dommage  causé.  Impossible  donc  de 
fixer  devant  lis  tribunaux  Tindemnité  juste  et  préalable. 

En  est-il  ainsi  quand  on  capte  des  sources  émergeant  à  la 
surface? 

Assurément  non.  Grâce  à  Thydraulique  et  à  la  mécanique, 
on  peut  mesurer  assez  rigoureusement,  par  des  jaugeages 
soignés,  la  quantité  d*eau  soustraite,  et  calculer  la  force  des  cours 
d'eau  supprimés  ou  diminués. 

Il  y  a  plus  :  Teau  détournée  de  la  nappe  souterraine  ne  peut 
guère,  sous  quelque  forme  que  ce  soit,  être  restituée  aux 
intéressés. 

Quand,  au  contraire,  on  capte  des  sources  émergentes,  il  est 
possible  le  plus  souvent  de  rendre  d'une  autre  façon  au  cours 
d'eau  ce  qui  lui  a  été  enlevé. 

Voici  la  conclusion  de  M.  Lagasse  :  Il  faut  renoncer  à  l'emploi 
des  galeries  filtrantes  pour  l'alimentation  d'eau,  dès  qu'il  existe 
d'autres  moyens  pratiques  de  satisfaire  à  ce  grand  intérêt  public. 

En  terminant,  Torateur  fait  observer  que,  même  dans  les 
applications  des  sciences,  aux  confins  de  la  science  et  de  Part,  les 
différentes  branches  du  savoir  humain  concourent  à  la  solution 
des  problèmes. 
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La  philosophie  chrélienne  vient  aussi  fournir  sa  part  dans  les 
recherches  positives.  Elle  ouvre  les  yeux  à  ceux  pour  lesquels 
resterait  fermé  sans  elle  le  sens  profond  de  cette  courte  devise 
inscrite  au  fronton  de  la  porte  dVntrée  des  ateliers  de  Kirkaldy, 
le  grand  ingénieur  et  expérimentateur  anglais  :  Facts,  not  opinions 
(des  faits,  point  d*opinions). 

M.  leD'Lefebvre  fait  ensuite  une  communication  Sur  l'Hérédité, 
dont  voici  le  résumé  : 

Rappelant  une  conférence  qu*il  a  donnée  à  In  Société  scien- 
tifique dans  la  session  d*oetobre  1878,  il  insiste  de  nouveau  sur 
cette  grande  loi  du  monde  vivant  que  toute  créature,  en  trans- 
mettant la  vie  à  de  nouvelles  créatures,  leur  transmet  en  même 
temps  un  organisme  semblable  au  sien  vi  fonctionnant  d*une 
manière  analogue.  Si  Ton  s*arrétc  à  Tespèce  humaine,  les  parents 
transmettent  aussi  à  leurs  descendants  quelque  chose  de  leurs 
facultés  intellectuelles  et  morales.  Cest  l'hérédité  psychique,  sur 
laquelle  Porateur  ne  setait  pas  arrêté  dans  la  conférence  que 
nous  venons  de  rappeler,  et  qui  fait  Tobjet  de  sa  communication 
à  la  session  d'avril  de  ceue  année. 

Les  qualités  de  Tàme  sont-elles  donc  héréditaires?  Sans  aucun 
doute,  mais  il  faut  bien  s'entendre.  Elles  subissent  toutes  l'in- 
fluence de  l'hérédité,  mais  à  des  degrés  différents.  En  effet,  elles 
ne  peuvent  être  transmises  que  par  Fintermédiaire  du  corps. 
C'est  un  dogme  fondamental  de  la  doctrine  spiritualiste  que 
l'âme  ne  vient  pas  dans  l'enfant  par  voie  de  génération,  mais  par 
voie  de  création.  L'hérédité  ne  peut  donc  agir  directement  d'àme 
à  éme,  mais  seulement  indirectement  par  l'intermédiaire  de 
l'organisme,  cette  seconde  partie  du  composé  humain;  d'où  Ion 
peut  présumer  qu'une  faculté  sera  héréditaire  à  un  degré  d'au- 
tant plus  marqué  que  la  part  de  l'organisme  dans  l'exercice  de 
cette  faculté  sera  plus  considérable.  Or,  l'observation  confirme 
pleinement  cette  prévision.  Ainsi  les  appétits,  c'est-à-dire  ces 
sensations  internes  qui  nous  portent  à  exercer  certaines  fonctions 
organiques,  comme  la  digestion,  sont  franchement  héréditaires. 
Il  en  est  de  même  des  instincts. 


—  iOft  — 

Les  senlimentSy  les  passions  sont  transmissibles  à  un  haut 
degréy  parce  que  1*  rgahisme  joue  un  rôle  important  dans  leur 
genèse.  L*orateur  insiste  particulièrement  sur  la  transmission  du 
caractère.  Abordant  i*examen  du  degré  d'hérédité  de  Tintelli-' 
gence  proprement  dite,  ce  qu'il  appelle  le  coefficient  héréditaire, 
il  constate  qu'à  mesure  qu'on  s*élève  dans  la  hiérarchie  des 
facultés,  le  rôle  de  l'hérédité  diminue  sans  disparaître  jamais 
complètement.  Il  pense  que,  dans  les  hautes  sphères  de  Tintelli- 
gence,  la  transmission  parentale  ne  joue  qu'un  rôle  médiocre;  il 
estime  même  que  le  génie,  cette  splendeur  de  l'intelligence,  n*est 
guère  héréditaire.  A  son  avis,  la  transmission  des  hautes  qualités 
morales  est  plus  habituelle  que  celle  des  grandes  qualités  intel- 
lectuelles. 

Les  deux  commissaires  nommés  dans  l'assemblée  générale  du 
mardi  7  avril,  MM.  Lagasse  et  Otto,  proposent  d'approuver  les 
(*omptes  du  trésorier.  Cette  proposition  est  adoptée. 

M.  le  secrétaire  proclame  ensuite  le  résultat  des  élections  des 
membres  du  conseil  pour  l'année  1891-1892  (voir  plus  haut  la 
composition  du  Bureau  et  du  Conseil)  (*). 


{*)  Rectification  à  introduire  dans  la  note  de  la  p.  60  :  la  première  Iv^ne  doit  coiiimen- 
oer  ainsi  :  Dans  one  note  publiée,  pages  32 à  37,  etc. 
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MÉMOIRES 


DU 

TRAITEMENT  DES  MALADIES  DU  CŒUR 

PAR  LA  MÉTHODE  OERTEL 

PAR 

le  D'  MŒLLER 


Pendant  longtemps  le  traitement  des  maladies  du  cœur  s'est 
borné  è  une  médication  purement  symptomatique.  On  se  con- 
tentait généralement  de  recommander  le  repos  du  corps,  de 
eombattre  les  phénomènes  de  stase  par  les  émissions  sanguines 
et  de  conseiller  un  régime  léger  et  non  excitant. 

11  faut  arriver  jusqu'à  Stokes  pour  rencontrer  des  idées  nou- 
velles sur  la  thérapeutique  des  cardiaques.  Le  médecin  anglais 
fut  le  premier  qui  osa  sortir  des  voies  battues  et  qui  posa  des 
règles  absolument  originales,  particulièrement  pour  le  traite- 
ment de  la  dégénérescence  graisseuse  du  cœur  et  du  cœur  gras 
proprement  dit.  Il  prescrivit  Texercice  corporel,  qui  devait  être 
systématiquement  et  graduellement  augmenté,  et  consistait  sur- 
tout en  gymnastique  raisonnée  et  en  voyages  pédestres  dans  les 
pays  montagneux.  Il  y  mettait  cependant  celte  réserve  que  cette 
méthode  convenait  principalement  aux  malades  jeimes,  et  qu'il 
fallait  être  très  prudent  dans  son  emploi  chez  les  personnes 
plus  âgées,  à  cause  des  complications  fréquentes  dues  aux  dépôts 
athéromateux  dans  Taorte  et  aux  affections  concomitantes  pou- 
vant exister  dans  les  poumons  et  le  foie. 

XV.  i 


2.  —  2  — 

Quant  au  régime,  il  ordonnait  une  alimentation  substantielle, 
principalement  azotée,  tandis  qu'il  défendait  les  matières  grasses, 
les  soupes,  le  lait  et  ne  permettait  les  aliments  végétaux  qu'en 
quantité  modérée.  Comme  boissons,  il  recommandait  Teau,  avec 
ou  sans  addition  de  vin  et  d*alcooI. 

Si  importantes  et  intéressantes  que  fussent  les  propositions  de 
Stokes,  elles  n'éveillèrenl  cependant  pas  Tattention.  Tandis 
qu'elles  soulevaient  quelques  contradictions  en  Angleterre,  elles 
furent  généralement  passées  sous  silence;  Lindwurm  lui-même, 
qui  avait  traduit  l'ouvrage  de  Stokes,  ne  fait  aucune  mention  de 
celte  méthode  thérapeutique  dans  ses  cours  et  ne  l'appliqua  pas 
dans  sa  pratique. 

En  1875,  le  professeur  Oertel,  de  Munich,  atteint  lui-même 
d'une  insuflisance  valvulaire  du  cœur  et  de  troubles  de  compen- 
sation cardiaque,  reprit  les  idées  de  Stokes,  et  diercha  à  exercer 
une  influence  directe  sur  l'état  de  l'organe  central  de  la  circula- 
tion. Les  principes  qui  le  guidèrent  étaient  les  suivants  :  forli- 
fier  le  muscle  cardiaque  et  maintenir  la  vigueur  de  ce  muscle  par 
un  régime  approprié  et  par  la  gymnastique,  notamment  par  les 
exercices  d'ascensions;  faciliter  le  travail  du  cœur  en  élevant  la 
pression  dans  le  système  arlériel  et  en  réglant  rechange  de  sang 
entre  les  artères  et  les  veines;  enfin,  par  un  régime  approprié, 
améliorer  la  qualité  du  sang  et  ramener  le  trop  plein  d'eau  dans 
le  corps  à  son  niveau  normal.  Ce  traitement  comprend  donc 
deux  facteurs  :  le  traitement  mécanique  et  le  traitement  diété- 
tique. Ces  deux  facteurs  se  complètent  mutuellement;  il  n'arrive 
que  très  rarement,  d'après  l'auteur,  que  l'un  seul  de  ces  facteurs 
soit  exclusivement  indiqué. 

Le  traitement  mécanique  a  été  désigné  par  le  D'  Oertel  du  nom 
de  cure  de  terrains;  il  consiste  en  marches  et  promenades  sur  des 
montées  en  pente  douce  et  graduée  d'après  l'état  du  sujet;  il  est 
organisé  dans  des  localités,  choisies  parmi  les  cures  d'air,  dont 
la  topographie  locale  se  prête  à  ces  exercices  :  telles  sont  Meran, 
Ischl,  Reichenhall,  Licbenstein,  Baden-Baden,  Abazzia,  Kreuth, 
Wildbad,  etc. 

Le  traitement  diététique  consiste  dans  une  alimentation  large- 
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ment  tonique  et  réparatrice,  avec  restriction  notable  dans  la 
quantité  de  boissons  ingérée  par  le  malade. 

Telle  est,  réduite  à  sa  plus  simple  expression ,  la  nouvelle 
méthode  thérapeutique  imaginée  par  le  D' Oertel.  Sa  publication 
excita  une  vive  sensation  dans  le  monde  médical;  elle  suscita 
de  nombreuses  polémiques,  qui  ne  sont  pas  encore  terminées. 
Une  discussion  très  animée  eut  lieu  sur  ce  sujet  entre  Tauteur 
et  ses  adversaires  au  Congrès  de  médecine  interne  de  Wies- 
badcn  en  1888. 

Nous  allons  essayer  d'apprécier  la  valeur  de  cette  méthode,  en 
nous  appuyant  sur  quelques  données  physiologiques  et  patholo- 
giques, ainsi  que  sur  Tobservation  clinique. 

Traitement  mécanique.  —  On  sait  que  chaque  contraction  mus- 
culaire, dans  n'importe  quelle  partie  du  corps,  influence  le  cœur, 
y  éveille  des  contractions,  en  augmente  le  nombre  et  la  force. 
Les  frères  Webcr  ont  établi,  par  des  recherches  précises,  com- 
bien les  mouvements  de  la  marche  réagissent  sur  le  cœur.  Ils 
ont  observé  que,  dans  une  marche  rapide  et  prolongée,  les  batte- 
ments cardiaques  deviennent  synchroniques  avec  les  pas.  Ils 
expliquaient  ce  fait  par  Tinfluence  des  contractions  rythmiques 
des  muscles  des  membres  inférieurs,  lesquelles  produiraient  une 
pression  périodique  sur  le  sang  veineux,  enverraient  ainsi  pério- 
diquement de  grandes  quantités  de  sang  vers  le  cœur,  dont  les 
battements  se  régleraient  sur  le  rythme  de  cette  augmentation 
d'afflux  sanguin. 

La  stimulation  prolongée  du  muscle  cardiaque  par  l'exercice 
corporel  conduit  en  fin  de  compte  à  une  hypertrophie  de  cet 
organe.  On  en  rencontre  des  exemples  tous  les  jours;  l'hyper- 
trophie du  cœur  chez  les  habitants  des  pays  montagneux  est  bien 
connue.  Mais,  comme  on  pourrait  rapporter  ce  fait  à  des  modifi- 
cations pathologiques,  il  était  intéressant  de  faire  des  recherches, 
à  ce  point  de  vue,  sur  les  animaux.  Or  le  D'  Bergmann  a  dressé 
un  tableau  très  instructif,  qui  démontre  l'hyperplasie  normale 
du  cœur  chez  les  animaux  faisant  beaucoup  d*exercices,  une  aug- 
mentation des  fibres  musculaires  saines  constatée  par  le  poids 
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du  cœur  normal,  en  comparaison  avec  le  cœur  des  hommes  et 
des  animaux  domestiques  adonnés  plutôt  au  repos. 

D'après  le  D'  Oertel,  Tascension  de  montagnes  produirait  des 
effets  beaucoup  plus  considérables  que  le  simple  exercice  muscu- 
laire, tel  quMI  se  fait  dans  la  gymnastique  ou  dans  la  marche  è 
plat  terrain.  Ces  effets  seraient,  dit  cet  auteur  :  Taugmentation 
de  calibre  de  toutes  les  artères  du  corps,  avec  élévation  de  la 
pression  sanguine  et  par  suite  apport  plus  grand  des  matériaux 
de  nutrition  a  tous  les  organes  ;  ensuite,  aspiration  plus  grande 
du  sang  veineux  vers  le  cœur  droit,  et  par  conséquent  écoule- 
ment plus  facile  du  sang  des  veines  périphériques  vers  les  gros 
troncs  veineux;  cet  écoulement  serait  encore  favorisé  par  la 
pression  des  fibres  musculaires  qui  se  contractent  dans  les  mem- 
bres inférieurs;  en  outre,  grâce  à  la  dilatation  des  artères,  le 
cœur  gauche  se  vide  plus  facilement;  la  quantité  de  sang  contenu 
dans  le  système  artériel  est  plus  grande;  par  contre,  les  veines 
étant  moins  gorgées  de  sang,  il  en  résulte  un  équilibre  plus  com- 
plet entre  le  système  artériel  et  le  système  veineux  ;  cet  équilibre 
est  encore  mieux  assuré  par  les  modifications  que  Tascension 
produit  dans  Tappareil  respiratoire  :  Tinspiration  étant  plus  pro- 
fonde, la  surface  pulmonaire  est  augmentée  et  le  champ  circu- 
latoire dans  les  poumons  est  plus  étendu;  de  sorte  que  le 
réservoir,  qui  doit  recevoir  le  sang  arrivant  en  plus  grande  abon- 
dance dans  le  cœur  droit  est  agrandi,  en  même  temps  que 
Técoulement  du  sang  pulmonaire  vers  le  cœur  gauche  est  plus 

facile. 

Tels  sont  les  effets  que  produit,  ou  du  moins  que  devrait 
produire  Texercice  de  Tascension  sur  un  cœur  atteint  d'une 
affection  pathologique. 

Il  est  incontestable  que  la  méthode  Oertel  répond  à  une  indi- 
cation pressante  de  toute  affection  du  cœur.  Quelle  que  soit  la 
nature  de  la  lésion  qu'il  s'agit  de  combattre,  le  grand  danger  à 
éviter  est  l'affaiblissement  et,  par  suite,  la  dilatation  des  ventri- 
cules cardiaques.  Tant  que  les  fibres  musculaires  qui  constituent 
cet  organe  conservent  leur  texture  et  leur  énergie,  elles  peuvent 
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surmonter  les  obstacles  qui  entravent  le  cours  du  sang,  et  la 
maladie  n'existe  qu*à  Tétat  virtuel.  Si  Tobstacle  est  très  grand,  il 
faut  même  que  ces  fibres  musculaires  se  contractent  plus  éner- 
giquement;  elles  se  développeront  davantage  et  constitueront  ce 
qu*on  appelle  Thypertrophie  compensatrice.  Or,  Texereice  corpo- 
rel, augmentant  cette  action  du  cœur,  contribue  à  produire  ou 
à  maintenir  Thypertrophie  dont  je  viens  de  parler.  Il  en  sera  de 
même,  à  plus  forte  raison,  de  Texercice  de  Tascension  qui,  outre 
rinfluence  qu'il  a  sur  le  muscle  cardiaque,  offre  encore  lavan- 
tage  de  favoriser  le  cours  du  sang  par  son  action  sur  l'expansion 
pulmonaire  dans  le  mouvement  respiratoire. 

Cependant,  il  ne  faut  pas  Toublier,  l'appareil  circulatoire  ne 
pourra  tirer  profit  de  Taffux  plus  grand  du  sang  vers  le  cœur, 
que  si  celui-ci  est  en  état  de  faire  progresser  plus  loin  le  sang 
qui  lui  arrive  en  plus  grande  abondance.  C'est  ce  qui  s'obtient  à 
Tétat  de  santé,  grâce  à  Taceélération  de  la  circulation  ;  et  encore, 
même  pour  un  cœur  sain,  cette  augmentation  de  l'afQux  sanguin 
n'est  avantageuse  que  dans  une  certaine  limite;  si  le  sang  arrive 
au  cœur  en  trop  grande  abondance,  au  point  de  ne  plus  pouvoir 
être  propulsé  en  totalité,  les  cavités  cardiaques  sont  exposées  à 
se  dilater.  Il  est  évident  que  ce  qui  peut  se  produire  à  l'état  de 
santé  peut,  à  plus  forte  raison,  arriver  en  cas  de  maladie.  La 
dilatation  du  cœur  est  presque  fatale  si  les  parois  du  cœur  sont 
très  affaiblies  et  si  la  pression  inlra-cardiaque  est  fortement  aug- 
mentée. Il  faut  à  tout  prix  éviter  la  coïncidence  de  ces  deux 
facteurs;  on  voit  par  là  que  l'exercice  de  l'ascension  est  contre- 
indiqué  dans  beaucoup  de  cas. 

Il  y  a  toutefois  dans  la  méthode  d'Oertel  un  élément  favo- 
rable dont  il  importe  de  tenir  compte,  c'est  l'habitude.  On 
constate,  en  effet,  très  souvent,  que  des  cardiaques  qui  supportent 
très  mal  les  premiers  exercices  d'ascension  finissent  par  s'y 
accoutumer  d'une  façon  étonnante.  D'après  le  professeur  de 
Munich,  cette  accoutumance  résulterait  de  ce  fait  que  l'appareil 
circulatoire  se  prête  peu  à  peu  à  l'augmentation  de  la  pression 
sanguine,  grâce  à  la  dilatation  des  artères  que  produiraient  les 
ascensions.  Cette  explication  est  très  hypothétique.  Quoi  qu'il  en 
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soit,  ce  qui  est  certain,  c'est  que  les  ascensions  peuvent,  par  suite 
de  Thabitude,  devenir  de  moins  en  moins  désavantageuses  pour 
un  cœur  malade.  La  dyspnée,  qui  accompagne  cet  exercice, 
constitue  par  la  même  un  guide  assez  sur  pour  Tapplication  de 
cette  méthode  thérapeutique.  Là  où  il  y  a  dyspnée,  et  surtout  là 
où  celle-ci  augmente,  Texercice  de  Tascension  devient  dangereux; 
si  la  dyspnée  diminue  au  contraire,  c'est  un  signe  que  ce  trai- 
tement convient  au  malade  qui  y  est  soumis. 

On  a  aussi  reproché,  non  sans  raison,  &  la  cure  Oertel,  de 
constituer  une  gymnastique  qu'il  est  difficile,  pour  ne  pas  dire 
impossible,  de  contrôler  et  de  doser.  Les  autres  exercices  gym- 
nastiques  se  font  généralement  sous  la  direction  et  la  surveil- 
lance soit  d'un  médecin,  soit  d'un  autre  homme  compétent.  On 
peut  donc  y  recourir  d'emblée,  parce  qu'on  peut  suivre  jour  par 
jour,  nous  allions  dire  heure  par  heure,  les  effets  des  mouve- 
ments corporels.  C'est  donc  par  celte  gymnastique  qu'il  convien- 
drait de  commencer,  et  il  ne  faudrait  prescrire  les  ascensions  que 
lorsque  le  muscle  cardiaque  a  été  préalablement  fortifié. 

Ces  considérations  prouvent,  en  tous  cas,  une  chose  :  c*est 
que  la  méthode  Oertel  ne  peut  être  appliquée  que  sons  la  sur- 
veillance directe  et  quotidienne  du  médecin,  lequel  pourra 
suspendre  les  exercices  d'ascension  dès  que  le  moindre  signe 
d'insuffisance  cardiaque  se  manifestera. 

Ce  serait,  du  reste,  une  erreur  que  de  vouloir  prescrire  avec 
routine  les  mouvements  aux  malades  atteints  d'affection  car- 
diaque. Il  est  parfaitement  exact  de  dire  que  l'exercice  est  le 
meilleur  moyen  de  développer  le  système  musculaire.  Il  est 
cependant  certaines  circonstances  où  nous  sommes  également 
obligés  de  lui  donner  du  repos.  Tel  est  le  cas  des  muscles  fati- 
gués, surmenés,  ainsi  que  des  muscles  atteints  d'une  affection 
inflammatoire,  rhumatismale.  11  n'est  pas  toujours  aisé  de  dis- 
tinguer les  cas  où  il  faut  se  servir  de  l'exercice  de  ceux  où  il 
faut  préférer  le  repos.  C'est  affaire  de  tact  et  de  coup  d^œil 
médical. 

Ce  qui  est  vrai  des  muscles  en  général  est  applicable  au  cœur. 
Tout  médecin  a  l'occasion  de  rencontrer  des  cardiaques  dont 


—  7  —  7. 

réiat  s*améliore  avec  une  rapidité  étonnante  rien  que  par  la 
situation  couchée.  On  ne  constate  pas  toujours  de  changement 
aussi  brusque.  Mais  l'atténuation  des  symptômes  subjectifs,  pour 
être  moins  rapide,  n*en  est  souvent  pas  moins  réelle. 

Ces  faits  s*expliquent  :  il  est  bien  connu  que  les  battements  du 
cœur  sont,  un  peu  moins  fréquents  dans  la  position  couchée  que 
dans  toute  autre  situation.  Le  D'  Vivenot,  qui  a  fait  de  nom- 
breuses recherches  à  cet  égard,  a  trouvé  que  le  pouls  bat  en 
moyenne  soixante-cinq  fois  dans  la  position  couchée  et  au  repos, 
tandis  qu'il  bat  environ  septante- quatre  fois  dans  la  station 
verticale  et  au  repos.  Prenez  que  la  différence  ne  soit  que  six 
pulsations,  cela  fait  déjà  une  économie  d'environ  huit  mille  six 
cent  quarante  pulsations  par  vingt-quatre  heures. 

Il  va  sans  dire  que  le  repos  du  corps  et  du  cœur  s'impose 
dans  toutes  les  affections  aiguës,  telles  que  la  péricardite,  Ten- 
docardite,  la  myocardite.  Mais  même  dans  les  cas  chroniques, 
il  peut  arriver  que  le  repos  soit  préférable  au  mouvement. 
Supposez,  par  exemple,  une  insuffisance  mitrale,  avec  affaiblisse- 
ment et  dilatation  du  ventricule  gauche.  Pour  que  la  circulation 
se  fasse  convenablement,  il  faut  qu'à  chaque  systole  le  ventri- 
cule gauche  puisse  non  seulement  envoyer  dans  Taorte  autant 
de  sang  que  le  ventricule  droit  en  envoie  dans  l'artère  pulmo- 
naire, mais  encore  faire  face  à  la  régurgitation  du  sang  dans 
Toreillette  gauche.  Si  le  ventricule  gauche  n'est  pas  en  état  de 
suffire  à  cette  double  besogne,  il  y  aura  rupture  de  la  répartition 
du  sang  dans  la  petite  et  la  grande  circulation.  Pour  obtenir  ce 
résultat,  le  cœur  précipitera  son  mouvement,  le  pouls  deviendra 
de  plus  en  plus  fréquent  et  il  y  aura  imminence  d'asystolie.  Dans 
ces  circonstances,  il  devient  éminemment  nuisible,  voire  même 
dangereux  d'augmenter  l'afflux  du  sang  vers  le  cœur  par  im 
exercice  corporel.  Le  repos  est  absolument  indispensable  jusqu'à 
ce  que  l'équilibre  soit  rétabli.  Ce  n'est  qu'ultérieurement  qu'il 
pourra  être  indiqué  de  maintenir,  consolider  et  développer 
l'amélioration  obtenue  par  des  exercices  appropriés. 

Il  est  impossible  de  poser  des  règles  absolues  permettant  de 
discerner  les  cas  où  le  repos  est  indiqué  de  ceux  où  il  faut 
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préférer  Texercice.  On  peut  cependant  dire,  d'une  façon  générale, 
que  Ton  doit  être  très  réservé  dans  Tapplication  de  lexereice 
corporel,  surtout  des  mouvements  un  peu  forcés,  tels  que  Tas- 
eension,  chaque  fois  qu'il  y  a  trouble  de  compensation.  Cela 
revient  à  dire  que  la  méthode  d'Oertel  est  principalement  indi- 
quée dans  les  affections  cardiaques  compensées  ;  elle  est  alors 
très  utile  pour  entretenir  ou  augmenter  l'hypertrophie  compen- 
satrice et  empêcher  ainsi  les  complications  si  fréquentes  et  si 
graves  dont  tout  cardiaque  est  constamment  menacé. 

Traitement  diététique.  —  Si  Tindicalion  que  le  D'  Oertel 
cherche  à  remplir  par  son  traitement  mécanique,  à  savoir  de 
fortifier  le  muscle  cardiaque,  est  indiscutable  et  indiscutée,  il 
n'en  est  pas  du  tout  ainsi  du  but  qu'il  poursuit  par  son  traite- 
ment diététique. 

L'auteur  se  base  sur  cette  notion  que,  d'après  lui,  tous  ou  à 
peu  près  tous  les  cardiaques  seraient  plus  ou  moins  hydre- 
miques,  alors  même  qu'ils  ne  présenteraient  pas  le  moindre 
signe  d'hydropisie.  Les  vaisseaux  sanguins  étant  gorgés  de  trop 
de  liquide  sont  dans  des  conditions  défavorables  à  la  circulation, 
et  le  cœur  doit  se  livrer  à  un  excès  de  travail  pour  surmonter 
la  résistance  que  le  sang  offre  à  l'impulsion  des  ventricules. 

Pour  établir  l'exactitude  du  fait  qu'il  avance,  le  professeur  de 
Munich,  qui  n'est  pas  à  la  télé  d'une  clinique  d'hôpital,  ne  se 
base,  il  l'a  avoué  lui-même,  sur  aucune  recherche  expérimen- 
tale. Sa  conception  résulte  exclusivement  de  ses  observations 
dans  la  pratique  privée  et  sur  son  propre  organisme.  Il  rappelle 
cependant  que  déjà  Wunderlich  admettait  la  nécessité  de  dimi- 
nuer la  quantité  du  liquide  contenu  dans  les  vaisseaux  sanguins, 
ce  que  ce  clinicien  cherchait  à  obtenir  par  des  émissions  san- 
guines générales. 

Le  D'  Oertel  croit  que  l'indication  est  exacte,  mais  que  le 
remède  est  mauvais.  11  cherche  à  arriver  au  même  résultat,  non 
en  enlevant  du  sang  en  nature,  mais  en  soustrayant  à  tout 
l'organisme  l'excès  d'eau  qu*il  contient.  Ce  but  est  obtenu  de 
deux  façons  :  l^en  diminuant  la  quantité  des  liquides  introduits 
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dans  le  corps  par  les  boissons  et  les  aliments;  S""  en  augmentant 
les  sécrétions. 

L'exercice  de  l'ascension  augmente  déjà  la  sécrétion  de  Teau, 
aussi  bien  par  la  peau  que  par  la  muqueuse  respiratoire.  D'autre 
part,  la  sécrétion  urinaire  est  augmentée  par  la  diminution  des 
liquides  introduits  dans  l'organisme  avec  Talimentation,  pourvu, 
bien  entendu,  que  les  reins  fonctionnent  encore  normalement. 

Une  diète  sèche  est  donc,  d'après  M.  Oertel,  un  élément 
important  et  nécessaire  du  traitement  des  maladies  du  cœur. 
Les  hydropiques  ne  sont  pas  seuls  justiciables  de  cette  prescrip- 
tion, un  grand  nombre  de  cardiaques  devraient  s'y  soumettre, 
parce  qu'ils  sont  hydrémiques  aussi  bien  que  ceux  qui  pré- 
sentent de  l'œdème  des  membres  ou  de  l'épanchement  dans  les 
cavités  viscérales.  Dans  cet  ordre  d'idées,  l'auteur  établit  les 
catégories  suivantes  parmi  les  personnes  atteintes  d'affections 
du  coeur  : 

1**  Celles  qui  présentent  de  Tobésité  avec  de  la  pléthore;  chez 
elles  il  faut  augmenter  la  quantité  d'albumine,  diminuer  la  graisse 
et  permettre  l'usage  des  boissons; 

2*  Les  personnes  grasses  avec  pléthore  séreuse,  pour  lesquelles 
il  faut  augmenter  les  aliments  azotés,  diminuer  les  matières 
grasses  et  les  boissons. 

3®  Les  personnes  qui  présentent  de  la  faiblesse  et  de  l'amai- 
grissement; ce  sont  ordinairement  les  cardiaques  d'un  certain 
âge.  Ici  encore  il  faut  augmenter  l'albumine,  ne  pas  diminuer 
ou  même  augmenter  les  matières  grasses  et  féculentes,  mais 
toujours  diminuer  les  boissons. 

Lorsque  le  D'  Oertel  exposa  pour  la  première  fois  en  1884 
ses  idées  dans  l'Encyclopédie  de  thérapeutique  de  Ziemssen,  il 
excita  une  surprise  à  peu  près  générale.  Il  était  en  contradiction 
formelle  avec  les  idées  qui  avaient  cours  parmi  les  ch'niciens  les 
plus  autorisés.  M.  Penzoldt,  notamment,  avait  publié,  il  y  a  peu 
d'années,  les  résultats  de  la  numération  des  globules  du  sang 
chez  les  cardiaques  et  avait  constaté  chez  eux  une  augmentation, 
faible  à  la  vérité,  mais  constante,  du  nombre  de  globules  rouges. 
A  peu  près  à  la  même  époque,  le  professeur  Lépine,  de  Lyon, 
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faisait  également  des  recherches  sur  la  teneur  du  sang  en  hémo- 
globine chez  les  cardiaques  et  les  brightiques,  et  il  en  était  arrivé 
à  conclure  que  chez  les  premiers  Thydrémie,  quand  elle  existait, 
était  très  peu  prononcée  et  qu'il  y  avait  souvent  chez  eux  plutôt 
une  légère  augmentation  de  Phémoglobine. 

Depuis  la  publication  d'Oertel,  de  nouvelles  expériences  ont 
été  faites  qui  semblent  également  infirmer  son  opinion.  Le 
D'  Bamberger  conclut,  de  ses  recherches  dans  sa  clinique,  que 
Ton  doit  distinguer  les  cardiaques  dont  raiïection  est  compensée 
de  ceux  où  la  compensation  fait  défaut.  Chez  les  premiers,  Thé- 
moglobine,  ainsi  que  le  nombre  de  globules,  est  légèrement  au- 
dessous  de  la  normale;  mais  chez  les  seconds  il  y  a,  au  contraire, 
une  augmentation  des  globules  et  de  Thémoglobine. 

Le  D'  Lichteim  a,  de  son  côté,  institué  des  expériences,  d  où 
il  résulte  que  la  concentration  du  sang  n'est  pas  du  tout  infé- 
rieure à  la  normale  dans  les  maladies  du  cœur  non  compensées, 
qu'elle  est  même  augmentée  chez  les  malades  hydropiques. 
D'autre  part,  d'après  le  même  auteur,  une  diminution  dans  la 
quantité  de  boissons  ne  produit  une  augmentation  de  là  concen- 
tration du  sang  que  dans  la  faible  proportion  de  2  7o  chez 
l'homme  sain.  Dans  les  maladies  du  cœur  non  compensées, 
l'influence  de  ce  régime  sur  la  concentration  du  sang  ne  fut  pas 
plus  grande,  elle  était  même  plus  petite  chez  les  hydropiques, 
parce  que  les  phénomènes  d'hydrogisie  diminuaient  sous  l'in- 
fluence de  ce  régime  et  que  l'eau  pompée  par  les  capillaires 
dans  le  tissu  cellulaire  augmentait  la  dilution  du  sang. 

Il  résulterait  de  ces  différentes  recherches  que,  contrairement 
à  l'opinion  d'Oertel,  l'existence  de  la  pléthore  hydrémique  dans 
les  affections  cardiaques  n'est  rien  moins  que  démontrée  et  que 
les  oscillations  de  la  quantité  de  sang  sous  Pinfluence  du  régime 
alimentaire  sont  sans  importance. 

Dans  la  discussion  qui  eut  lieu  sur  ce  sujet  au  Congrès  de 
médecine  interne  de  Wiesbaden  en  1888,  plusieurs  orateurs 
ont  fait  remarquer  que  le  D'  Oertel,  n'étant  pas  chargé  d'un 
service  hospitalier,  n'avait  probablement  guère  eu  à  traiter  que 
des  malades  d'une  certaine  classe  sociale  et  spécialement  des 
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obèses  et  des  gros  buveurs,  comme  il  n*en  existe  que  trop  à 
Munich  et  dans  toute  la  Bavière.  Aucun  clinicien  ne  prit  la 
défense  de  sa  méthode  thérapeutique.  Le  médecin  de  Munich, 
lui-même,  n'insista  pas,  dans  son  discours  de  clôture,  sur  les 
considérations  théoriques  qu'il  avait  développées  à  Tappui  de 
son  traitement;  mais  il  persista  à  préconiser  celui-ci  comme 
étant  le  mieux  approprié  à  la  majorité  des  cas  de  maladies  du 
cœur. 

En  résumé,  nous  pensons  qu'il  faut  se  garder  d'une  méthode 
trop  absolue  pour  le  traitement  des  maladies  du  cœur.  Ce  serait 
une  erreur  que  de  rejeter  complètement  la  cure  d'Oertel;  elle 
mérite  d'être  essayée  dans  certains  cas.  Et  nous  croyons  pouvoir 
poser  les  conclusions  suivantes  : 

1*"  La  méthode  d'Oertel  est  souveraine  contre  les  affections 
cardiaques  qui  sont  dues  à  l'intempérance  et  au  défaut  d'exer- 
cice; 

2°  Lorsque  ces  affections  sont  causées  par  le  surmenage  du 
cœur,  la  méthode  d'Oertel  n'est  applicable  qu'aux  cas  où  la 
dyspnée  fait  complètement  défaut  et  n'apparaît  pas  dans  le  cours 
du  traitement  ; 

3"*  Lorsque  la  compensation  n'est  plus  intacte,  le  traitement 
d'Oertel  est  à  proscrire,  ou,  tout  au  moins,  ne  faut-il  y  recourir 
qu'avec  une  extrême  prudence  et  en  surveillant  de  près  les  effets 
obtenus; 

4°  Tant  que  la  compensation  est  intacte,  le  traitement  d'Oertel 
peut  être  essayé  avec  discernement  ; 

S""  L'administration  de  remèdes  médicamenteux  est  ordinai- 
rement inutile  dans  les  maladies  du  cœur  compensées;  elle 
s'impose,  au  contraire,  pour  combattre  les  effets  de  la  rupture  de 
la  compensation. 
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TRAITEMENT  DES  FRACTURES 


PAR   LE   MASSAGE 


PAR 


le  D'  HDYBERECHTS 


La  nouveauté  excite  habituellement,  chez  nous,  Fenthousiasme 
ou  la  défiance;  souvent  même  Tun  et  Tautre  successivement. 
La  lecture  du  travail  magistral  de  Lucas  Championnière  sur  le 
traitement  des  fractures  par  le  massage  m*a  beaucoup  enthou- 
siasmé, et  je  n*ai  pas  hésité  à  mettre  en  pratique  les  conseils  de 
rillustre  chirurgien  de  Thâpital  Saint-Louis,  une  première  fois, 
dans  un  cas  de  fracture  articulaire  des  deux  os  de  la  jambe.  Je 
n*ai  eu  qu'à  me  louer  de  cet  essai,  comme  on  pourra  en  juger 
tout  à  l'heure.  Tout  d'abord,  j'exposerai  en  quelques  mots  les 
idées  et  les  conseils  de  Lucas  Championnière  à  ce  sujet  :  ils 
peuvent  se  résumer  dans  les  trois  questions  suivantes  : 

1**  Quelles  sont  les  manœuvres  du  massage? 

2"*  Quelle  en  est  Faction,  quels  en  sont  les  effets  ? 

3®  Quelles  sont  les  fractures  passibles  de  ce  traitement,  quelles 
en  sont  les  contre-indications? 

L  Les  manœuvres  du  massage  comprennent  d'abord  les 
mouvements  d'exploration.  Ce  premier  temps  présente  une 
importance  capitale;  il  consiste  à  rechercher  attentivement  le 
foyer  de  la  fracture,  qui  doit  être  évité  avec  grand  soin  dans  les 
premières  séances  de  massage;  il  permet  de  se  rendre  compte 
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des  points  particulièrement  douloureux,  au  niveau  des  déchi- 
rures nerveuses  et  musculaires  par  exemple,  et  enfin  de  décou- 
vrir les  exsudats  sanguins,  les  épanchements  tendineux  et  arti- 
culaires sur  lesquels  le  massage  s*exercera  particulièrement. 

II.  Le  massage  des  fractures  ne  ressemble  en  rien  à  celui  qui 
est  utilisé  par  les  spécialistes  dans  les  cas  d^entorses  et  autres 
affections.  Lucas  Ghampionnière  repousse  énergiquement  toutes 
les  manœuvres  brusques,  telles  que  pétrissage,  picotement, 
tapotement,  etc.  Cette  pratique  doit  être  essentiellement  douce 
et  indolore  pour  le  patient. 

La  première  condition  est  de  bien  fixer  le  membre  en  rappli- 
quant sur  un  corps  dur  et  résistant,  table  ou  coussin  de  sable, 
par  exemple;  et,  en  second  lieu,  de  bien  immobiliser,  de  la  main 
gauche,  le  foyer  de  la  fracture,  afin  d*éviter  dans  celui-ci  (ont 
mouvement  brusque  qui  nuirait  certainement  à  la  formation 
du  caL 

La  manœuvre  se  fait  avec  le  pouce  de  la  main  droite  dans  le 
sens  longitudinal,  le  long  des  tendons  et  des  muscles,  et  suivant 
le  trajet  du  sang  veineux  ;  il  faut  éviter,  avec  grand  soin,  de 
ramener  le  doigt  sur  les  parties  parcourues,  comme  on  est  sou- 
vent tenté  de  le  faire  ;  cette  dernière  manœuvre  est  défectueuse 
et  toujours  douloureuse  pour  le  patient. 

Dans  les  séances  ultérieures,  parfois  même  à  la  fin  des  pre- 
mières séances,  on  pourra  faire  usage  des  deux  pouces  conduits 
successivement  ou  simultanément,  de  la  face  palmaire  des 
quatre  doigts  et  même  de  la  paume  de  la  main. 

«  Ces  pressions  doivent  être  faites,  dit  Lucas  Ghampionnière, 
directement  avec  la  main  et  perpendiculairement  à  Taxe  du 
membre;  cette  sorte  de  pression  combinée  avec  le  glissement  de 
la  main  suivant  la  direction  du  membre  constitue  Tessencc  du 
massage.  » 

Lorsqu^il  existe  des  épanchements  sanguins  ou  synoviaux 
assez  considérables,  on  peut  également  utiliser  la  paume  de  la 
main  et  le  pouce.  Pour  cela,  on  embrasse  le  membre  entre  ces 
deux  parties,  de  manière  à  produire  une  espèce  de  mouvement 
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en  spirale  qui  aura  pour  effet  d*é(aler  largement  les  exsudats; 
mais  on  aura  soin  de  faire  suivre  ces  mouvements  de  quelques 
frictions  longitudinales»  de  manière  à  chasser  vers  les  racines 
du  membre  ces  produits  ainsi  dispersés»  qui  seront  alors  charriés 
par  la  grande  circulation. 

Les  premiers  mouvements  doivent  consister  en  des  glîssements 
très  superficiels;  ce  n*estque  petit  à  petit  qu*il  faut  les  renforcer 
au  fur  et  à  mesure  que  Télément  douleur  disparait.  C'est  assez 
dire  que  les  séances  doivent  être  suffisamment  longues,  puisque 
la  première  partie  de  celles-ci  est  utilisée  à  la  préparation  du 
membre.  De  Tavis  de  Lucas  Championnière»  vingt  minutes 
constitueraient  une  bonne  moyenne;  il  est  toutefois  évident  qu*il 
faudra  tenir  compte  de  la  région  à  masser  ainsi  que  de  la  sus- 
ceptibilité et  de  la  patience  du  malade.  Le  complément  néces- 
saire de  la  séance  de  massage,  c*est  Texécution  de  mouvements 
passifs  d*abord,  puis  actifs  dans  les  articulations  voisines  et 
même  éloignées  du  foyer  de  la  fracture.  Ces  mouvements  doivent 
être  très  limités  et  exécutés  avec  une  grande  prudence,  et  ne 
peuvent  occasionner  aucune  douleur  au  malade.  Celle-ci  con- 
stitue, d'ailleurs,  un  excellent  critérium,  tant  pour  le  massage 
que  pour  les  mouvements  à  imprimer. 

Ces  trois  temps  ayant  été  exécutés,  faut-il  appliquer  un  appa- 
reil ?  question  importante,  à  laquelle  je  répondrai  en  établissant 
trois  classes  de  fractures  : 

1«  Fractures  sans  tendance  au  déplacement:  pour  tout  appa- 
reil» on  appliquera  une  simple  l>ande  de  flanelle.  Exemple  : 
fracture  simple  du  radius. 

2°  Fractures  avec  déplacement  modéré  :  massage  d'abord,  et 
puis  application  d'un  appareil  que  l'on  enlève  au  bout  de  quatre 
à  cinq  jours  pour  masser  le  membre;  on  répèle  cette  opération 
chaque  jour.  Exemples  :  fracture  sus-malléolaires. 

3®  Fractures  avec  déplacement  difficile  à  maintenir  et  pouvant 
occasionner  des  déformations  ultérieures.  Application  d'un  appa- 
reil plâtré  ou  amidonné,  que  Ton  enlèvera  cependant  dès  qu'une 
somme  de  soudure  suffisante  se  sera  établie,  pour  commencer 
alors  le  massage. 
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111.  Quelle  est  Taction  du  massage?  Quels  en  sont  les  effets? 

Le  premier  effet  manifeste  du  massage,  c*est  la  suspension  de  la 
douleur  ;  en  second  lieu,  la  disparition  des  déformations  occa- 
sionnées par  les  épanchements  sanguins  et  synoviaux;  et  enGn, 
Paccélération  de  la  formation  du  cal. 

La  douleur,  symptôme  rarement  absent  dans  les  fractures, 
reconnaît  comme  causes  habituelles  le  chevauchement  des  frag- 
ments dans  les  tissus;  celle-ci  est  annihilée  par  la  réduction  de 
la  fracture;  en  second  lieu,  les  déchirures  musculaires  et  ner- 
veuses, et  enfin  la  distension  et  la  compression  des  tissus  par  les 
liquides  épanchés. 

Dès  les  premières  séances  de  massage,  on  est  frappé  de  la  rapi- 
dité avec  laquelle  disparaissent  les  gonflements  et  les  déforma- 
tions constitués  par  les  exsudats  sanguins  et  synoviaux;  rien 
d*étonnant  dès  lors  que  la  douleur  qu*ils  entretiennent  soit  sus- 
pendue. Lucas  Chémpionnière  donne  à  cette  modification  Tin- 
terprétation  que  voici  : 

«  Il  y  a  surtout,  dit-il,  un  certain  mode  d'épuisement  nerveux 
par  irritation  répétée  des  filets  et  des  extrémités  nerveuses. 
L'excitation  nerveuse  très  répétée  épuise  rapidement  le  tronc 
nerveux  et  les  filets  nerveux  de  la  région  ;  aussi  conçoit-on  que 
pour  arriver  à  un  résultat  satisfaisant  il  soit  indispensable  de 
répéter  très  fréquemment  un  mouvement  identique,  de  ne  pas 
changer  très  rapidement  le  point  d'application  du  massage  et  de 
n'abandonner  les  frictions  sur  un  côté  du  membre  que  quand  il 
est  bien  insensibilisé.  » 

J'ai  eu  l'occasion  de  constater  la  véracité  de  cette  assertion 
chez  une  dame  qui,  très  intelligente,  m'exprimait  parfaitement 
ses  sensations;  elle  m'afiirmait  qu'après  la  séance  de  massage  la 
douleur  était  suspendue  et  que  son  bras  lui  paraissait  endormi. 

L'accélération  de  la  formation  du  cal  est  un  fait  également 
bien  affirmé  par  Lucas  Championnière. 

Pour  ma  part,  j'ai  pu  m'en  convaincre  dans  un  cas  de  fracture 
des  deux  os  de  la  jambe.  Le  patient  pouvait,  au  bout  de  quinze 
jours,  se  tenir  debout  sur  le  membre  fracturé,  preuve  irrécu- 
sable d'une  consolidation  suffisante  du  cal  et  de  la  disparition 
de  la  douleur. 
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Pourrait-il  d'ailleurs  en  être  autrement,  puisque  le  mas> 
sage  a  pour  effet  d'exciter  la  circulation,  de  faciliter  la  reprise 
des  éléments  épanchés,  en  un  mot  d'activer  considérablement  la 
nutrition  dans  les  parties  constituantes  du  membre  lésé  et  par  là 
même  augmenter  les  propriétés  ostéogéniques  du  périoste  et  de  la 
moelle? 

Ne  voyons-nous  pas  d'ailleurs  les  fractures  de  côtes,  chez 
l'homme,  se  guérir  très  vite  et  très  bien,  malgré  la  mobilisation 
physiologique  dont  elles  sont  l'objet  ? 

Le  même  fait  s'observe  dans  la  série  animale.  Paul  Cagny, 
vétérinaire  très  distingué,  après  avoir  constaté  que  les  fractures 
guérissent  très  mal  sous  l'immobilisation,  chez  les  chiens,  a 
remarqué  que  des  mouvements  pen  étendus  favorisent  la  for- 
mation et  la  consolidation  du  cal,  lequel  était  entravé  dans  sa 
restauration  lorsque  le  chien  se  livrait  à  des  exercices  violents, 
tels  que  sauts  d'obstacles,  etc. 

Il  s'ensuit  donc  que  si  les  mouvements  prudemment  exécutés 
sont  favorables,  les  mouvements  brusques  et  violents  compro- 
mettent la  formation  du  cal,  et  il  est  de  toute  nécessité  d'empê- 
cher les  malades  de  se  livrer  à  des  exercices  prématurés,  comme 
ils  sont  tentés  de  le  faire  lorsque  l'élément  douleur  a  disparu. 

IV.  Quelles  sont  les  fractures  passibles  de  ce  traitement,  et 
quelles  en  sont  les  contre-indications? 

Les  deux  principales  contre-indications  sont  :  1*  l'altération  de 
la  peau  par  une  plaie  contuse,  phlyctènes,  etc.;  2^  la  mobilité  très 
grande  des  fragments,  pouvant  exposer  à  des  déformations  ulté- 
rieures. 

Ces  contre-indications  étant  connues,  les  indications  devien- 
nent évidentes,  et  l'on  peut  dire  que  toute  fracture  qui  ne  s'ac- 
compagne pas  d'un  déplacement  trop  marqué  peut  être  traitée 
par  le  massage. 

Dans  cette  catégorie  rentrent  presque  toutes  les  fractures 
périarticulaires,  telles  que  la  fracture  du  radius,  de  l'extrémité 
supérieure  de  l'humérus,  des  extrémités  inférieure  et  supérieure 
du  tibia,  la  fracture  du  péroné,  de  l'extrémité  supérieure  du 
fémur,  etc. 
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Voici  la  relation  personnelle  de  quelques  fractures  traitées  par 
le  massage  : 

1*  M.  H...,  atteint  au  mois  de  mai  d*une  fracture  des  deux 
malléoles,  est  transporté  à  l'hôpital,  où  on  lui  applique  un  appa- 
reil provisoire.  M*ayant  fait  appeler  de  grand  matin,  le  malade 
me  supplia  de  lui  enlever  le  bandage  qui  lui  occasionne,  dit-il, 
des  souffrances  insupportables.  Celle  aversion  du  malade  pour 
son  bandage,  qu*il  accusait  à  tort,  je  pense,  me  donna  grande 
facilité  pour  Tinstitution  du  traitement  par  le  massage.  Pour  tout 
appareil,  je  lui  fis  préparer  trois  sacs  de  sable,  deux  longs  et  un 
court;  celui-ci,  appliqué  contre  la  plante  du  pied,  lui  servait  de 
soutien;  les  deux  autres  formaient  gouttière  autour  du  membre. 
Les  suites  furent  très  heureuses:  le  quinzième  jour,  le  malade 
pouvait  reposer  le  pied  par  terre;  le  vingt  et  unième  jour,  il  mar- 
chait avec  un  bâton  dans  sa  chambre,  et,  quatre  semaines  après 
son  aceideni,  il  circulait  à  la  rue,  se  servant  d*unc  canne  «  pour 
la  forme  >,  disait*il. 

2^  M°*'  H...  se  fait,  en  tombant  sur  un  brise-lames  à  Ostende, 
une  fracture  du  radius  avec  arrachement  de  Tapophyse  styloïde 
du  cubitus;  traitée  par  le  massage  et  ayant  pour  tout  appareil 
une  bande  de  flanelle  roulée,  elle  pouvait,  après  la  quatorzième 
séance  de  massage,  tenir  son  aiguille  pour  lenfiier  et  soulever 
un  verre  de  bière;  au  bout  de  vingt  jours,  elle  pouvait  porter  ce 
verre  à  la  bouche  et  le  vider  entièrement.  Sa  guérison  est 
actuellement  presque  complète. 

3*  Une  fracture  du  col  de  l'humérus,  traitée  par  la  même 
méthode,  mais  d*unc  façon  incomplète  cependant  à  cause  de  la 
constitution  névropathique  de  la  malade,  me  donna  un  résultat 
très  satisfaisant. 

4®  Une  quatrième  occasion  se  présenta  pour  Tapplication  de 
ce  traitement  :  il  s'agissait  d*une  fracture  de  Tépitroelée;  mal- 
heureusement je  n'ai  pu,  pour  deux  motifs,  en  faire  usage  : 
d'abord,  le  malade  habitant  fort  loin  de  chez  moi,  je  n'aurais  pu 
le  masser  moi-même  tous  les  jours,  et  personne  dans  Pentourage 
n'en   était  capable;  de  plus,  j'avais  affaire  à  un  épileptique. 


7.  —  18  — 

à  attaques  fréquentes,  et  les  parents  réclamaient  impérieusement 
un  solide  bandage. 

J'ai  immobilisé  le  membre  le  moins  longtemps  possible  et, 
malgré  cela,  j*ai  à  lutter  en  ce  moment,  par  le  massage  et  les 
bains,  contre  une  ankylose  assez  tenace  et  surtout  contre  une 
atrophie  musculaire  très  prononcée  ;  résultat  bien  moins  brillant, 
comme  on  voit,  que  ceux  obtenus  par  le  massage  dans  les  cas 
précités. 

5*  Enfin,  je  fus  appelé,  il  y  a  quelques  jours,  auprès  d'une 
dame  de  82  ans  qui,  en  tombant  violemment  sur  le  coude,  s'était 
fait  une  fracture  de  rolécrane.  Un  épanchement  énorme  mas- 
quait toute  la  région  du  coude;  je  pratiquai,  en  deux  jours, 
trois  séances  de  massage  qui  furent  très  bien  supportées  et  qui 
eurent  comme  conséquence  d'étaler  l'épanchement  et  d'amoin- 
drir sensiblement  la  douleur;  après  quoi,  je  lui  appliquai  un 
appareil  amidonné,  le  membre  étant  dans  l'extension  modérée. 
Je  l'enlèverai  dans  trois  ou  quatre  jours  et  j'instituerai  le  traite- 
ment par  le  massage. 

Je  n'ai  pas  la  prétention  d'obtenir  par  ce  moyen  une  consoli- 
dation osseuse,  résultat  très  rare  dans  cette  fracture,  mais  j'ai  tout 
espoir  que  je  mettrai  cette  malade  à  l'abri  d'une  ankylose  et  que 
je  préviendrai  une  atrophie  musculaire,  conséquences  fréquentes 
de  cet  accident  et  causes  habituelles  d'une  gène  définitive  dans 
les  mouvements  du  membre. 

N'allez  pas  croire  que  l'exposé  que  je  viens  de  faire  des  idées 
de  Lucas  Championnière  soit  de  .ma  part  un  procès  intenté  à 
Tancien  traitement  des  fractures  et  la  condamnation  des  appa- 
reils plâtrés,  amidonnés  et  autres.  Loin  de  moi  cette  idée  :  je  crois 
que  l'immobilisation  doit  garder  une  place,  mais  je  pense  aussi 
que  la  méthode  que  je  viens  de  vous  soumettre  doit  prendre  une 
place  importante,  tout  en  ajoutant  qu'elle  exige,  de  la  part  du 
malade,  une  très  grande  prudence  et,  de  la  part  du  médecin,  une 
connaissance  exacte  des  manœuvres  à  exécuter,  et  la  nécessité 
de  faire  un  choix  judicieux  des  fractures  passibles  de  ce  traite- 
ment. 
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le  Dr  J.  EEGKMAN 

Assistant  de  la  clinique  de  M.  le  O'  Tacke. 


Lorsqu'on  étudie  les  maladies  de  l'œil,  on  est  frappé  de 
Pimportance  et  aussi  de  la  fréquence  des  symptômes  que 
fournit  Torgane  de  la  vue  pour  le  diagnostic  des  affections  des 
centres  nerveux. 

Cela  n'a  rien  d'étonnant  lorsqu'on  considère  les  relations 
étroites  qui  unissent  les  centres  nerveux  à  l'œil;  en  effet,  outre 
la  situation  voisine  de  l'œil  et  du  cerveau,  ces  deux  organes  se 
trouvent  réunis  l'un  à  l'autre  par  un  pont  nerveux  qui  de  la 
rétine  va  au  cerveau,  le  traverse  d'outre  en  outre  et  s'y  termine, 
après  s'être  relié  à  la  moelle  épinière  et  à  la  moelle  allongée,  par 
des  fibres  nerveuses  commissurales  ;  ensuite,  la  vascularisation 
tant  veineuse  qu'artérielle  de  l'œil  marche  de  pair  avec  la  circu- 
lation cérébrale,  de  sorte  que  les  troubles  qui  surviennent  dans 
l'un  des  deux  systèmes  vasculaires  ont  leur  retentissement  sur  son 
congénère;  enfin,  par  le  trou  optique,  le  liquide  sous-arachnoï- 
dien  cérébral  se  mêle  au  liquide  qui  occupe  l'espace  séparant  la 
gaine  interne  de  la  gaine  externe  du  nerf  optique.  De  cette 
disposition,  analogue  à  celle  de  deux  vases  communiquants,  il 
résulte  que  toute  variation  dans  la  pression  intra-cranienne  a  son 
contre-coup  sur  toute  la  longueur  du  nerf  optique  et  par  là  même 
sur  l'artère  centrale.  Or,  plus  cette  artère  se  trouve  comprimée, 
moins  elle  fournit  de  sang  aux  artères  de  la  rétine  qui  se  voient 
à  l'ophtalmoscope,  et  vice  versa,  de  sorte  que  les  vaisseaux  réti- 
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niens  sont,  pour  ainsi  dire,  le  miroir  de  la  circulation  cérébrale 
et  de  la  pression  intra-cranienne. 

Comme  il  serait  trop  long  de  considérer  ici  toutes  les  maladies 
du  système  nerveux  dans  leurs  rapports  avec  Tœil,  je  ne  ferai 
que  décrire  les  symptômes  oculaires  que  Ton  rencontre  dans  les 
cas  d*hémorrhagie  et  d'embolie  cérébrales  et  dans  les  cas  de 
tumeurs  intra-craniennes. 

Dans  les  cas  d'apoplexie»  on  peut  rencontrer,  du  côté  de  Tœil  : 
1"*  des  symptômes  prodromiques,  2"*  la  fixité  de  la  pupille,  S""  des 
anomalies  dans  les  mouvements  associés  des  yeux,  4®  du  nystag- 
mus,  S*'  des  hémiopies,  6"*  lamaurose,  7"*  des  paralysies  des 
muscles  de  Tceil,  8"*  des  paralysies  des  muscles  moteurs  du 
globe  oculaire,  et  9°  très  rarement  Pétranglement  de  la  papille  du 
nerf  optique. 

Dans  les  cas  de  tumeurs,  on  rencontre  Pétranglement  de  la 
papille  du  nerf  optique  ainsi  que  la  fixité  de  la  pupille;  ensuite, 
suivant  le  siège  de  la  tumeur,  on  peut  avoir:  1°  des  hémianopsies, 
2"*  des  atrophies  du  nerf  optique,  3*  des  paralysies  des  muscles 
derœil,4*'  des  anomalies  dans  les  mouvements  associés  des  yeux, 
5®  du  nystagmus. 

Comme  on  le  voit,  il  y  a  plusieurs  symptômes  qui  sont  com- 
muns à  l'apoplexie  et  à  la  tumeur  du  cerveau  ;  pour  ne  pas  faire 
de  répétitions  fastidieuses,  je  rangerai  les  différents  symptômes 
suivant  leur  plus  grande  fréquence,  dans  Tun  ou  Tautre  cas,  en 
mentionnant  les  particularités  de  chacun  de  ces  cas. 

Les  symptômes  prodromiques  de  Tapoplexie  doivent  toujours 
attirer  Tattention  du  médecin.  Ainsi,  j'ai  vu,  plusieurs  fois,  des 
personnes  qui,  après  avoir  été  atteintes  de  petites  ruptures 
vasculaires  sous-conjonctivales  ou  sous-palpébrales  spontanées, 
ont  été  frappées  peu  après  d'une  attaque  d'apoplexie  cérébrale. 
L'entourage  avait  considéré  ce  fait  comme  bénin,  alors  que  ce 
petit  accident,  sans  gravité  par  lui-même,  il  est  vrai,  était  le 
signe  certain  de  la  diminution  de  résistance  des  vaisseaux,  soit 
par  artériosclérose,  soit  plus  rarement  par  endartérite  syphili- 
tique. Il  faut  naturellement  toujours  s'informer  avec  soin  des 
circonstances  qui  auraient  pu  donner  lieu  à  ces  ruptures  vascu- 
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lairesy  par  exemple,  une  toux,  un  traumatisme,  etc.  Un  prodrome 
fréquent  et  plus  important  que  le  précédent,  c*est  Thémorrhagie 
de  la  rétine,  celle  du  corps  vitré  ou  celle  de  la  gaine  du  nerf 
optique,  quand,  bien  entendu,  elles  ne  sont  pas  liées  à  des 
maladies  localisées  dans  ces  organes  (blessure,  glaucome  hémor- 
rhagique,  etc.)»  ou  à  des  maladies  générales  (diabète,  néphrite, 
ictère,  purpura  hemorrhagica,  scorbut,  leucémie,  anémie  perni- 
cieuse). 

L*embolie  de  Tartère  centrale  de  la  rétine,  qui  est  un  phéno- 
mène fréquent,  fait  toujours  présager  une  embolie  cérébrale. 

Enfin,  souvent  une  apparition  de  mouches  volantes,  associées 
à  des  bourdonnements  d*oreilles  et  à  un  sentiment  de  lassitude 
générale,  précède  Tictus  aploplectique;  et,  à  ce  moment,  on  peut 
encore  conjurer  Tattaque  par  un  traitement  prompt  et  énergique. 

Un  symptôme  que  Ton  peut  encore  rencontrer  dans  Thémor- 
rhagie  cérébrale,  c'est  la  fixité  de  la  pupille.  Cette  fixité  se  pré- 
sente toujours  dans  les  cas  de  foyers  hémorrhagiques  très 
étendus.  Elle  est  alors  réflexe  et  ne  manque  presque  jamais  dans 
les  cas  de  pression  élevée  du  cerveau.  En  outre,  il  y  a  toujours 
fixité  de  la  pupille  lorsque  le  foyer  hémorrhagique  entreprend 
le  centre  moteur  du  sphincter  de  la  pupille,  qui  se  trouve  sur  la 
ligne  médiane  dans  la  substance  nerveuse  qui  sépare  les  deux 
tubercules  quadrijumeaux  antérieurs.  Celte  fixité  de  la  pupille  se 
distingue  de  la  fixité  réflexe  due  à  la  compression  en  ce  quVIle 
est  beaucoup  plus  stable. 

Comme  troisième  symptôme  d'apoplexie,  nous  avons  Paltéra- 
lion  des  mouvements  associés  des  yeux.  A  Tétat  normal,  si  Ton 
fixe  les  yeux  sur  un  objet  qui  se  meut  latéralement,  on  constate 
que  Tadduction  de  Tœil  vers  le  nez  se  fait  jusqu'à  ce  que  le  bord 
interne  de  la  pupille  soit  caché  sous  la  caroncule  lacrymale,  et 
que  dans  la  rotation  en  dehors  le  bord  de  la  cornée  n'atteint  que 
la  commissure  externe  des  paupières. 

Les  mouvements  des  yeux  sont  plus  étendus  vers  le  bas  que 
vers  le  haut.  D'autre  part,  les  excursions  du  globe  oculaire  sont 
d'autant  plus  restreintes  que  l'objet  fixé  est  plus  rapproché  des 
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yeux.  L'âge  réduit  également  la  mobilité  des  yeux,  mais  dans  une 
proportion  si  minime  que  l*on  peut  dire  que  toute  diminution 
des  mouvements  associés  des  yeux  est  un  fait  pathologique. 

Pendant  Tictus  apoplectique  et  quelquefois  peu  après,  on 
observe  que  les  yeux,  et  parfois  la  tète,  sont  dirigés  du  côté  de 
la  lésion,  si  celle-ci  siège  dans  les  hémisphères. 

Si,  au  contraire,  elle  siège  dans  Tisthme  de  Penccphale,  la 
rotation  se  produit  du  côté  opposé  à  la  lésion.  Le  diagnostic 
différentiel  entre  la  lésion  de  Tisthme  et  celle  de  Tencéphale  se 
fait,  du  reste,  assez  facilement  par  les  symptômes  concomitants; 
dans  la  lésion  de  Tisthme,  on  rencontre  toujours  un  ou  plusieurs 
des  symptômes  particuliers  suivants  :  paralysie  plus  ou  moins 
complète  de  la  langue,  troubles  du  langage  articulé,  paralysie  de 
la  déglutition,  de  Faccessoire  de  Willis,  du  facial,  du  trijumeau, 
des  nerfs  de  la  111%  IV®  et  VI*  paire,  troubles  intenses  de  la 
respiration  avec  vitesse  du  pouls  qui  est  irrégulier,  gravité  plus 
grande  de  Pictus,  etc. 

Les  altérations  dans  les  mouvements  associés  des  yeux  se  ren- 
contrent, en  outre,  dans  les  hémorrhagies  et  les  tumeurs  qui 
intéressent  les  tubercules  quadrijumeaux  antérieurs. 

En  effet,  le  tubercule  antérieur  droit  préside  à  Fassociation  des 
mouvements  des  deux  yeux  vers  la  gauche,  et  le  tubercule  anté- 
rieur gauche  à  Tassociation  des  mouvements  conjugués  vers  la 
droite.  Le  siège  de  la  convergence  et  de  Taccommodation,  ainsi 
que  le  centre  d'association  des  mouvements  d'élévation  et  d'abais* 
sèment  des  yeux,  se  trouve  sur  la  ligne  médiane,  dans  la  sub- 
stance qui  sépare  les  deux  tubercules  quadrijumeaux  antérieurs, 
de  sorte  que,  d'après  ces  données,  si  les  yeux  ne  peuvent  plus 
aller  vers  la  droite  à  cause  de  la  paralysie  du  droit  externe  de 
l'œil  droit  et  du  droit  interne  de  l'œil  gauche,  le  foyer  morbide 
se  trouve  dans  le  tubercule  antérieur  gauche;  la  lésion  du  tuber- 
cule quadrijumeau  antérieur  droit  produira  l'effet  contraire;  si 
la  lésion  se  trouve  située  sur  la  ligne  médiane  dans  la  substance 
inter-tuberculaire,  on  aura,  ou  bien  l'immobilité  des  yeux  vers 
le  haut,  par  paralysie  des  deux  droits  supérieurs  et  des  deux 
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petits  obliques,  ou  bien  rallération  des  mouvemenrs  associés 
vers  le  bas,  ft  cause  de  la  paralysie  des  deux  droits  inférieurs  et 
des  deux  grands  obliques,  ou  bien  encore  la  paralysie  de  la  con- 
vei^eoce  et  de  raccommodatîon. 

Le  nysMgmus  est  assez  fréquent  dans  l'homorrhagie  cérébrale 
et  rare  dans  les  cas  de  tumeurs.  Quant  au  siège  de  la  lésion  qui 
détermine  Ir  production  du  nysiagmus,  les  expériences  tes  plus 
récentes  tendent  à  le  localiser  dans  la  substance  environnante 
des  tubercules  quadri jumeaux  antérieurs,  soit  par  compression 
de  voisinage,  soit  par  destruction  de  celte  substance  nerveuse 
elle-même. 

Un  symplAme  plus  important  que  les  précédents,  c'est  l'bé- 
miopie  ou  hémianopsie. 

L'bémiopie  consiste  dans  l'abolition  persistante  d'une  moitié 
du  champ  visuel.  Elle  peut  atteindre  la  moitié  droite  ou  la  moitié 
gauche  des  deux  yeirx  ou  être  hitemporale.  Quant  à  l'hémiopie 
nasale,  elle  est  iclleinent  rare  que  son  existence  est  contestée  ; 
nous  en  verrons  plus  loin  la  raison.  L'hémiopie  n'envahit  pas 
souvent  le  point  de  fixation,  de  sorte  que  dans  beaucoup  de  cas 
l'acuité  visuelle  reste  assez  bonne,  comme  on  peut  le  constater 
sur  les  champs  visuels  typiques  ci-dessous  : 


Acuité  lisuelle  =  normale  ponr  lei  d«ui  yeux. 
OBU  g*nehB.  Œil  droit 


Hémlopla  bltemporftle  Après  bémorrbKgle  dans  le  ohlkam 

kcaili  ïboelle.;  pour  l'œil  droil  —  */»•  P""  ''*"  gauche  —  »/i 
teil  t»mht.  Œil  dmll. 


On  peut  y  voir,  en  outre,  que  l'hémiopie  biiempoiale  ne  cesse 
pas  aussi  neiiemeni  sur  la  ligne  médiane  que  les  hémiopies 
liomolaiérales,  et  t]ue  la  lacune  du  champ  visuel  peut  élre  beau- 
coup plus  étendue  d'un  câié  que  de  l'autre.  De  plus,  il  y  a  des 
cas  où  un  seul  œil  a  conservé  la  vision  centrale. 
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On  constate  Thémiopie  au  moyen  du  périmclre  :  tout  prati- 
cien ne  le  possède  pas,  mais  il  est  facile  d'y  suppléer,  pour  des 
eipériences  qui  ne  doivent  pas  être  d'une  rigueur  mathématique, 
en  faisant  Cxer  son  propre  œil,  par  exemple  son  œil  gauche,  par 
rœil  droit  du  malade,  placé  juste  vis-à-vis,  Pautre  œil  étant 
fermé  de  part  et  d'autre.  Puis,  à  égale  distance  de  son  œil  et  de 
celui  du  malade,  le  médecin  fait  mouvoir  la  main  ou  un  carré 
de  papier  blanc  dans  toutes  les  directions;  de  cette  façon  Texpéri- 
mentateur  peut  contrôler  le  champ  visuel  du  malade  avec  celui  de 
son  propre  œil.  Un  procédé  qui  donne  des  renseignements  plus 
exacts  consiste  à  fixer  au  mur  une  feuille  de  papier  blanc,  au 
centre  de  laquelle  est  un  point  de  fixation  ;  on  place  le  malade 
è  une  distance  de  2S  centimètres  du  mur  et  on  (race  sur  le  papier 
les  limites  du  champ  visuel. 

Pour  bien  comprendre  la  signification  d'une  hémiopie,  il  faut 
se  rappeler  quelques  notions  anatomo-physiologiques  qui 
s'échappent  facilement  de  la  mémoire.  D'après  les  expériences 
les  plus  récentes,  faites  par  Munk  sur  des  chiens  et  des  singes, 
ainsi  que  d'après  les  observations  cliniques,  le  centre  visuel  doij 
être  situé  dans  l'écorce  du  lobe  occipital.  Ce  centre  existe  des 
deux  côtés  ;  les  éléments  nerveux  de  l'écorce  cérébrale,  qui  consti- 
tuent les  centres  optiques,  sont  disposés  aussi  régulièrement  que 
le  sont  les  terminaisons  des  fibres  nerveuses  rétiniennes  dans  les 
cônes  et  les  bâtonnets  de  la  rétine,  de  sorte  qu'à  des  éléments 
corticaux  voisins  correspondent  les  éléments  rétiniens  voisins. 
Les  fibres  nerveuses  de  l'écorce  cérébrale,  auxquelles  correspond 
la  macula  lutea^  occupent  une  très  grande  étendue  du  centre 
visuel,  comparativement  aux  autres  parties.  Les  fibres  qui 
s'échappent  d'un  des  centres  visuels  corticaux  restent  dans  le 
même  hémisphère  et  se  rendent  à  ce  que  Mauthner  appelle  les 
ganglions  intercalaires.  On  trouve  de  ces  ganglions  dans  les 
tubercules  quadrijumeaux  antérieurs,  dans  les  couches  optiques 
et  dans  les  corps  genouillés  externes  et  moyens.  Dans  les  corpus- 
cules quadrijumeaux  antérieurs,  les  fibres  s'anastomosent  non 
seulement  avec  celles  du  même  côté,  mais  aussi  avec  celles  du 
côté  opposé,  de  manière  à  former  une  commissure  qui  sert, 
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comme  rïous  Pavons  vu,  à  maintenir  Tharmonic  entre  les  detix 
yeux. 

La  moelle  épinière,  par  Pintermédiaire  de  la  moelle  allongée, 
se  trouve  unie  aux  bandelettes  optiques  par  des  fibres  qui,  après 
avoir  passé  par  le  corps  olivaire  de  la  moelle  allongée,  traversent 
la  protubérance  annulaire,  arrivent  de  là  à  la  face  interne  des 
corps  genouillés  moyens,  puis  se  jettent  dans  la  bandelette 
optique;  ce  qui  explique  les  symptômes  oculaires  fréquents  dans 
les  affections  médullaires  (tabès,  etc.). 

D'autres  fibres  commissurales  partent  de  la  face  interne  des 
corps  genouillés  moyens,  et  passent,  les  unes  par  le  noyau 
central  de  Poculomoteur  commun,  pour  se  rendre  à  la  bande- 
lette optique,  les  autres  par  les  pédoncules  cérébelleux  des 
tubercules  quadrijumeaux,  pour  aller  aux  corpuscules  quadriju- 
meaux  antérieurs  du  même  côté. 

La  bandelette  optique  fait  corps  dans  le  cerveau  avec  la 
substance  nerveuse  environnante,  sort  du  cerveau  sous  les  pédon- 
cules cérébraux  et  se  dirige  vers  le  tubercule  cendré.  A  ce 
niveau,  la  bandelette  d'un  côié  s*unit  à  celle  de  Pautre  côté  pour 
constituer  le  chiasma  des  nerfs  optiques.  Dans  le  chiasma  se  fait 
une  semi-déciissation  des  fibres,  de  manière  que,  comme  le 
montre  le  schéma  ci-contre,  chaque  nerf  optique  se  compose 
d'une  moitié  temporale  qui  provient  de  la  bandelette  du  même 
côté  et  d'une  moitié  nasale  qui  vient  de  celle  de  Pautre  côté.  Le 
nombre  des  fibres  croisées  est  à  celui  des  non  croisées  comme 
3  est  à  2. 

D'après  ces  données  anatomiques,  il  est  facile  de  comprendre 
que,  suivant  l'emplacement  de  la  lésion  des  bandelettes  optiques, 
on  peut  avoir  des  hémianopsies  différentes  :  ainsi,  si  la  lésion 
entreprend  la  totalité  des  fibres  de*Ia  bandelette  droite,  on  aura 
une  abolition  de  la  sensibilité  de  la  moitié  droite  des  deux  rétines 
et,  par  conséquent,  des  lacunes  du  côté  gauche  du  champ  visuel. 
Au  contraire,  si  la  lésion  siège  à  la  bandelette  gauche,  on  aura 
insensibilité  rétinienne  gauche  et  hémianopsie  droite  du  champ 
visuel.  Si  Phémorrhagie  ou  la  tumeur  a  lésé  le  chiasma,  on  con- 
statera une  altération  des  deux  côtés  internes  des  deux  rétines 


ei,  par  coDséqueni,  une  hémiopie  homonyme  bîtemporale.  L'hé- 
misnopsie  aasale  ne  peut  dépendre  que  de  foyers  multiples 


iE 


1. 0.  g.  ^  Cbimp  Tisncl  lempanl  de 

I'«il  giuchi. 
«.  o^j.  ■■  Champ  Tîinet  mul  de  l'œil 

,  .BiPoialdeBution. 


o.d..  .  .  =  B*aàeleM  optiqac  droile. 
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g.l-,  .  .^^  Corps  f^CDoaillés  internes, 
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q.a..  .  .'-CorpuMuleiquidrijumeiui 

aniérieuri. 
g.p.,  .  .  — Corpu>cu]e*qn»drijaiiieaiii 
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agissant  simultanément  sur  les  moitiés  externes  des  deux  ban- 
delettes, ce  qui  est  excessivement  rare. 

Abstraction  faîte  d*une  lésion  directe  du  chiasma  ou  de  la 
bandelette,  Phémiopie  peut  encore  provenir  d*affectionsdes  corps 
genouilIés,des  corpuscules  quadrijumeaux^des  couches  optiques 
et  du  centre  cortical  du  lobe  occipital. 

Lorsque  Thémiopie  est  due  à  une  lésion  des  tubercules  quadri- 
jumeaux  antérieurs,  elle  est  accompagnée  d'altérations  dans  les 
fonctions  de  ces  organes  que  j*ai  déjà  décrites. 

Lorsque  Phémiopie  est  causée  par  une  hémorrhagie, 
tumeur,  etc.,  des  couches  optiques  ou  des  corps  genouillés,  elle 
s^accompagne  presque  toujours  d*hémiplégie. 

Dans  les  cas  de  destruction  du  centre  visuel  cortical  lui- 
même,  rhémiopie  se  produit  d*une  manière  toute  particulière  : 
il  y  a  une  amnésie  des  représentations  optiques,  cVst-à-dire  que 
les  malades  voient,  puisque  les  ganglions  sont  intacts,  mais  ils 
ne  peuvent  plus  analyser  leurs  sensations  :  ainsi,  ils  verront  des 
caractères  d'imprimerie,  pourront  les  copier,  mais  ils  ne  reconnat- 
iront  plus  leur  signification  et,  par  conséquent,  ne  sauront  plus 
les  lire. 

En  résumé,  Thémiopie  biteroporale  est  toujours  causée  par 
une  altération  du  chiasma,  et  Phémiopie  homonyme,  droite  ou 
gauche,  est  due  à  une  lésion  située  plus  près  des  centres  (ban- 
delettes, ganglions,  centre  cortical). 

Quoique  Phémorrhagie  cérébrale  soit  une  cause  très  fréquente 
d'hémiopie,  il  faut  se  rappeler  que  les  tumeurs,  surtout  syphili- 
tiques, en  sont  également  un  facteur  important.  On  a  rencontré 
des  hémiopies  héréditaires  ou  dues  à  la  consanguinité  des  parents, 
mais  alors  ces  hémiopies  sont  congénitales  et  le  commémoratif 
écarte  toute  idée  d'apoplexie. 

L*hémiopie  après  hémorrhagie  cérébrale  survient  subitement 
et  8*accompagne  d*un  ictus  plus  ou  moins  lent. 

Quant  au  point  de  savoir  si  Pon  doit  attribuer  Phémiopie  à  une 
embolie  ou  à  une  hémorrhagie,  il  faut  en  chercher  ailleurs  les 
éléments  diagnostiques  ;  ainsi,  si  le  sujet  est  jeune,  s*il  y  a  lésion 
valvulaire  du  cœur,  s'il  y  a  eu  concurremment  ou  préalable- 


—  29  —  li. 

Knent  une  embolie  rétinienne,  etc.,  on  diagnostiquera  une  embo- 
lie; siy  au  contraire,  il  y  a  eu  des  hémorrhagies  intraoculaires  ou 
|)érioculaires,  s*il  y  a  artériosclérose,  on  conclura  plutôt  à  une 
liémorrhagie. 

Pour  ce  qui  est  de  savoir  si  les  troubles  produits  sont  dus 
i  la  destruction  de  la  substance  nerveuse  ou  à  la  compression 
d'un  foyer  du  voisinage,  on  peut  se  guider  par  la  marche  ulté- 
rieure des  symptômes;  si  les  symptômes  s'amendent,  on  peut 
eondure  à  une  compression,  car  dans  le  cas  de  destruction  ner- 
veuse les  fonctions  de  ces  centres  restent  abolies. 

Le  pronostic  est  plus  favorable  pour  Thémiopie  homolatérale, 
droite  ou  gauche,  que  pour  Thémiopie  bitemporale,  dans  le  cas 
d*apoplexie  comme  dans  celui  de  tumeur,  car  dans  Phémiopie 
droite  ou  gauche,  la  cécité  complète  n'est  pas  aussi  à  craindre  ; 
au  contraire,  dans  le  cas  d'hémiopie  bitemporalc,  les  lésions  sié- 
geant à  la  base  du  crâne,  tout  près  de  la  ligne  médiane,  peuvent 
8*étendre  facilement  à  tout  le  chiasma  et  produire  Taboliiion 
complète  de  la  vue  pour  les  deux  yeux. 

L'amaurose  unilatérale  peut  provenir  d'une  apoplexie  dans  un 
des  cenU'cs  visuels  corticaux;  elle  survient  comme  l'apoplexie 
elle-même,  c'est-à-dire  tout  à  coup,  et  s'accompagne  des  symp- 
tômes ordinaires  de  cette  affection.  Il  est  à  remarquer  que  ces 
altérations  apoplectiques  corticales  déterminent  une  achroma- 
topsie  d'abord  complète,  qui  ne  persiste  plus  tard  .que  pour  le 
rouge  et  le  vert  et  peut  ne  donner  lieu  à  aucun  autre  symptôme 
soit  fonctionnel,  soit  ophtalmoscopiquc. 

L'amaurose  double,  accompagnée  d'autres  symptômes  céré- 
braux, a  été  observée  dans  des  cas  d'athéromes  des  artères  de  la 
base  du  cerveau,  avec  trombose  de  l'artère  cérébrale  postérieure, 
et  dans  des  cas  d'embolie  de  l'artère  basilaire.  Dans  le  premier 
cas,  le  foyer  de  la  lésion  se  trouve  dans  Técorce  des  deux  lobes 
occipitaux,  et,  dans  le  dernier  cas,  il  est  situé  dans  le  tiers  pos- 
téro-exteme  des  couches  optiques  ou  dans  un  des  deux  tuber- 
cules quadrijumeaux  antérieurs. 

Les  tumeurs  du  cerveau  qui  donnent  lieu  à  des  altérations 
oculaires  sont,  par  ordre  de  fréquence  :  d'abord  les  syphilomes 
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et  les  tubercules  solitaires.  Les  symptômes  cliniques  produits  par 
ces  deux  tumeurs  sont  assez  analogues,  et  Ton  ne  pourrait  fonder 
fe  diagnostic  différentiel  que  sur  des  probabilités,  la  syphilis  du 
cerveau  étant  plus  ou  moins  confirmée  par  le  commémoratif, 
par  les  altérations  concomitantes  et  par  les  effets  du  traitement 
spécifique,  les  tubercules  cérébraux  élanl  plus  fréquents  dans  la 
jeunesse. 

Aujourd'hui,  on  peut  dire  que  le  diagnostic  différentiel  est 
rendu  plus  certain  par  la  découverte  du  D'  Koch;  seulement,  il 
faut  une  prudence  très  grande,  car,  d'après  les  expériences  cli- 
niques de  M.  Senator,  de  Berlin,  et  comme  on  pouvait  le  pré- 
voir, rinjection  de  la  lymphe  est  tout  à  fait  eontre-indiquée  dans 
la  tuberculose  cérébrale,  à  cause  des  phénomènes  de  réaction 
qui  se  produisent-  dans  la  botte  crânienne  et  qui  compriment 
le  cerveau  d'une  manière  inquiétante. 

Les  tubercules  et  les  syphilomes  cérébraux  siègent  de  préfé- 
rence dans  récorce  cérébrale,  le  cervelet  et  la  protubérance 
annulaire.  A  la  base  du  crâne,  on  rencontre  fréquemment  des 
périostites  gommeuses  ;  il  faut  donc  toujours  songer  à  la  possi- 
bilité de  la  syphilis,  en  cas  de  tumeurs  de  cette  région,  car  en 
ce  cas  elles  ont  un  pronostic  qui  n'est  pas  défavorable.  Peut-être 
que  les  tubercules  pourront  dorénavant  rétrocéder  à  la  suite 
d*un  traitement  ad  hoc;  c  est  ce  que  Texpérience  nous  apprendra. 

Ensuite,  rous  avons  les  sarcomes  :  ce  sont  des  tumeurs  de  la 
base  du  crâne,  moins  fréquentes  que  les  syphilomes.  Ce  ne  sont 
pas  des  tumeurs  du  tissu  nerveux  lui-même,  mais  elles  se  déve- 
loppent dans  la  dure-mère,  le  périoste  ou  les  os.  On  y  rencontre 
toutes  les  formes  :  le  sarcome  encéphaloïde,  le  sarcome  fusocel- 
lulaire,  le  fibrosarcome  dans  la  dure-mère  et  Fostéosarcome  dans 
le  périoste. 

Le  gliome,  ordinairement  unique,  apparaît  le  plus  souvent 
dans  la  substance  médullaire  des  hémisphères,  dans  les  gan- 
glions centraux  et  dans  le  cervelet.  Il  est  souvent  très  difficile  de 
diagnostiquer  son  siège  exact,  parce  qu'il  a  ceci  de  caractéris- 
tique, qu'il  donne  lieu  à  des  symptômes  plus  ou  moins  diffus;  la 
raison  en  est  qu'il  se  confond  d'une  manière  insensible  avec  le 
tissu  sain  et  qu'on  ne  peut  savoir  exactement  où  il  commence  et 
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où  il  finit  De  plus,  le  gliome  est  très  vasculaire,  de  sorte  qu'il 
se  produit  souvent  dans  son  propre  tissu  des  foyers  hémorrhagi- 
<|u«s  qui  déteroiinenl  tous  les  symptômes  d*un  ietus  apoplectique. 
Quant  au  carcinome  cérébral,  il  est  excessivement  rare  qu*il 
soit  primitif;  par  conséquent,  il  ne  faut  présumer  son  existence 
que  dans  les  cas  où  il  se  serait  fait  une  métastase  provenant 
d^un  carcinome  préexistant  dans  un  autre  organe. 

Il  est  à  remarquer  que  les  statistiques  démontrent  toutes  que 
les  tumeurs  cérébrales  se  développent  beaucoup  plus  fréquem- 
xxient  chez  Thomme  que  chez  la  femme^  et  spécialement  chez 
<^ux  qui  8*occupent  de  travaux  intellectuels. 

Voyons  maintenant  les  symptômes  qui  nous  permettent  de 
eoDclure  à  Texistence  d*une  tumeur  et  au  diagnostic  de  son 
siège. 

Je  ne  ferai  qu*énumércr  sommairement  les  symptômes  de 
tumeurs  étrangers  à  Tœil,  car  les  détailler  serait  sortir  de  mon 
sujet.  Ces  symptômes  ne  sont,  en  somme,  que  des  signes  de 
compression  générale  du  cerveau  :  telle  est  la  céphalalgie  per- 
sistante, sourde,  qui  se  montre  souvent  dans  la  région  de  la 
tumeur;  telle  encore  Texpression  de  la  face,  qui  devient  vague, 
indifférente,  imbécile,  et  qui  a  aussi  pour  cause  probable  des 
phénomènes  de  stase  dans  les  nerfs  des  organes  des  sens  :  nerfs 
optique,  acoustique  et  olfactif.  En  même  temps,  la  mémoire 
se  perd,  surtout  pour  ce  qui  concerne  les  événements  récents; 
la  tendance  continue  au  vertige  est  surtout  prononcée  dans  les 
tumeurs  du  cervelet;  nous  rencontrons  encore  un  ralentissement 
du  pouls  qui  va  jusqu*à  ne  plus  fournir  que  50  pulsations,  et 
même  moins.  Le  vomissement,  qui  survient  en  dehors  des  repas, 
surtout  le  matin,  est  un  des  symptômes  les  plus  précoces.  Il  est 
souvent  associé  à  du  vertige  ;  les  convulsions  épileptiformes  sont 
le  symptôme  d'une  compression  de  la  couche  corticale  et  s*ob- 
servent,  par  conséquent,  le  plus  souvent  lorsque  la  tumeur  siège 
dans  les  hémisphères  cérébraux.  Si  ces  convulsions  sont  limitées 
à  une  partie  déterminée  du  corps,  elles  peuvent  servir  au  dia- 
gnostic du  siège  de  la  tumeur. 

En  dernier  lieu,  nous  avons  les    diverses    paralysies    des 
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membres,  dont  la  description  m'entrainerait  trop  loin.  Je  passe- 
rai sous  silence  également  les  symptômes  généraux  propres  à 
chacune  de  ces  tumeurs,  comme  la  cachexie,  la  coloration  par- 
ticulière de  la  face,  etc. 

A  côté  de  ces  symptômes  qui  ne  manquent  pas  de  valeur, 
surtout  lorsqu'ils  se  présentent  simultanément,  on  a,  du  côté  de 
Tœil,  des  symptômes  aussi  probants  pour  le  diagnostic  d*une 
tumeur  et  pour  celui  du  siège  du  néoplasme.  Tout  d*abord,  on  a 
l'étranglement  de  la  papille  du  nerf  optique,  qui  résulte  d'une 
augmentation  de  la  pression  intra-cranienne. 

Voici  ses  caractères  ophtalmoscopiques.  La  papille  du  nerf 
optique  présente  un  œdème  qui,  au  début,  peut  n'être  que  par- 
tiel, mais  qui  ne  tarde  pas  à  envahir  les  parties  situées  au  voisi- 
nage immédiat  de  la  pupille. 

En  même  temps  se  manifeste  un  trouble  intense  autour  de 
rentrée  du  nerf  optique.  La  papille  parait  rouge  à  cause  de  la 
réplétion  de  ses  capillaires. 

Les  altérations  restent  toujours  limitées  au  voisinage  immédiat 
de  la  papille  optique  et  les  autres  parties  de  la  rétine  sont  saines 
et  transparentes.  Les  artères  de  la  rétine  sont  ordinairement 
amincies  et  peu  visibles,  tandis  que  les  veines  gonflées  ont  un 
parcours  sinueux  et  disparaissent  à  certains  endroits  derrière  des 
plaques  blanches,  dues  à  la  dégénérescence  graisseuse  des  fibres 
rétiniennes,  voisines  de  Tentrée  du  nerf  optique,  ou  dues  à  la 
dégénérescence  de  ce  nerf  lui-même.  On  voit  fréquemment 
autour  de  la  papille  de  petites  hémorrhagies,  tantôt  arrondies, 
tantôt  en  forme  de  bandelettes.  Dans  la  plupart  des  cas,  la  papil- 
lite  mène  à  Tatrophie  du  nerf  optique. 

Quant  aux  troubles  fonctionnels  que  fournit  Fétranglement 
papillairc,  Tacuité  visuelle  a  le  plus  souvent  diminué  considéra- 
blement; parfois,  cependant,  de  grandes  altérations  ophtalmo- 
scopiques permettent  encore  une  vision  assez  bonne,  et  Ton  doit 
alors  admettre  que  le  processus  inflammatoire  s*est  épuisé  dars 
le  tissu  conjonctif  interfibrillaire,  en  respectant  les  fibres  ner- 
veuses elles-mêmes. 

Le  champ  visuel  présente  des  lacunes  importantes,  qui  siègent 
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surtout  au  niveau  de  la  tache  aveugle.  Celle-ci  atteint  parfois 
Jusqu'au  quadruple  de  son  étendue  normale.  Il  y  a  aussi  des 
c^nomalies  dans  la  perception  des  couleurs  et  une  diminution  de 
la  sensibilité  de  la  rétine  à  la  lumière. 

D'après  Leber,  on  a  observé  parfois  un  écoulement  constant 
d*UD  liquide  aqueux  par  la  narine;  la  composition  de  ce  liquide 
est  identique  à  celle  du  liquide  cérébro-spinal.  Il  ne  faut  toute- 
fois pas  s'attendre  à  observer  fréquemment  ce  symptôme:  depuis 
<1ijaire  ans  que  je  m'applique  aux  cliniques  ophtalmologiques,  je 
l'ai  jamais  rencontré.  II  faudrait  expliquer  la  production  de 
écoulement  par  Taugmentation  de  la  pression  intra-cranienne 
C|i]e  détermine  la  tumeur.  La  pression  refoulerait  le  liquide  intra- 
c^ranien  dans  la  gaine  du  nerf  optique.  De  là,  il  se  créerait  une 
"Voie  pour  arriver  dans  le  canal  lacrymal  et  ainsi  dans  la  narine 
du  même  côté. 

Dans  les  cas  de  tumeur  intra-cranienne,  la  papille  étranglée 
s'observe  ordinairement  des  deux  côtés,  et  le  plus  souvent  à  des 
degrés  différents  dans  chaque  œil.  Il  y  a  cependant  beaucoup  de 
cas  de  tumeurs,  où  la  papille  étranglée  ne  se  manifeste  que  d'un 
seul  côté:  de  sorte  que,  si  une  tumeur  orbitaire  donne  toujours  lieu 
à  un  étranglement  de  la  papille  d'un  seul  côté,  tout  étranglement 
unilatéral  n'est  pas  toujours  Tindice  d'une  lésion  de  l'orbite. 
Deutschmann,  dans  le  but  de  provoquer  la  stase  papillaire,  a 
inoculé  une  culture  pure  de  bacilles  de  la  tuberculose  dans  les 
méninges  à  des  lapins;  il  a  constaté  que  l'étranglement  consé- 
cutif à  ces  méningites  tuberculeuses  était  le  plus  souvent  bila- 
téral, mais  que,  dans  plusieurs  cas,  l'étranglement  ne  s'était 
produit  que  d'un  seul  côté.  Cet  auteur  explique  ainsi  l'unilaté- 
ràlité  :  entre  l'espace  sous-arachnoïdien  et  la  gaine  vaginale  de 
Schwalbe,  la  communication  n'est  pas  très  libre;  on  ne  peut 
déceler  aucun  canal,  mais  le  passage  se  fait  à  travers  un  tissu  très 
lâche,  plus  ou  moins  perméable.  Or,  chez  les  lapins  qui  ne  pré- 
sentaient qu*un  étranglement  unilatéral,  Deutschmann  a  constaté 
l'absence  de  perméabilité  du  tissu  d'un  côté. 

La  valeur  de  Pétranglement  pour  le  diagnostic  de  tumeur 
intra-cranienne  est  telle  que  Ton  peut  quasi  dire  que,  s'il  existe, 
XV.  3 


16.  —  34  — 

il  faut  croire  à  la  présence  d*une  tumeur  cérébrale  ;  mais,  de 
sa  non-existence,  on  ne  peut  pas  conclure  à  Tabsence  de  tumeur. 
L'étranglement  se  présente  dans  70  7o  àes  cas  de  tumeurs;  les 
exceptions  sont  constituées  par  quelques  cas  d*hémorrhagie  de  la 
base,  de  méningites  chroniques  circonscrites,  etc.  Il  suffira  d*ail- 
leurs  de  constater  les  symptômes  propres  de  ces  affections  pour 
dissiper  toute  erreur. 

Il  est  le  plus  souvent  Tunique  et  le  plus  précoce  des  symptômes 
d'une  tumeur  intra-cranienne,  et  peut  exister  déjà  depuis  un 
certain  temps,  alors  qu'aucun  symptôme  n'est  appréciable  du 
côté  du  cerveau. 

L'étranglement  de  la  papille  est  donc  un  symptôme  d'une 
grande  autorité  pour  le  diagnostic  d*une  tumeur,  mais  il  ne 
donne  aucune  notion  du  siège  et  de  la  nature  du  néoplasme  :  on 
Ta  observé  aussi  bien  dans  les  tumeurs  osseuses  du  crâne  se 
dirigeant  vers  les  méninges  que  dans  celles  de  la  substance  céré- 
brale ou  cérébelleuse;  aussi  bien  dans  le  carcinome,  le  sarcome, 
le  glyome,  les  granulations  tuberculeuses,  les  gommes  syphi- 
litiques, les  cysticerques,  les  échinocoques,  que  dans  les  altéra- 
tions des  vaisseaux,  comme  les  anévrismes  de  la  carotide  interne, 
les  ruptures  vasculaîres,  etc. 

il  paraîtrait  cependant  que  la  papille  étranglée  se  montrerait  de 
préférence  dans  les  tumeurs  de  I  étage  inférieur  du  crâne,  telles  que 
les  myxosarcomes  et  les  granulations  tuberculeuses  du  cervelet. 

Un  autre  symptôme  qui  se  produit  dans  les  cas  de  tumeurs 
intra-craniennes,  c'est  l'atrophie  du  nerf  optique  ;  elle  peut  être 
la  conséquence  des  troubles  déterminés  par  la  papille  étranglée, 
mais  on  peut  la  rencontrer  aussi  au  début  du  développement 
d'une  tumeur,  indépendamment  de  Tétranglement  de  la  papille. 
Elle  résulte  alors  de  la  compression  qui  s'exerce,  sur  toute  la 
longueur  du  nerf  optique,  par  le  liquide  cérébro-spinal  et  par  les 
organes  turgescents  de  l'orbite. 

Une  atrophie  d'un  seul  nerf  optique  est  presque  toujours  due 
à  une  tumeur  soit  orbitaire,  soit  intra-cranienne,  tandis  qu'une 
atrophie  bilatérale  dérive  ordinairement  d'une  autre  cause 
(tabès,  etc.). 
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Les  altérations  du  nerf  consistent  dans  Tatrophie  des  fibres 
nerveuses  par  la  prolifération  du  tissu  conjonetif  interfibrillaire, 
qui  les  écrase,  et  par  foblitération  des  capillaires  du  nerf 
optique. 

L*atrophie  peut  se  limiter  aux  nerfs  optiques,  mais  elle  peut 
également  remonter  jusqu*au  ehiasma,  aux  bandelettes  optiques 
et  même  aux  tubercules  quadrijumeaux  antérieurs. 

A  Tophtalmoscope,  on  constate  que  la  papille  du  nerf  optique 
prend  un  aspect  tendineux,  parfois  à  reflet  bleu&tre,  rarement 
verdâtro;  la  décoloration  de  la  papille  est  due  à  laugmentation 
de  tissu  conjonetif,  à  la  diminution  des  fibres  nerveuses  et  à  la 
raréfaction  du  sang  dans  les  capillaires.  Au  début  de  Tatrophie, 
le  point  d^émergence  des  vaisseaux  rétiniens  à  travers  la  mem- 
brane fenétrée  se  trouve  voilé  par  ropacificnlion  des  fibres 
nerveuses  qui  la  recouvrent;  mais^  par  les  progrès  de  Tatrophie, 
In  membrane  fenétrée  apparaît  de  plus  en  plus  distinctement, 
criblée  de  petits  points  bleuâtres  qui  correspondent  aux  minces 
faisceaux  de  fibres  nerveuses  en  voie  d'atrophie. 

En  même  temps,  la  disparition  des  fibres  nerveuses  détermine 
une  excavation  qui  s'étetid  à  toute  la  papille.  Celte  particularité 
la  fait  distinguer  facilement  de  lexcavation  physiologique,  puisque 
celle*ci  ne  s*étend  qu*à  la  partie  tout  à  fait  centrale  de  la  papille. 
L  excavation  atrophique  diffère  également  de  Texcavation  carac- 
téristique du  glaucome,  en  ce  qu'elle  diminue  petit  à  petit  de 
profondeur^  de  sorte  que  Ton  ne  voit  pas  de  déviation  des  vais- 
seaux aux  limites  de  la  papille. 

Ces  symptômes  sont  plus  prononcés  du  côté  temporal  de  la 
papille,  c'est-à-dire  du  côté  de  la  macula. 

Comme  troubles  fonctionnels,  la  diminution  de  Tacuité  visuelle 
peut  atteindre  tous  les  degrés  et  n'est  pas  toujours  en  rapport 
avec  rétendue  des  lésions  ophtalmoscopiques.  Le  champ  visuel 
présente  un  rétrécissement  périphérique,  ordinairement  temporal, 
qui  s*avance  petit  à  petit  vers  le  centre.  Les  limites  de  Talté- 
ration  périphérique  du  champ  visuel  ne  sont  jamais  nettement 
tranchées. 

Un  scotome  est  relativement  peu  fréquent,  mais  le  rétrécisse  • 
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ment d*une  portion  du  champ  visuel,  en  s'avançant  progressi- 
vement vers  le  centre,  finit  par  envahir  le  point  de  fixation,  de 
sorte  qu'il  peut  arriver  alors  qu'une  partie  latérale  de  la  rétine 
possède  une  acuité  visuelle  meilleure  que  la  macula  lutea  entre- 
prise et,  dès  ce  moment,  il  y  a  fixation  excentrique. 

La  perception  des  couleurs  est  ordinairement  abolie,  d'abord 
pour  le  vert,  puis  pour  le  rouge  et  le  jaune,  et  enfin  pour  le 
bleu. 

Le  diagnostic  d'une  tumeur  intra-cranienne  par  l'atrophie 
seule  est  très  difficile,  mais  ce  symptôme  peut  être  d'une  grande 
utilité  lorsqu'il  y  a  doute  et  qu'il  n'y  a  aucun  symptôme  propre 
aux  maladies  de  la  moelle  épinière  ou  à  une  autre  affection. 

L'hémiopie  peut  se  rencontrer  dans  les  cas  de  tumeurs  comme 
dans  les  cas  d'hémorrhagies  cérébrales,  et  sert  à  déterminer  le 
siège  de  la  tumeur,  de  la  même  manière  qu'on  le  fait  dans  les  cas 
d'hémorrhagie. 

Un  dernier  symptôme  que  l'on  rencontre  dans  des  cas  de 
tumeur,  c'est  la  paralysie  d'un  ou  de  plusieurs  nerfs  moteurs  de 
l'œil. 

Comme  toute  paralysie,  elle  se  manifeste  par  une  diminution 
dans  la  eontractilité  du  muscle  ou  des  muscles  innervés  par  le 
nerf  paralysé  :  ainsi,  la  paralysie  du  nerf  pathétique  détermine  la 
paralysie  du  muscle  grand  oblique;  celle  du  nerf  oculomoteur 
externe  donnera  lieu  à  l'immobilité  plus  ou  moins  complète  du 
muscle  droit  externe;  enfin  l'altération  de  l'oculomoteur  commun 
pourra  déterminer  la  paralysie  de  tous  les  autres  muscles  de 
l'œil,  y  compris  le  muscle  releveur  de  la  paupière  supérieure. 

Pour  constater  l'existence  d'une  paralysie,  on  commencera  par 
examiner  la  mobilité  absolue  de  l'œil  supposé  malade  et  on 
contrôlera  les  mouvements  de  celui-ci  avec  ceux  de  Tautre  œil. 
S'il  existe  une  paralysie  à  un  œil,  le  degré  d'innervation  qui 
suiTit  à  déterminer  une  certaine  déviation  pour  le  côté  resté  sain 
sera  insuffisant  pour  l'œil  malade,  de  sorte  que  ce  dernier  subira, 
du  côté  du  muscle  paralysé,  une  rotation  moindre  que  celle  de 
l'œil  sain,  qui  continuera  seul  à  fixer  l'objet  déterminé;  plus 
l'objet  sera  dirigé  dans  le  sens  de  l'action  du  muscle  paralysé. 
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plus  la  différence  entre  la  position  des  deux  yeux  sera  grande. 
Eln  couvrant  l'œil  sain  et  en  faisant  fixer  par  Tœii  malade  un 
objet  situé  du  côté  du  muscle  paralysé,  on  verra  Tœil  sain  exclus 
exécuter  un  mouvement  beaucoup  plus  étendu  que  Tœil  malade. 

Ensuite,  le  sens  musculaire  étant  aboli  pour  le  muscle  atteint, 
il  en  résulte  que  le  sujet  ne  peut  plus  déterminer  la  position 
exacte  d*un  objet  par  le  degré  de  contraction  de  ce  muscle,  de 
sorte  que  si,  après  avoir  fixé  la  tète  du  malade  et  lui  avoir  fermé 
Toeil  supposé  sain,  on  lui  dit  de  diriger  rapidement  le  doigt  sur 
un  objet  placé  du  côté  du  muscle  paralysé,  le  doigt  du  malade  ira 
toujours  à  côté  de  Tobjet,  et  toujours  du  côté  correspondant  à 
Tœil  paralysé.  Enfin,  Tinncrvation  des  muscles  oculaires  est 
ordonnée  de  telle  façon  que  Timage  d'un  objet  fixé  tombe 
toujours  sur  la  macula  lutea  de  chaque  œil  ;  cela  se  fait  instincti- 
vement, par  une  habitude  prise  dès  renfance,  parce  que,  à  cette 
époque,  lexpérience  nous  a  appris  que  c'était  à  cet  endroit  que 
nous  recevions  Fimage  la  plus  nette  des  objets.  Celte  double 
image,  qui  se  forme  sur  des  points  correspondants  des  deux 
rétines,  est  perçue  simple  par  le  sensorium,  mais  si  ces  deux  images 
impressionnaient  des  fibres  rétiniennes  qui  ne  seraient  pas  cor- 
respondantes, il  n*y  aurait  plus  fusion  des  images  dans  le  cer- 
veau, et  la  diplopie  serait  constituée.  Il  est  facile  de  comprendre 
que  cette  diplopie  peut  être  corrigée  par  le  malade,  s'il  tourne 
la  tète  et  s'il  place  l'objet  de  manière  à  faire  tomber  l'image  sur 
la  macula. 

Il  y  a  des  cas  où  la  diplopie  ne  gène  pas  le  malade,  parce  qu'il 
fait  abstraction  de  l'image  la  moins  nette;  mais  on  peut  faire 
apparaître  la  diplopie  en  obscurcissant  l'image  la  plus  neue  à 
l'aide  d'un  verre  coloré.  On  mesure  d'une  manière  précise  le 
degré  de  la  paralysie  à  l'aide  des  prismes. 

L'application  de  ces  données  h  chaque  cas  particulier  est 
simple  ;  pour  n'en  citer  qu'un  exemple,  supposons  une  paralysie 
du  droit  externe  de  l'œil  gauche:  ce  dernier  aura  perdu  de  sa 
mobilité  absolue  vers  la  gauche.  En  cachant  l'œil  droit  et  en 
faisant  fixer  un  objet  situé  un  peu  h  gauche,  on  verra  que  l'œil 
droit  fera,  derrière  la  main  qui  le  cache,  une  excursion  vers  la 
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gauche,  excursion  qui  sera  deux,  trois,  quatre  fois  plus  étendue 
que  celle  de  Tautre  œil.  De  plus,  pour  éviter  la  diplopie,  le 
malade  tournera  la  tète  vers  la  gauche  et  portera  les  objets  à 
fixer  vers  la  droite.  Enfin,  en  fermant  Tœil  droit,  le  doigt  qui 
vent  donner  rapidement  une  chiquenaude  à  un  objet  situé 
dans  Pespace,  déviera  toujours  vers  la  gauche  du  malade. 

La  paralysie  étant  constatée,  il  s^agit  d'en  reconnaître  la  cause 
et  le  siège  de  cette  dernière. 

Tout  d'abord,  il  faut  savoir  si  la  paralysie  est  d'origine  mus- 
culaire ou  nerveuse. 

Si  elle  est  mmculaire,  elle  est  due  soit  à  un  traumatisme  de 
Torbite,  soit  au  rhumatisme,  soit  à  Tatrophie  musculaire,  comme 
on  le  voit  dans  la  maladie  de  Basedow.  Elle  peut  encore  être 
consécutive  à  une  intoxication,  septique  ou  autre,  locale  comme 
dans  un  abcès,  etc.,  ou  générale  comme  dans  le  typhus  abdo- 
minal, la  diphtérie,  la  variole,  le  saturnisme,  etc.  Le  comme- 
moratif  et  les  symptômes  concomitants  nous  renseigneront  sur  le 
point  de  savoir  si  ces  causes  existent. 

Si  la  paralysie  est  d'origine  nerveuse^  elle  est  rarement  due  à 
une  compression  du  nerf  par  une  maladie  de  Torbite  lui-même, 
et  alors  elle  s'accompagne  toujours  d'exophtalmos;  mais  le  plus 
souvent  la  paralysie  se  rattache  à  une  altération  du  nerf  soit 
dans  le  noyau  central,  soit  dans  le  parcours  des  faisceaux  ner- 
veux dans  le  cerveau  même,  soit  à  la  base  du  crâne.  Par  le  com- 
mémoratif  et  les  symptômes  propres  à  chaque  cas,  on  peut  recon- 
naître la  paralysie  des  nerfs  moteurs  qui  est  due,  soit  à  une 
compression  exercée  par  un  foyer  hémorrhagique  consécutif  à 
une  fracture  des  os  de  la  base,  soit  à  la  présence  d'une  poche 
anévrismale,  soit  à  une  rupture  vaseulaire,  par  artériosclérose  ou 
par  cndartérite  spécifique.  La  carie  osseuse,  tout  comme  la 
méningite  de  la  base,  particulièrement  la  méningite  tuberculeuse, 
peut  être  un  facteur  de  paralysie  oculomotrice  ;  mais  la  cause  la 
plus  fréquente  des  paralysies  des  muscles  extrinsèques  de  Toeil 
qui  dépendent  d'une  affection  située  à  la  base  du  crâne,  est  con- 
stituée par  les  sarcomes  et  surtout  les  gommes  syphilitiques.  Le 
diagnostic  de  sarcome  ne  peut  se  faire  que  par  la  présence  d'un 
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ttreome  coocomiunt  dans  un  autre  oi^ne  ou  bien  par  Texelu- 
sioo  absolue  de  la  syphilis  ;  on  interrogera  donc  soigneusement 
le  malade,  on  examinera  s*il  n'y  a  pas  de  traces  d'altérations 
syphilitiques  dans  d autres  organes  et  Ion  ordonnera  même  le 
traitement  spéei6que,  qui  servira  de  pierre  de  touche. 

Il  est  à  remarquer  que  les  paralysies  des  nerfs  moteurs  du 
^be  -oeulaire  sont  ordinairement  accompagnées  de  lésions 
d'autres  nerfs  crâniens;  et  cela  n  est  pas  étonnant,  puisqu'ils  che- 
minent les  uns  à  côté  des  autres  à  la  base  du  crâne.  Parmi  ces 
nerfs  simultanément  entrepris,  le  nerf  optique  est  le  plus  fré- 
qnemmeut  atteint»  et  son  altération  donne  un  pronostic  défavo- 
rable à  la  paralysie  du  nerf  primitivement  lésé»  à  cause  de  la 
ténacité  des  affections  du  nerf  optique. 

Quant  k  la  paralysie  d'origine  réellement  centrale,  elle  peut 
être  due,  soit  à  une  lésion  du  noyau  même  du  nerf,  soit  à 
celle  des  fibres  nerveuses  dans  leur  trajet  a  travers  la  substance 
cérébrale. 

La  paralysie  nucléaire  peut  atteindre  à  la  fois  tous  les  muscles 
de  l'œil,  ou  presque  tous.  Si  elle  atteint  presque  tous  les  mus(*les, 
on  peut  dire  qu'elle  est  due  à  une  altération  certaine  des  noyaux 
moteurs,  tandis  que  la  paralysie  de  tous  les  muscles,  quoique  le 
plus  souvent  nucléaire,  peut  être  causée  aussi  par  une  autre 
lésion,  par  exemple  une  périostite  syphilitique  de  la  base,  qui 
entreprend  tous  les  troncs  nerveux  à  leur  passage  à  la  pointe  du 
rocher  de  Tos  temporal.  Ces  ophtalmoplégies  d'origine  syphili- 
tique ont  ceci  de  caractéristique,  qu'elles  ont  une  marche 
rapide  et  sont  totalement  curables  par  un  traitement  bien 
suivi. 

La  cause  des  paralysies  nucléaires  est  rarement  embolique, 
parce  que  les  noyaux  centraux  des  nerfs  de  la  IIP,  IV*  et  VI* 
paire  sont  irrigués  par  les  ramifications  de  l'artère  basilaire;  or 
Tarière  basilaire  ne  peut  être  atteinte  par  une  embolie  que  par 
l'agrandissement  successif  d'un  foyer  emboiique  de  Tartèrç  ver- 
tébrale. Par  contre,  rendartcriie  syphilitique  a  son  siège  de 
prédilection  dans  l'artère  basilaire;  c'est  pourquoi  il  faut  tou- 
jours penser  à  l'existence  de  la  syphilis  dans  les  cas  de  lésions 
vasculaires  des  noyaux  centraux  des  muscles  oculaires. 
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Le  plus  souvent,  dans  les  paralysies  d*origine  nucléaire,  on 
observe  des  paralysies  simultanées  de  plusieurs  nerfs  oculaires, 
parce  que  les  noyaux  de  ces  nerfs  sont  voisins  et  situés  au 
plancher  du  quatrième  ventricule  et  sous  Taqueduc  de  Sylvius. 
Le  noyau  de  Toculomoteur  commun  est  le  plus  antérieur  ;  situé 
verticalement  en  dessous  des  tubercules  quadrijumeaux,  il  n  est 
séparé  de  celui  de  Tautre  côté  que  par  le  raphé  médian.  Immé- 
diatement derrière  lui  se  trouve  le  noyau  du  nerf  pathétique,  et 
enfin  le  noyau  du  nerf  oculomoteur  externe  se  trouve  le  plus  en 
arrière. 

L^expérience  clinique  et  les  autopsies  ont  prouvé  qu^on  peut 
poser  en  règle  générale  qu  une  paralysie  complète  d*un  seul  nerf 
de  Toeil  doit  faire  localiser  le  foyer  de  la  lésion  à  un  endroit  du 
parcours  de  ce  nerf  à  la  base  du  crâne,  alors  que  les  différents 
faisceaux  qui  le  constituent  sont  réunis  en  un  tronc  commun; 
et  que,  de  plus,  en  présence  d'une  paralysie  incomplète  de  plu- 
sieurs nerfs  oculaires,  on  doir,  en  général,  placer  la  lésion  dans 
les  centres  nucléaires  de  ces  nerfs. 

Quant  aux  paralysies  causées  par  un  défaut  de  conduction  des 
faisceaux  nerveux  qui  réunissent  Técorce  cérébrale  aux  noyaux 
centraux  des  nerfs  moteurs  oculaires,  on  n*a  pas  de  donnée 
précise  jusqu'à  ce  jour;  tout  ce  que  des  expériences  récentes 
nous  ont  prouvé,  c'est  que  le  centre  cortical  qui  préside  aux  mou- 
vements de  l'œil  se  trouve  en  partie  dans  la  circonvolution  cen- 
trale antérieure,  en  partie  dans  Técorce  du  lobe  pariétal,  et  enfin, 
partiellement,  dans  celle  du  lobe  temporal.  La  lésion  de  ces 
centres  corticaux  s'accompagne  de  troubles  de  l'intelligence.  Il 
n'y  a  dans  l'écorce  cérébrale  aucun  organe  qui  règle  le  fonction- 
nement régulier  des  yeux  dans  leur  ensemble  :  comme  je  l'ai 
dit,  c'est  aux  tubercules  quadrijumcaux  antérieurs  qu'est  dévolue 
cette  fonction. 

Quant  à  la  paralysie  causée  par  une  altération  dans  la  conti- 
nuité des  faisceaux  nerveux  qui  transmettent  l'incitation  motrice 
depuis  le  noyau  central  jusqu'au  sortir  du  cerveau,  elle  est 
causée  le  plus  souvent,  soit  par  une  hémorrhagie,  soit  par  une 
tumeur  syphilitique   ou  tuberculeuse,  et  toujours  due  à  tme 
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maladie  de  la  protubérance  annulaire,  du  pédoncule  cérébral  ou 
des  tubercules  quadrijumeaux. 

Comme  ces  organes  livrent  passage  à  des  fibres  de  la  voie 
pyramidale  motrice  et  de  la  voie  sensible,  à  des  fibres  commis- 
stirales  ou  aux  racines  de  nerfs  crâniens,  le  siège  de  ces  altéra- 
tions peut  être  déterminé  par  les  symptômes  qui  accompagnent 
les  paralysies  oculaires;  ainsi,  une  paralysie  du  nerf  oculomoieur 
externe  peut  être  attribuée  à  une  maladie  locale  de  la  moitié 
oorrespondante  de  la  protubérance  annulaire,  quand  elle  s'accom- 
pagne d'une  hémiplégie  du  côté  opposé»  Dans  des  cas  de  para- 
lysie bilatérale  du  nerf  de  la  VI*  paire,  Tautopsic  a  montré 
l'existence  d'un  foyer  hémorrhagique  situé  au  milieu  de  la  pro- 
tubérance annulaire,  immédiatement  sous  le  plancher  du  qua- 
trième ventricule. 

La  paralysie  de  l'oculomoteur  commun  doit  être  localisée  dans 
le  pédoncule  cérébral,  lorsqu'une  partie  ou  la  totalité  des  muscles 
innervés  par  ce  nerf  sont  atteints,  en  même  temps  qu'il  se  mani- 
feste une  hémiplégie  du  côté  opposé,  le  muscle  sphincter  de  la 
pupille  et  le  muscle  ciliaire  étant  restés  intacts. 

On  peut  assurer  que  k's  fibres  destinées  à  ces  deux  derniers 
muscles  s'unissent  au  tronc  commun  de  la  III*  paire,  beaucoup 
plus  tard  que  les  fibres  destinées  aux  autres  muscles  que  ce  nerf 
fait  mouvoir;  une  paralysie  totale  de  la  IIP  paire  ne  peut  donc 
être  produite  que  par  un  foyer  morbide  cérébral,  situé  entre  les 
deux  pédoncules  cérébraux,  c'est-à-dire  à  un  endroit  où  les  fibres 
destinées  au  muscle  sphincter  de  la  pupille  et  au  muscle  ciliaire 
sont  déjà  unies  au  tronc  commun.  Pour  qu'il  en  fijt  autrement, 
il  faudrait  que  la  lésion  qui  attaque  le  noyau  de  l'oculomoteur 
fût  assez  étendue  pour  aller  jusqu'à  détruire  les  centres  qui 
président  aux  mouvements  du  sphincter  de  la  pupille  et  du 
muscle  ciliaire,  situés  tous  les  deux  au  voisinage  des  tubercules 
quadrijumeaux. 

S'il  y  a  paralysie  incomplète  de  l'oculomoteur  commun,  alors 
que  les  autres  symptômes  d'une  maladie  des  pédoncules  céré- 
braux existent,  il  est  vraisemblable  qu'il  existe  un  foyer  morbide 
à  la  fois  dans  les  pédoncules  cérébraux  et  dans  le  noyau  de  l'oculo- 
moteur commun. 
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Dans  un  cas  relaté  par  Michel,  de  Wurzbourg,  où  le  muscle 
sphincter  de  la  pupille  et  le  releveur  de  la  paupière  étaient 
atteints,  on  trouva,  à  Tautopsie,  que  les  cellules  ganglionnaires 
étaient  comprimées  les  unes  contre  les  autres  à  lextrémité  supé- 
rieure du  noyau  de  Toculomoteur  commun,  et  les  cellules  les 
plus  externes  refoulées  en  haut  et  latéralement. 

Une  paralysie  partielle  ou  totale  des  deux  nerfs  oculomoteurs 
communs  parle  en  faveur  d*une  lésion  des  tubercules  quadriju- 
meaux  antérieurs;  il  y  a  souvent  alors  fixité  des  pupilles  et 
nystagmus.  Cependant,  on  peut  parfois  rencontrer  une  paralysie 
bilatérale  dans  le  cas  de  foyers  multiples,  soit  à  la  base  du  crâne, 
soit  dans  les  noyaux  d'origine  des  nerfs. 

Les  maladies  de  la  coiffe  des  pédoncules  cérébraux  donnent 
lieu  à  des  troubles  de  la  sensibilité  concomitants. 

Quant  au  nerf  pathétique,  ses  faisceaux  nerveux  sont  logés 
très  près  de  la  surface  externe  du  cerveau,  dans  le  sillon  hori- 
zontal qui  sépare  les  tubercules  quadrijumeaux  des  piliers  posté- 
rieurs de  la  voùtc  du  troisième  ventricule  (ou  extrémité  posté- 
rieure du  corps  calleux),  de  sorte  qu'une  masse  exsudative, 
provenant  d'une  méningite  tuberculeuse  ou  syphilitique  localisée, 
peut  exercer  en  cet  endroit  une  pression  presque  directe  sur  le 
nerf  pathétique. 

Les  deux  nerfs  pathétiques  sont  fréquemment  atteints 
ensemble,  parce  que  les  fibres  des  noyaux  de  ces  deux  nerfs 
s*entre-croisent  sur  la  ligne  médiane. 

Dans  certains  cas  de  foyers  destructeurs,  situés  au  centre  de 
la  protubérance  annulaire,  on  a  observé  des  paralysies  incom- 
plètes et  unilatérales  du  nerf  oculomoteur  commun  et  de  Tocu- 
lomoteur  externe,  sans  autre  symptôme  concomitant  qu'une 
paralysie  bilatérale  du  trijumeau  et  du  facial.  Ordinairement 
cependant,  les  paralysies  dues  «^  une  lésion  de  la  protubérance 
annulaire  s'accompagnent  d'hémiplégie  ou  d'hémianesthésic  du 
côté  opposé.  Il  en  est  de  même  pour  les  affections  des  pédoncules 
cérébraux. 

Des  paralysies  d'autres  nerfs  crâniens  se  lient  souvent  à  celles 
des  nerfs  moteurs  de  Tœil  et  se  manifestent  du  même  côté  ;  tel 
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est  le  cas  surtout  pour  le  nerf  trijumeau,  le  facial  et  le  grand 
hypoglosse. 

Une  paralysie  centrale,  progressive  et  bilatérale,  sans  symp- 
tômes hémiplégiques  du  côté  des  membres,  est  due  à  une  allé- 
ration  du  noyau  du  nerf  atteint.  Le  diagnostic  en  est  certain  pour 
le  nerf  oculomoteur  commun,  lorsque  le  muscle  sphincter  de  la 
pupille  cl  lé  muscle  releveur  de  la  paupière  supérieure  ont  con- 
servé leur  fonctionnement,  indépendamment  des  autres  muscles 
paralysés;  on  peut  encore  diagnostiquer  TafFection  nucléaire 
lorsque  la  paralysie  centrale,  progressive  et  bilatérale  de  foculo- 
moteur  commun  est  accompagnée  d'une  atrophie  musculaire 
progressive. 

L'origine  nucléaire  d'une  ophtalmoplégie  externe  unilatérale 
doit  être  placée  à  l'entre -croisement  complet  du  nerf  pathétique 
avec  celui  de  l'autre  côté,  et  à  l'entre-croisement  incomplet  des 
racines  de  l'oculomoteur  commun. 

La  paralysie  donne,  comme  on  le  voit,  sur  le  siège  de  la  lésion, 
des  notions  plus  importantes  que  sur  sa  nature,  mais  le  mode 
d'apparition  de  la  paralysie,  sa  marche  et  les  symptômes  qui  ont 
précédé,  accompagné  ou  suivi  peuvent  souvent  mettre  sur  la 
trace  de  la  nature  du  mal. 
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COMMENT  FAUT-IL  TRAITER 


LE  PHLEGMON   DE  L'ŒIL? 


PAB 


le  D*"  VENNEMAN 


Les  douleurs  qui  accompagnent  rinflammation  purulente  du 
globe  oculaire  sont  réellement  intolérables.  Les  narcotiques,  les 
cataplasmes,  les  sangsues  et  autres  antiphlogistiques  ou  cal- 
mants sont  à  peine  capables  d'apporter  quelque  soulagement 
momentané  aux  souffrances  endurées  par  le  patient.  Une  inter- 
vention chirurgicale  est  impérieusement  commandée. 

Mais  quelle  opération  faut-il  entreprendre  :  Ténucléation  de 
Toeil,  le  débridement  du  globe  ou  Texentération  de  Torgane  en 
suppuration? 

L*énucléation  du  globe  est  le  remède  par  excellence  :  elle 
supprime  le  foyer  purulent  et  apporte  un  soulagement  immé- 
diat et  durable.  Malheureusement  les  suites  de  lopération  ne 
sont  pas  toujours  aussi  simples  que  lorsque  lenucléation  a  été 
faite  dans  toute  autre  circonstance.  Plus  d'une  fois  des  compli- 
cations graves  sont  survenues,  et  la  mort  parfois  a  suivi  Texten- 
sion  de  la  suppuration  aux  tissus  de  Torbite,  et  de  là  aux 
méninges. 

Le  débridement  du  globe  oculaire  n'expose  pas  le  patient  h 
des  dangers  aussi  graves.  Mais  le  soulagement  attendu  ne  suit 
pas  toujours  l'opération  :  les  douleurs  persistent  ou  ne  tardent 
pas  à  revenir  avec  leur  intensité  première.  Le  pus  s'écoule  difli- 
cilement  à  travers  des  incisions  que  le  gonflement  des  tissus, 
mal  dégorgés,  referme  aussitôt.  Ou  bien  il  n'existe  point  à 
l'intérieur  du  globe  du  pus  liquide  qui  puisse  s'écouler.  Comme 
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dans  un  furoncle  ou  un  anthrax^  un  bourbillon  de  tissu  mortifié 
remplit  ^a  coque  fibreuse. 

L*éviscération  du  globe  avec  la  curette  tranchante,  à  travers 
Torifice  que  laisse  lamputation  du  segment  antérieur  de  Poeil 
—  la  cornée  avec  un  ou  deux  millimètres  de  sclérotique  — 
semble  devoir  réunir  les  avantages  de  I  enucléation  et  du  débri- 
dement.  Cette  opération  nouvelle  expose  efTectivcment  moins 
aux  complications  cérébrales,  parce  qu'elle  n*ouvre  pas,  comme 
lenucléation,  les  grands  espaces  lymphatiques  qui  font  commu- 
niquer les  tissus  de  lorbile  avec  le§  cavités  intracraniennes, 
subdurale  et  sous-arachnoïdienne.  Malheureusement  cette  opéra- 
tion —  même  quand  il  ne  s'agit  pas  de  traiter  le  phlegmon  — 
est  ordinairement  suivie  d*un  tel  gonflement  des  tissus  de  l'orbite 
et  de  douleurs  tellement  grandes,  qu'il  n'y  a  certes  pas  à  songer 
à  rappliquer  comme  règle  de  traitement  de  la  panophtalmite. 

Et  cependant  il  s'agit  de  prendre  une  décision.  Le  malade 
souffre  cruellement  et  il  attend  de  notre  intervention  immédiate 
le  soulagement  qui  le  fera  revivre. 

Le  timide  s'en  tiendra  au  débridement.  L'opérateur  hardi  et 
celui  qui  peut  noyer  ses  insuccès  dans  des  statistiques  popu- 
leuses, se  déclareront  pour  Ténucléation  ou  l'exentération. 

Nous  devons  chercher  mieux,  et  quel  que  soit  notre  tempéra- 
ment médical,  nous  devons  tâcher  de  remplacer  une  décision 
aveugle  par  une  résolution  réfléchie. 

Les  circonstances  qui  accompagnent  les  cas  soumis  h  notre 
appréciation  et  à  notre  traitement,  nous  suggèrent  souvent  des 
idées  que  Tétude  à  tète  reposée  ne  nous  inspire  pas  toujours. 

Un  ouvrier  d'une  cinquantaine  d'années  s'était  légèrement 
blessé  à  l'œil  gauche,  quatre  ou  cinq  ans  auparavant,  en  travail- 
lant dans  les  bois  de  sapins  de  la  Campine.  Comme  il  était 
porteur  d'une  affection  chronique  des  voies  lacrymales,  la  petite 
plaie  de  la  cornée  n'avait  pas  tardé  à  sinfecter,  et  la  simple 
érosion  cornéenne  s'était  transformée  en  ulcère  purulent.  La 
cornée  s'était  perforée,  malgré  le  traitement  institué,  et  la  sup- 
puration avait  envahi  le  globe.  Après  des  semaines  de  souffrances, 
l'ophtalmie  s'était  éteinte  avec  l'atrophie  complète  de  Torgane. 
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Récemment 9  dans  des  circonstances  identiques,  le  même 
ouvrier  se  blessa  à  Tœil  droit.  Comme  à  Toeil  gauche,  la  blessure 
cornéenne  fut  infectée  par  le  pus  du  sac  lacrymal  et  se  transforma 
en  ulcère  purulent.  Une  large  perforation  de  la  cornée  s'ensuivit 
sans  que  pour  cela  la  suppuration  s'arrêtât  :  un  phlegmon  de 
Tœil  s  etnblit  également  de  ce  côté.  Et  c'est  dans  ces  tristes 
conditions  que  je  reçus  le  malheureux  ouvrier  dans  mon 
service. 

Dans  les  circonstances  ordinaires,  je  n'aurais  pas  hésisté  à  faire 
l'énucléation  de  cet  œil  en  suppuration.  S'il  y  avait  ici  phlegmon 
bien  déclaré,je  ne  me  trouvais  pas  encore  devant  la  suppuration 
de  tout  le  globe  avec  inflltralion  considérable  du  tissu  conjonctif 
de  l'orbite  produisant  Texophtalmos,  caractéristique  de  ce  que 
nous  appelons  la  panophtalmite  :  l'inflammation  n'avait  pas 
encore  passé  d'une  manière  évidente  de  l'intérieur  de  l'œil  à 
travers  les  voies  lymphatiques  qui  traversent  la  sclérotique» 
dans  la  cavité  séreuse  de  la  capsule  de  Tenon.  Mais  énucléer 
cet  œil  et  renvoyer  cet  homme  avec  l'orbite  plus  vide  du  côté  où 
il  avait  réclamé  les  soins  d'un  spécialiste,  je  ne  pouvais  m'y 
résoudre. 

Après  avoir  chloroformisé  le  patient,  je  procédai  donc  à  l'opé- 
ration suivante. J'ouvris  d'abordicsac  lacrymal  pour  tarirlasource 
de  l'infection.  Je  fis  ensuite  la  péritomie,  c'est-à-dire  j'incisai  la 
conjonctive  bulbaire,  avec  une  paire  de  ciseaux  courbes,  sur 
tout  le  pourtour  de  la  cornée,  et  à  quelques  millimètres  de  son 
bord.-  A  travers  la  plaie  cornéenne  j'incisai  •  comme  pour 
l'iridectomie,  Qvec  une  pince  et  des  ciseaux,  le  diaphragme  qui 
remplaçait  l'iris.  Je  remplis  le  sac  conjoncfival  d'iodoforme  et 
j'appliquai  un  pansement  aseptique.  Le  résultat  de  mon  opération 
fut  des  plus  satisfaisants.  Les  douleurs  cessèrent,  le  malade 
dormit  bien,  le  globe  se  vida  lentement  et  se  referma  ensuite, 
donnant  un  gros  moignon  :  ce  fut  tout  ce  que  je  pus  conserver  à 
ce  malheureux. 

Ce  succès  relatif — facilement  obtenu  — me  donna  l'idée 
d'intervenir  d'une  façon  semblable  dans  la  panophtalmite 
confirmée. 
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Le  phlegmon  de  Toeil  que  j'eus  à  traiter  ensuite  affectait  Toeil 
gauche  d*un  vieillard  de  80  ans.  L'exophtalmos  était  considé- 
rable. Un  chémosis  violacé  sortait  d  entre  les  paupières  gonflées. 
Dans  Tangle  supéro-interne  de  Porbite,  vers  la  région  occupée 
par  la  glande  lacrymale,  une  saillie  dure  et  fort  douloureuse  au 
toucher  me  faisait  craindre  un  commencement  de  phlegmon  de 
lorbite. 

L'énucléation  du  globe  pouvait  devenir  fort  dangereuse  chez 
ce  vieillard  miné  par  les  souffrances,  Tinsomnie,  Tinanition  et  la 
fièvre.  Sous  le  chloroforme  prudemment  administré,  je  me 
contentai  donc  de  faire  une  péritomie  profonde  jusque  sur  la 
sclérotique,  une  incision  du  globe  suivant  le  méridien  horizontal 
à  travers  la  cornée  et  3  millimètres  de  sclérotique  au  moins, 
Texcision  des  deux  lambeaux  ainsi  formés,  et  l*évidement  avec 
la  curette  non  tranchante  du  bourbillon  qui  se  trouvait  remplacer 
le  cristallin  et  le  corps  vitré.  Le  même  pansement  que  dans  le 
premier  cas  compléta  Topération.  Le  résultat  fut  excellent  :  la 
fièvre  tomba,  le  sommeil  et  Tappétit  revinrent;  Toeil  se  nettoya, 
et  aujourd'hui  notre  vieillard  a  repris  sa  vie  habituelle. 

Quand  nous  aurons  réussi  aussi  bien  une  petite  série  de 
panophtalmites,  nous  dirons  :  c'est  de  cette  façon  qu'il  faut 
opérer  le  phlegmon  de  Tœil  quand  l'inflammation  s'est  étendue 
au  dehors  de  la  sclérotique  :  ce  dont  l'exophtalmos  nous  avertit 
toujours. 
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DE  L'ARISTOL 


DANS 


LES  AFFECTIONS  DE  L'OREILLE 


PAR 


le  W  Ern.  GHARLIER 


L'aristol,  dont  la  découverte  chimique,  datant  de  1889,  est 
duc  à  Vortmann  et  Messinger,  est  un  médicament  assez  nouveau 
et  dont  les  applications  ne  sont  pas  encore  entièrement  établies. 
Cest  pourquoi  je  crois  bon  de  noter  le  résultat  d*expériences 
que  j  ai  faites  de  ce  médicament,  avec  M.  le  D*"  Goris,  dans  les 
affections  de  Toreille. 

Avant  tout  j'esquisserai  rapidement  les  caractères  de  ce  corps. 

L*aristol  est  un  produit  de  substitution  iodé,  dérivé  du  thymol 

(C*oH»OH)«, 
dans  lequel  le  groupe  OH  a  été  remplacé  par  le  groupe  01 

.  (C*oH«OIi«. 

C'est  une  poudre  d'un  rouge  brun,  sans  odeur,  d'une  saveur 
pour  ainsi  dire  nulle,  insoluble  dans  l'eau  et  la  glycérine,  peu 
soluble  dans  l'alcool,  soluble  dans  le  chloroforme,  l'éther,  les 
huiles  grasses,  la  benzine  et  la  vaseline  liquide. 

La  lumière  et  la  chaleur  la  décomposent  lentement. 

Ce  corps  est  sans  influence  nuisible  sur  l'organisme.  Il  n'est 
nullement  toxique,  introduit  dans  le  sang,  il  ne  s'y  décompose 
pas.  Aussi,  bien  que  l'élimination  se  fasse  par  les  urines,  n'est-on 
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jamais  parvenu  à  y  démontrer  la  présence  de  l*iode  après  Tusage 
de  Taristol.  L*élimination  de  ce  médicament  s*effectue  dans 
l'espace  de  quatre  ou  cinq  jours. 

Appliqué  localement,  laristol  n'irrite  point  la  peau  ni  les 
muqueuses,  et  il  a  sur  riodoforme  i  avantage  d'être  sans  odeur. 

Voilà,  ^  grands  traits,  les  caractères  de  ce  nouveau  médica- 
ment. 

Frappé  des  résultats  obtenus  par  Eichhoff  d'Elberfeld  dans 
les  plaies  et  ulcères  aloniques,  nous  avons  expérimenté  Taristol 
dans  toutes  les  affections  de  Toreille  accompagnées  d'écoule- 
ment. 

Nos  essais  portent  jusqu'à  présent  sur  31  cas  d'affections  diffé- 
rentes de  l'oreille,  mais  toujours  avec  otorrhée. 

Dans  tous  ces  cas,  le  seul  traitement  a  consisté  simplement  dans 
l'emploi  de  Taristol.  Jamais,  à  part  les  injections  de  lavage,  il  n'a 
été  fait  usage  d*autre  médicament,  comme  acide  borique,  iodol, 
salicylate  de  bismuth,  etc.  Jamais  non  plus,  pendant  tout  le  temps 
qu'a  duré  l'écoulement,  nous  n'avons  mis  en  œuvre  ni  le  cathé- 
térisme,  ni  la  douche  de  Politzer.  Toujours  nous  nous  sommes 
scrupuleusement  confenté  de  laver  soigneusement  l'oreille  et 
d'employer  ensuite  Taristol. 

Ces  51  cas  se  répartissent  comme  il  suit  :  25  malades  atteints 
d'otorrhée  avec  perforation;  4  malades  atteints  d'otorrhée  avec 
perforation  consécutive  à  des  polypes;  2  malades  atteints  d'otor- 
rhée avec  perforation  consécutive  à  un  exsudât  de  la  caisse. 

Les  25  malades  atteints  d'otorrhée  et  présentant  simplement 
une  perforation  lympanique,  je  les  classe  ainsi  d'après  les  résul- 
tats obtenus  :  10  malades  guéris,  dont  8  avec  guérison  complète 
de  la  perforation  ;  6  malades  dont  l'état  s'est  notablement  amé- 
lioré; 4  malades  ne  présentant  aucun  changement;  5  malades 
n'ayant  pas  continué  le  traitement. 

Des  4  malades  atteints  d'otorrhée  avec  perforation  consécutive 
à  des  polypes,  2  ont  été  complètement  guéris;  1  a  présenté  une 
amélioration  remarquable  ;  1  n'a  pas  achevé  le  traitement. 

Les  2  malades  qui  présentaient  une  otorrhée  avec  perforation 
XV.  4 
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consécutive  à  un  exsudât  de  la  caisse   ont   élé  complètemenf 
guéris. 

Avant  d'apprécier  ces  résultats,  j'exposerai  quelques  observa- 
tions, telles  qu*elles  se  sont  présentées. 

Observation  1.  —  Julien  L...,  âgé  de  30  ans,  présentait  depuis 
trois  mois  un  écoulement  de  loreille  gauche,  quand  il  vint  me 
consulter  pour  la  première  fois.  Sur  le  tympan  gauche  siégeait 
une  perforation. 

Le  28  octobre  1890,  on  le  soumet  au  traitement  de  Taristol. 

Le  4  novembre,  l'écoulement  a  cessé,  mais  la  perforation  per- 
siste encore.  On  continue  le  traitement,  et  le  8  novembre  la 
guérison  est  complète;  le  tympan  est  entièrement  fermé. 

Chez  ce  malade  la  guérison  était  donc  complète  au  bout  de 
douze  jours. 

Observation  IL  —  Catherine  D...,  17  ans,  se  présenta  le 
16  décembre  dernier,  accusant  un  écoulement  des  deux  oreilles, 
persistant  depuis  un  an. 

A  l'examen  on  découvre  une  perforation  tympanique  des 
deux  côtés. 

Le  16  décembre,  on  institue  le  traitement  à  laristol. 

Le  23  décembre,  il  y  a  une  amélioration  sensible  de  l'écoule- 
ment des  deux  côtés. 

Le  3  janvier,  l'écoulement  a  complètement  disparu  à  droite, 
et  considérablement  diminué  à  gauche. 

Le  10  février,  la  guérison  est  complète  des  deux  côtés. 

Dans  ce  cas,  la  guérison  est  survenue  en  deux  mois. 

Observation  IlL  —  Julienne  V...,  20  ans,  se  plaignant  d'une 
otorrhée  qui  durait  depuis  quatre  ans,  fut  soumise  au  traitement 
de  l'aristol  le  30  décembre  dernier. 

Le  10  janvier  elle  revint,  ne  présentant  plus  aucune  (race 
d'écoulement.  JMais  les  perforations  tympaniques  persistèrent,  et 
maintenant  encore  elles  n*ont  pas  diminué. 

Chez  elle  l'écoulement  fut  suspendu  en  dix  jours. 
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Observation  IV.  —  Edmond  B...,  21  ans,  présentait  une  per- 
foration des  deux  membranes  tympaniques,  avec  otorrhée  de 
chaque  côté  durant  depuis  un  mois. 

Le  24  janvier,  on  le  soumet  à  I  aristol,  et  le  27  janvier  déjà 
récoulement  avait  diminué. 

Depuis  lors  ^écoulement  a  diminué  encore,  mais  n'a  pas 
disparu. 

Dans  ce  cas,  Tamélioration  survint  en  trois  jours. 

Observation  V.  —  Ernest  D...,  13  ans,  vînt  se  présenter  pour 
la  première  fois  le  25  octobre  dernier.  Il  avait  à  gauche  une 
otorrhée  durant  depuis  deux  ans. 

A  Pexamen  de  Foreille,  on  découvrait  au  fond  du  conduit 
auditif  un  volumineux  polype  qui  cachait  entièrement  la  mem- 
brane du  tympan,  et  dont  le  point  d*insertion  était  sur  la  paroi 
postérieure  du  conduit  auditif. 

Le  polype  fut  enlevé  à  F  anse  froide. 

Derrière  ce  polype  existait  une  perforation  tympanique  qui 
laissait  voir  un  autre  polype  à  Tintérieur  de  la  caisse.  Celui-ci 
fut  détruit  par  les  caustiques. 

En  même  temps  le  sujet  fut  soumis,  dès  la  première  visite,  au 
traitement  par  Taristol.  Le  27  novembre  suivant  Técoulement 
avait  considérablement  diminué. 

Le  polype  de  la  caisse  fut  alors  entièrement  détruit,  et  le 
1 1  décembre,  avec  la  disparition  de  Técoulement,  la  perforation 
était  guérie.  Le  traitement  avait  duré  deux  mois. 

\  Observation  VL  —  D...,  10  ans,  porteur  de  petits  polypes  de 
rintérieur  de  la  caisse,  était  en  traitement  depuis  trois  ans  quand, 
après  bien  des  essais  différents  contre  Totorrhée,  on  le  soumit 
à  Taristol.  Ce  fut  le  4  novembre  dernier  qu*il  commença  le 
traitement,  et  le  30  décembre  Técoulement,  qui  avait  toujours 
été  si  rebelle,  avait  déjà  notablement  diminué. 

Chez  ce  sujet  on  ne  peut  noter  que  de  Tamélioration. 
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Observation  VII.  —  Juliette  B...,  12  ans,  se  présenta  avec  un 
exsudât  de  la  caisse  le  9  novembre  dernier.  Elle  refusa  la  para- 
centèse de  la  membrane. 

Le  11  novembre  elle  revint,  porteuse  d'une  perforation  tympa- 
nique  avec  otorrhée.  Elle  fut  alors  soumise  à  Taristol. 

Le  16  du  même  mois  Técoulement  avait  disparu,  mais  la  per- 
foration persistait  encore. 

Le  25  novembre  (quinze  jours  après  le  début  du  traitement) 
la  perforation  était  guérie. 

Il  serait  trop  long  de  relater  toutes  les  observations.  Je  me 
bornerai  à  en  donner  un  résumé  en  tableau. 

J*y  noterai  simplement  les  guérisons  et  les  améliorations.  Je 
ne  mentionnerai  point  les  cas  restés  hors  traitement  ni  ceux  où 
Tincurie  du  malade  n'a  permis  aucun  effet  du  traitement;  car 
on  ne  peut  juger  d'un  traitement  que  d'après  les  résultats  fournis 
par  les  sujets  qui  ont  suivi  régulièrement  la  médication. 

Comment  faut-il  apprécier  ces  résultats  ? 

On  doit,  me  semble-t-il,  y  reconnaître  une  action  vraiment 
remarquable  de  Taristol.  En  effet,  sur  les  51  cas  observés,  nous 
obtenons  14  guérisons  certaines  et  7  améliorations  notables. 

Quant  aux  10  autres  cas,  nous  devons  en  retrancher  6,  sur 
lesquels  nous  ne  pouvons  nous  prononcer,  ces  six  malades  n'ayant 
point  continué  le  traitement.  Les  4  autres  n'ont  montré 
aucun  changement.  Est-ce  à  dire  qu'il  faut  accuser  l'aristol? 
Nullement.  Car  si  l'on  doit  apprécier  un  médicament  d'après  les 
effets  obtenus,  il  faut  tenir  compte  encore  de  la  manière  dont  il 
a  été  administré. 

Je  suis  persuadé  que  chez  ces  quatre  malades  il  faut  incri- 
miner la  façon  négligente  avec  laquelle  ils  ont  suivi  le  traitement. 

Aussi  pourrions-nous  laisser  de  côté  ces  quatre  malades  et 
les  considérer  comme  s'ils  n'avaient  jamais  suivi  le  traitement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  les  maintiens  dans  la  statistique,  élimi- 
nant seulement  les  six  malades  qui  n'ont  plus  reparu  aux  con- 
sultations. 
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Pour  montrer  d*une  façon  plus  exacte  le  résultat  de  nos  essais, 
j*ai  établi  les  proportions  suivantes  pour  100  : 

Guérisons  certaines 56  ^/o 

Améliorations S8  «/o 

Pas  d'amélioration i6  «/o 

Comment  agit  Taristol  ?  Dérivé  du  thymol,  il  en  possède  les 
propriétés.  Gomme  lui  il  est  antiseptique,  comme  lui  aussi  il  est 
cicatrisant.  C'est  Tassociation  de  ces  deux  propriétés  qui 
explique  la  tendance  parfois  si  rapide  de  ces  affections  vers  la 
guérison.  Car  il  est  des  cas  où  la  rapidité  de  l'amélioration  est 
frappante.  Ainsi  des  otorrhées  depuis  quatre  ans  à  trois  mois  ont 
été  améliorées  et  même  guéries  dans  Fespace  de  douze  à  vingt 
et  un  jours. 

Avant  de  finir,  j'indiquerai  les  modes  d'administration  avec 
leurs  inconvénients. 

L'aristol  peut  être  employé  en  poudre  insufflée  dans  le  conduit 
auditif.  Malheureusement,  administré  de  ceue  façon,  il  forme 
très  souvent  dans  le  fond  de  l'oreille  un  magma  plus  ou  moins 
dur,  qui  constitue  un  bouchon  dont  la  présence  ne  peut  qu'en- 
tretenir l'otorrhée. 

Le  procédé  le  plus  favorable  est  de  le  suspendre  dans  la 
glycérine. 

Additionné  à  la  glycérine  seule,  Taristol  occasionne  le  même 
inconvénient  qu'employé  en  poudre,  car  il  n'est  pas  soluble 
dans  la  glycérine.  Pour  en  faciliter  la  solution,  il  faut  joindre  au 
véhicule  une  certaine  quantité  d'alcool  ou  d'éther.  Les  propor- 
tions de  ces  deux  dei'niers  corps  doivent  être  assez  minimes,  car 
à  haute  dose  l'alcool  et  l'éther  occasionnent  parfois  dans  l'oreille 
des  douleurs  insupportables. 
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SUR 


LE  MOUVEMENT  DES  PROJECTILES 


DANS    L'AIR 


PAR 


M.  le  G'«  de  SPARRE 

Professeur  à  la  Faculté  catholique  des  Sciences  de  Lyon  (*) 


LNTRODLCTION. 

L'étude  du  mouvement  des  projectiles  dans  Tair  se  ramène, 
comme  celui  de  tout  solide  libre,  d'une  part  à  Tétude  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  du  projectile,  et  d'autre  part  à  celle  du 
mouvement  du  projectile  autour  de  ce  centre  de  gravité. 

Les  deux  problèmes  ne  peuvent  cependant  être  traités,au  moins 
à  priorif  isolément;  en  effet,  lorsqu'il  s'agir,  ainsi  que  nous  le 
supposons,  de  projectiles  oblongs,  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résistance  de  l'air  dépendent,  non  seulement  de  la  vitesse  du 
centre  dv  gravité,  mais  encore  du  mouvement  du  projectile  autour 
de  son  centre  de  gravité. 

Toniefois,  lant  que  la  vitesse  est  un  peu  considérable,  l'expé- 
rience «lussi  bien  que  la  théorie  font  voir  que  l'axe  du  projectile 
fait  toujours  un  iingle  très  petit  avec  la  tangente  à  la  trajectoire; 
il  en  ré>ulie  que  Ton  peut,  tout  au  moins  dans  une  première 


(*)  La  première  partie  de  ce  Mémoire  a  été  présentée  à  la  Société  dans  la  séance  du 
23  janvier  i890  {Annales,  t.  XIV,  1"  partie,  p.  45);  l'impression  en  a  été  votée  le  mardi 
i5  avril  1890  {Ib.,  p.  50).  La  deuxième  partie  a  été  présentée  à  la  Société  dans  la  séance 
du  o  février  i891  [Annales,  t.  XV,  U*  partie,  p  31};  l'impression  en  a  été  votée  dans  la 
séance  du  9  avril  1801  {Ib.,  p.  66)  sur  un  rapport  de  M.  De  Tilly  {Ib.,  pp.  60-66). 
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approximation,  considérer  Taxe  du  projectile  comme  coïncidant 
toujours  avec  la  tangente  à  la  trajectoire.  La  résistance  de  Fair 
peut  alors  éire  regardée  comme  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
trnjecloire  et  comme  fonction  de  la  seule  vitesse  du  centre  de 
gravité. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  projectile  peut  alors 
être  étudié  indépendamment  de  celui  du  solide  autour  de  ce 
centre  de  gravité;  ce  mouvement  a  lieu,  en  effet,  sous  Tinfluence 
de  la  pesanteur  et  de  la  résistance  de  Tair  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  tangente  à  la  trajectoire. 

Ce  premier  mémoire  a  donc  pour  but  Pétude  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  du  projectile  :  1*^  lorsque  Ton  considère  la 
résistance  de  Tair  comme  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  et  comme  fonction  de  cette  seule  vitesse; 
2*^  lors(]u*on  admet  Thypothèse  simplificative  du  général  Didion. 
Cette  dernière  hypothèse  consiste  à  négliger  la  variation  du  cosinus 
de  Tangle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  l'horizontale,  et  elle 
peut  être  admise,  tout  au  moins  dans  une  première  approxima- 
tion, tant  que  Tangle  de  projection  n'est  pas  très  grand.  En  effet, 
pour  tm  angle  de  30%  le  cosinus  est  0,87; si  donc  langle  de  pro- 
jection était  de  30",  la  valeur  de  ce  cosinus  serait  de  0,87  à 
rinstant  initial  et,  pendant  tme  grande  partie  de  la  trajectoire 
voisine  du  sommet,  elle  serait  très  voisine  de  1  et  varierait  très 
lentement;  on  pourra  donc,  dans  une  première  approximation,  la 
remplacer  par  une  constante  un  peu  inférieure  à  1. 

Dans  un  second  mémoire  nous  étudierons  le  mouvement  du 
projectile  autour  du  centre  de  gravité  et  la  dérivation  qui  en  est 
la  conséquence;  enfin  nous  nous  proposons  d'étudier  plus  tard 
rinfluence  que  peuvent  avoir  sur  les  résultats  les  hypothèses 
simplificalives  que  nous  avons  admises. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

Mouvement  de  la  prQJectioii  du  centre  de  suavité 

sur  le  plan  de  tir. 


1 

Même  lorsqu'on  admet  Thypothèse  du  générai  Didîon,  on  ne 
peut  intégrer  les  équations  du  mouvement,  quelle  que  soit  la  loi 
de  la  résistance  de  Tair. 

Pendant  longtemps  on  supposait  pour  cette  loi  une  forme 
monôme,  en  considérant  la  résistance  comme  proportionnelle  à 
une  certaine  puissance  de  la  vitesse,  mais  les  expériences  récentes 
et  les  travaux  du  général  Mayevski  et  du  colonel  Hojel  ont  fait 
voir  que  cette  hypothèse  était  inadmissible  lorsque  la  vitesse  varie 
dans  un  large  intervalle.  H  résulte  en  effet  de  ces  expériences 
que  si  pour  les  vitesses  très  grandes  et  les  vitesses  faibles  on 
peut  regarder  la  résistance  de  Tair  comme  sensiblement  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse,  il  n*en  est  plus  de  même  dans 
l'intervalle  (*). 

Le  général  Maycvski  pose  pour  la  résistance  l'expression 
p  es>  Ar^j;",  r  étant  le  rayon  du  projectile,  et  il  prend 

de  700-  à  41 9-,  A  «  0,0394,  n  =  Î2, 

419    à  373  ,  A  =  0.000094,  n  =  3, 

375    à  295  ,  A  =  0,00000000067,  n  =  5, 

295    à  240  ,  A  =  0,0000583,  n  =  3, 

240   à    0     ,  A  =  0,014,  n  =  2. 

M.  Hojel  admet  une  expression  de  la  forme 

9 

(*)  Voir  à  ce  sujet  Revue  d'artillerie,  t.  XXII,  p.  89,  et  t.  XXiV,  p.  361 
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où  r  est  le  rayon  du  projectile,  t;  la  vitesse,  g  l'accélération  de  la 
pesanteur,  et  il  prend 

F  (t?)  =  2,  i  868  v"»»*  de  v  =  700»  à  v  =  500-». 

F  (t?)  =  0,29932  !;»•«  .      500   à     .    400  , 

F  (v)  =  0,0000205524  ©*•«  .      400   à     .    550  , 

F  (r)  =  0,000000021692 1?*  .      350   à     .    300  , 

F (v)  =  0,033814 1?*»  •      300   à     V    140  . 

On  voit  que  si  Ion  posait  p  =  Ar^i;",  on  serait  conduit  par  ces 
formules  à  prendre 

n==l,91  de  700"  à  500«», 
n  =  2,23  .  500  à  400  , 
n  =  5.83  »  400  à  550  , 
n  »  5  >  350  &  300  , 
n  =  2,5    .  300   à  140  . 

Mais  les  résultats  relatifs  aux  vitesses  de  200  et  de  600  mètres 
ont  paru  anormaux  à  MM.  Siacci  et  Vallier,  qui  ont  discuté 
ces  expérience5,de  sorte  quil  semble  que  Ton  peut  prendre  n=% 
ainsi  que  Ta  fait  le  général  Mayevski,  pour  les  vitesses  très 
grandes  et  pour  les  petites  vitesses.  Nous  remarquerons  d'ailleurs 
que  les  expériences  relatives  aux  vitesses  peu  considérables  sont 
fort  nombreuses  et  qu'elles  ont  presque  toujours  conduit  à 
admettre  une  valeur  de  n  égale  à  2  ou  très  voisine  de  2. 

On  voit,  en  résumé,  que  si  pour  les  vitesses  inférieures  à  250  m. 
et  pour  celles  supérieures  à  420  mètres  on  peut  sans  erreur  sen- 
sible prendre  n  =  2,  on  doit  au  contraire,  pour  les  valeurs  de  la 
vitesse  comprises  entre  250  et  420  mètres,  changer  fréquemment 
de  formule.  Or  ceci,  en  dehors  de  la  complication  qui  en  résulte 
pour  les  calculs,  présente  un  inconvénient  grave  :  c'est  que  la 
courbe  qui  représente  la  résistance  de  l'air  présente  un  point 
anguleux  chaque  fois  que  Ton  change  de  formule  (lesdiiïérentes 
courbes  ne  se  raccordant  pas  à  leurs  points  de  rencontre),  fait 
qui  ne  doit  pas  exister  dans  la  courbe  réelle. 

Il  semble  donc  qu'il  y  ait  lieu  de  rejeter  l'emploi  des  formules 
monômes. 
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LegénéralMayevskîyM.  Helie,  M. le  capitaine  Vallieronlproposé 
différentes  formules  représentant  bien  le  phénomène  dans  son 
ensemble,  mais  ces  formules  ne  se  prêtent  pas  à  une  intégration 
complète  en  termes  Gnis. 

Nous  nous  proposons  d'abord  de  chercher  quelles  sont 
les  formes  de  la  loi  de  résistance  qui  permettent  de  terminer 
complètement  fintégration  en  termes  finis  et  par  les  fonctions 
élémentaires,  puis  de  voir  parmi  ces  formes  quelles  sont  celles 
qui,  tout  en  étant  les  plus  simples,  se  prêtent  le  mieux  à  la  repré- 
sentation de  la  loi  de  la  résistance  de  Pair  dans  son  ensemble. 

Nous  prendrons  comme  point  de  départ  pour  la  loi  de  la 
résistance  de  Pair  les  résultats  donnés  par  M.  Hojel,  en  retran- 
chant ceux  relatifs  à  600  et  à  200  mètres,  ces  deux  résultats 
ayant  été,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  plus  haut,  regardés  comme 
anormaux  par  MM.  Siacci  et  Vallier. 

Voici  ces  résultats  donnés  par  M,  Hojel  : 


150" 

250 

300 

550 

400 

450 

500 

550 

650 


F(t;) 


ryv) 

?^v;=  „ 

74 

0,403 

143 

0,568 

183 

0,610 

341 

0,974 

475 

1,187 

560 

1,244 

617 

1,234 

662 

1,205 

702 

1,172 

Ceci  posé,  passons  à  rétablissement  des  équations  du  mouve- 
ment pour  lequel  nous  admettons,  ainsi  que  nous  lavons  dit  plus 
haut:  1**  que  la  résistance  de  Tair  est  dirigée  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  projectile  et  fonction  de  celte 
seule  vitesse;  2**  (|ue,  si  nous  désignons  par  Ô  Tinclinaison  de  la 
tangente  à  la  trajectoire,  on  remplace  cos  6  par  une  certaine 
valeur  moyenne  constante,  en  posant  a  cos  6=  I,  a  étant  une 
constante  (hypothèse  du  général  Didion). 
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Si  alors  nous  désignons  par  R  la  résistance  de  Tair,  nous 
poserons 

R ^(v), 

9 

où  r  est  le  rayon  du  projectile  et  g  l'accélération  de  la  pesan- 
teur. 

Nous  aurons  alors  pour  les  équations  du  mouvement,  en  pre- 
nant pour  origine  le  point  de  départ  du  projectile^  pour  axe  des 
X  Thorizontale  du  plan  de  tir,  pour  axe  des  y  la  verticale  dirigée 
vers  le  haut,  et  posant  de  plus 

dx 

—-  =  V  cos  6  =  M, 

(il 

Pdu  ^  «V* 

(1)    .    .    . «=— Rcose.= ç(r)cose. 

gdt  g   ^'  ^ 

Mais  si  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  comme 
grcosG  est  la  composante  normale  de  la  force  totale  qui  sollicite 
le  point  (puisque  la  résistance  est  par  hypothèse  dirigée  suivant  la 
tangente),  nous  aurons 

(2) —  =  3f  cos  e. 

P 

Mais  6  allant  en  décroissant  lorsque  Tare  s  croit,  on  a 

de          i  de  1 

—  ==r »     ou 


ds  p  dx  p  cos  ô 

par  suite,  Téquation  (2)  devient  : 

dB  g 

(') Tx — r 

on  déduit  d'ailleurs  de  Téquation  (1) 

du      du    dt  r^vv{v) 

^^^ di^dt'di^  P~' 
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puis  de  (3) 

dô       de    dx  Pg 

du       dx    du       rVî>(w) 
ou,  en  posant  maintenant 

di  1      dé       Pg  cos  ô 

du       cos*  e  du       rVf  (t?) 

Si  nous  introduisons  maintenant  l'hypothèse  du  général  Didion, 
nous  déduirons  des  équations  (4)  et  (5)  : 

(6) dx ^^         du. 

r^aUf  (au) 

Pq 
(7) rfi  =  — — ^ —  du, 

auxquelles  on  joindra  Téquation 
(8) rfy  =  W^- 

Les  équations  (6)  (7)  et  (8)  seront  pour  nous  les  équations  du 
mouvement. 

Mais  nous  ferons  dans  ces  équations  un  changement  de  variable 
qui  nous  permettra  d'arriver  plus  simplement  au  but  que  nous 
nous  proposons  d'atteindre.  Nous  poserons 

d'où 

et 

du  dz         du  i  dz 

De  sorie  que  si  nous  posons  de  plus 


8 
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nos  équations  deviendront 


dx  =  --; — X  iz)  dzy 


2rM0« 


ou,  en  posant 


dy  s=  idx. 


P  aPû 


2r'a 


2rM0« 


(9) 


M 


rfa  ==  —  %  (z)  (/«, 

2 


(iO) (it  ==  —  N%  (z)  c/z, 

(41) dy==idx. 

Remarquons  d'abord  que  la  valeur  de  x  s*obtiendra  sous 
forme  finie  pour  toute  valeur  algébrique  ((e  ^  (z);  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  celle  de  y,  car  y  s'obtient  par  une  intégrale 
double. 

Toutefois  l'intégration  pourra  toujours  se  terminer  sous  forme 
finie  par  les  fonctions  élémentaires,  si  ^  (z)  est  la  dérivée  d*une 
fonction  rationnelle  de  z  et  d'un  radical  carré  portant  sur  une 
expression  du  second  degré  en  z. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  forme  que  l'on  peut  prendre 
pour  -/^  (z),  nous  allons  construire  cette  expression. 

Nous  avons  : 


V 

150" 

350 

300 

350 

400 

450 

500 

550 

650 


Fit;) 

74 
14â 
183 
341 
475 
560 
617 
662 
762 


10* 


?['') 

0,493 

44,445 

0,568 

16,000 

0,610 

11,111 

0,974 

8,163 

1,187 

6,250 

1,244 

4,938 

1,234 

4,000 

1,205 

3,306 

1,172 

2,367 

1 


V 


^^^^     f(v)     F(v) 

2,027 
1,761 
1,639 
1,026 
0,842 
0,804 
0,810 
0,831 
0,853 


Construisons  In  courbe 
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en  nous  bornant  aux  valeurs  de  t;  comprises  enire  250  et 
550  mètres  qui  peuvent  être  regardées  comme  étant,  à  peu  de 
chose  près,  dans  la  plupart  des  cas,  les  limites  pratiques  de  la 
vitesse  pour  !e  tir  aux  fortes  charges,  dans  les  conditions 
actuelles. 

Cette  courbe  est  représentée  ici  par  un  trait  continu.  On 
conclut  de  la  forme  de  cette  courbe  que  Ton  peut,  dans  les 
limites  de  la  pratique,  regarder  la  fonction  ^(z)  comme  étant 
sensiblement  constante  pour  les  valeurs  très  grandes  et  très 
petites  de  z. 

Nous  poserons  maintenant 

f(z)  étant  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  V/  (z  —  a)^  -+-  6' 
où  a  et  6  désignent  des  constantes. 

Mais  x(z)  devant  se  réduire  à  une  constante  pour  z  =  d=  oo, 
/*'(r)  devra  être  de  degré  0  et  par  suite  f(z)  de  degré  1. 

Diaprés  la  valeur  de  /  (z),  on  aura 


'  ==  '0 - N/% (z) dz  =  i« -  N  \f(z)  -  l(7o) 


•/  z  ,/  z 


«0 

ri') 


!/=f' «rfjf  =  »> - NM  r  [/■(«) - /■(!«)] '-P dz. 


SO 


et  toutes  ces  intégrales  s'obtiendront,  sous  forme  finie,  au  moyen 
des  fonctions  élémentaires,  quelle  que  soit  la  forme  choisie,  f(z) 
pour  la  fonction  rationnelle  de  r  et  de  V^  (z  —  a)*  •+-  6*. 

f{z)  devant  élre  une  fonction  rationnelle  de  degré  1  de  z  et 
V/(z  —  a)*  -*-  6*,  la  forme  la  plus  simple  que  Ton  puisse  prendre 
pour  f{z)  sera 

f{z)  =  Rz  ^  Al/(z  -af-^b\ 
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il 


Or,  après  quelques  tâtonnements,  on  reconnaît  qu'en  se 
bornant  à  ces  deux  termes  on  obtient  une  représentation  déjà 
assez  exacte  de  ^(z). 

Si  nous  prenons  en  effet 


ce  qui  donne 

%(«)«D/'(«)=  1,31 -^0,495 


z— 9.5 


V{z  -  9,5)«  -♦-  2,2 


on  obtient  la  courbe  tracée  en  trait  discontinu  sur  la  figure  f , 
et  qui  s*éIoigne  peu,  comme  on  le  voit,  de  la  courbe  résultant  des 
expériences. 

La  concordance  est  d'ailleurs  relativement  encore  plus  sensible 
pour  la  valeur  de  F(v),  ainsi  que  le  fait  voir  la  figure  2  où  nous 
avons  tracé  en  trait  continu  la  courbe  résultant  des  valeurs 
de  F(t?)  déduites  de  rexpérience  et  en  trait  discontinu  celle 
résultant  des  valeurs  de  F(t;)  déduites  de  celles  de  y^{z)  données 
par  la  formule. 

Nous  avons  d'ailleurs  résumé  les  résultats  dans  le  tableau 
suivant,  où  nous  avons  affecté  de  Tindice  1  les  valeurs  provenant 
de  rexpérience 


V 

150 
250 
."MO 
350 
400 
450 
500 
550 
650 


Xi{z) 

%(«) 

%|— X 

F.(t') 

FW 

F.-F 

«,027 

1,8046 

0,«««4 

74 

85,1 

-   9,1 

1,761 

1,79«6 

-0,0516 

142 

139,5 

2^ 

1,639 

1,6742 

-0,0552 

183 

179.2 

5,8 

1,0«6 

0,9786 

0,0474 

841 

357,6 

-16,6 

0,84« 

0,8597 

-0,0177 

475 

465,3 

»,7 

0,804 

0,8392 

-0,635« 

560 

536,2 

23,8 

0,810 

0,8321 

-0,0«21 

617 

600,8 

16,2 

0,831 

0,8286 

0,0024 

662 

663,8 

-   1.8 

0,853 

0,8254 

0,0276 

762 

787,5 

—  25,5 

z 

44,445 
16,000 
11,111 
8,163 
6,250 
4.938 
4,000 
3,306 
2.367 


D'après  ce  tableau,  pour  F(t;),  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  différences  est  109,  et  la  somme  des  valeurs  de  F|(t;)  étant 


3816,  Terreur  relative  totale  est  de 
XV. 


109 
3816 


0,02856. 


iSIi^BB^BBBiSS 


IKMI 


InHiniBnBB 

^BBhHI 
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Il  est  important  de  remarquer  d*ailleurs  que  les  différences 
ont  un  signe  variable,  ce  qui  tend  à  établir  une  compensation; 
en  effet,  si  Ton  lient  compte  des  signes,  la  somme  des  différences 
est  seulement  de  +  3,  et  par  suite,  si  Ton  tient  compte  des  signes 
des  différences,  Terreur  relative  totale  est  de 


.  0,000786. 


3816 


Je  remarquerai  de  plus  que  les  valeurs  des  coefiicienls  ont  été 
calculées  par  de  simples  tâtonnements,  sans  avoir  recours  à  la 
méthode  des  moindres  carrés,  et  que  cette  méthode  permettait 
très  probablement  d'arriver  à  une  approximation  plus  grande. 
Toutefois,  lapproximalion  obtenue  par  la  formule  précédente 
nous  a  paru  largement  suffisante. 

Nous  prendrons  donc,  dans  ce  qui  suit, 

X  (2)  =1,34 +0,493  «-Ô'î^ 


l/(z  —  9,5)*  -^  2,:2 
Nous  avons  ainsi  : 

R  =  i,3l,     A  =  0,495,     a  =  9,5,     6  =- l/ï;2  =  1,483. 
Nous  poserons  maintenant  : 

z  —  9,5  9,5 

COt  If  = »       COt  A 


d'où 


z  =  V/âiâ  col  V -^  9,5  =  W^  ^?{î^^ 

SlflAsm  ly 


OU 


sm  (A  -4-  >f) 

z  =  b- : 

sm  Y  sm  A 

On  déduira  d'ailleurs  de  la  formule  ci -dessus 

A  =  8«52'. 


U  —  68  — 

On  aura  ensuite  : 

%  (2)  =  R  H-  A  COS  îf  =  1,31  4-  0,495  cos  if, 

il  viendra  par  suite  : 

, .   ,  ,        M       ,  ,        MR(/x      ,.  A  cos  If  sin  A  rfjy 

(12)  .     .  dx  =  --x(^)dz^ M— — -. 

z  z  sin  1^  sin  (A-4-i^) 

rfif 

(13)  .     .  di  =  —  N:v  (z)  rfz  =  6N  (R  -♦-  A  cos  n)  —--  • 

sin'if 

On  déduira  de  cette  dernière  équation  : 
(i4)       t  =  io  -♦-  6N  (R  cot  «0  "+-  A  coséc  jfo  —  R  cot  )f  —  A  coséc  ij), 

Remarquons  d'ailleurs  que  lorsque  z  varie  de  0  à   -h  oc,  t) 
décroît  de  tt  —  X  à  0. 

Si  nous  posons  maintenant 


d'où 

A       0,495 

cos  V      ■  — 

R        1,31 

;-  -  67*48'. 

nous  aurons 

L,vT«  ^^s  ifo  -♦-  cos  y       .  ^^  cos  »/  -^  cos  V 
*  =  to  -4-  6NR ; 6NR ♦ 

sm  3^0  sui  if 

ou 

cos cos COS cos  — -— 

2               2  2  2 

i  =  ,0  ^  26NR : 26NR 


sm  9o  sm  y 

ou  enfin,  en  posant 

cos cos 

C  =  to  -^  2feNR —, —  . 

sin  ifo 

>f  H-  y         jf  —  y 
cos  — -—  COS 

2  2 

(15)    .     .     .       t  =  C  — 26NR 


SU]  if 
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Nous  déduirons  ensuite  des  équations  (12),  (11)  et  (15) 

Zq  J      sin  >f  sin  (x  -4-  jf) 

..^r^z  /•*'    cosifsinArfif  1 

X  =  MR   jC cos  V  / —    » 

L    Zo  e/      sin  jf  sin(A -♦- jf)J 


puis 


'Jo 


»f  -♦-  y  If  —  V 

cos ces 


Mais 


du  =  Crfx  -  25NR \ ^  dx. 

sin  If 


,        MRdz      .,      cos  if  sin  A  (/if 
cfx  = MA 


sin  If  sin  (A  -t-  if) 


ou 


MR  sin  A        .  , 

rr  j  = (1  -4-  cos  if  cos  'j)  rfif  ; 

sin  if  sin  (A  -4-  if) 

et  comme  d'ailleurs  on  peut  écrire 


(cos  y\ 
col  If  H-  —^ —  )  dx , 
sin  If/ 

nous  aurons,  en  fin  de  compte, 

,        ^^  6NMR*sînA    f  ,  ^  cosy(l-t-cos'if)l   , 

rfiy  ==•  Cax  -♦-  -: : (I  -•-  cos'  v)  col  »f  H : rfif . 

sin  If  sin  (A  -♦-  jf)  I  sin  n        J 

Nous  aurons  donc,  en  résumé,  pour  trouver  les  valeurs  de  x 
et  y,  à  calculer  les  trois  intégrales 

/cos  If  sin  A  p   cos  if  sin  A  c/if 

sin  if  sin  (f  -♦-  a)     '     J    sin'  if  sin  (if  -♦-  a) 

/(l  -♦-  cos' if)  sin  A 
sin'  if  sm  (A  H-  if) 

Pour  calculer  ces  intégrales,  nous  emploierons  le  procédé  de 
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décomposition  en  éléments  simples  donné  par  M.  Hermite  (*). 

Posons 

cos  If  sin  X 

h  (v)  =  -; 7—r 7  • 

sm  If  sin  (X  -f-if) 

cos  if  sin  A  (  I  -I-  cos*  if)  sîn  A 

AW  =  -r-; — r-r; :»      hW  =  -T-, — r^r r^ 

sm'if  sm(A  ••- if)  sin' If  sm  (A  H- If] 

on  a  d*abord 

/; (,y  -4-  t)  =  —  /; (if),   /;(jf  h-  tt)  =  /, (if),   /; (•,-♦-  tt)  =.— /*, (»,); 

de  plus,  ces  trois  fonctions  ne  deviennent  inGnies  que  pour 
)7  =  Oet>7==7r  — 1\  le  premier  infini  est  simple  pour  /",  et 
double  pour /*}  et/*;,  le  second  est  simple  pour  les  trois  fonctions. 

Enfin,  dans  leur  décomposition  en  éléments  simples,  ces  trois 
fonctions  ne  contiendront  pas  de  parties  entières,  car  si  Ton  pose 
c"'  =  z,  é^  ==  tf,  on  voit  que  ces  fonctions  se  transforment  en 
expressions  en  z,  qui  ne  contiendront  pas  de  puissances  positives 
si  on  les  développe  suivant  les  puissances  décroissantes  de  z, 
car  le  numérateur  sera  de  degré  inférieur  au  dénominateur. 

On  aura  donc 

f^  (vj)  =  p,  cosécif  -4-  Q,  coséc  (if  -h  A), 

/;(,,)  =  A  -♦-  Pt  cot  If  -♦-  P;D  cot  )f  -♦-  Qi  col  (ïf  -♦-  A), 

f^  (j^)  =  Pj  coséc  ïf  -♦-  Piï)  coséc  If  -♦-  Qs  coséc  (if  -♦-  A). 

Mais,  dans  l'expression  de  f^(y\\  on  a  d'abord 

A«»0, 

car,  si  Ton  pose  e*''  =  z,  e"  =  a,  f^  (>?)  se  transforme  dans  l'ex- 
pression suivante  : 

(s*— 1)'(aV  — 1)' 
Or,  cette  expression  est  nulle  aussi  bien  pour  c  =  0  que  pour 

(*)  Court  d'analyte  de  l'École  polytechnique,  1. 1,  pp.  331  et  suivantes. 


—  7i   -  i7 

jz  =  00.  D*ailleurS|  comme  le  fait  remarquer  M.  Hermite,  Tex- 
pression 


cot  y  =  t  -^ 


z'^  1 


z*-^i 


fait  voir  que  cot>7  est  égaie  à  —  t  pour  z=aO  et  à  t  pour  z  =  oo; 
et  cette  même  expression,  que  Ton  peut  écrire 


COtif 

donne 


=  t  (  1  -♦- 1 . 


ci  cot  if       d  cot  it  dz       .   d  cet  )f 
dii  dz     (/y  dz 


•  (  -*        <    \ 

=  tz H 1 , 


fait  voir  que  cette  dérivée  est  nulle  pour  z=»0  ei  pour  z  =>  oo  ^ 
et  qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les  dérivées  suivantes. 
On  a  donc,  en  faisant  successivement  jz  =  0  et  z  =  oo  : 

0  =  A-4-t(P,-^Q,), 
d'où  A  =  0. 

Ceci  posé,  pour  calculer  P|,  Qi,  P^,.... ,  nous  égalerons 
les  parties  principales  des  développements  des  deux  membres 
pour  )j  =  s  efiri  =  7r  —  X-4-s. 

Nous  aurons 

^    ,  cos  f  sin  X  1 

i* AW=-^ — : r  =  -' 

smf  sm(X  -4-  e)       e 
le  développement  du  second  membre  étant  d'ailleurs  (*) 

Pi        P, 


d'où 


sin  €        € 

P.=  i; 

cos  (jr  —  À  -+-  c)  sin  ï 

cos  1 

m 

^•.     .  A  (jr  —  ;  -4-  f)  = 

sm  (n  —  X  -*-e)  sin  (t?  +•  e)  e 

D  Nous  entendons  par  développement  du  second  membre  la  partie  principale  de  ce 
développement. 
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d'ailleurs,  le  développement  du  second  membre  étant 

Qi        _     Qi 

sin  (t  -♦-  f)  f 

on  a 

Ql=  — C09>, 

et,  par  suite, 

i  cosx 


sin  If       sin  (y  h-  x) 

^    ^  cosi  sin  X  sin  i  /    1  cos  x    \ 

sm't  sm  (X  -4- 1)        €"    Vsm  x       sm'  x   I 


on 


sm  X 


dailleurs 


cot  f  «= ■=  €""*,      D  col  f  =  De~% 

sm  € 


de  sorte  que 

P,  =  — coiA,    p;=.— I, 

.     ^  ,  ,  cos  (t  —  X  -H  f)  sin  A 

4-  A  T -  i  ^  £  =  . .,      , — r^ — ;  "=  '^^^^  ^' 

sm'  (r  —  X  -♦-  €)  sm  (r  -♦-  () 

conséquemment 

Q,  =  cot  X 

et,  par  suito, 

f^  (if)  «a  —  cot  A  cot  Y  —  D  cot  If  -I-  cot  i  cot  (»f  -4-  A)  ; 

(i  -I-  c^s*  i)  sin  X       2  sin  A  /    i  cosA    \ 

sm'  e  sm  (>  -4-  e)  r      \sm  A      sm*  A  / 

OU 

/;  (f)  =  —  2  £-•  cot  A  —  2D€-*  ; 

d'ailleurs  on  a,  pour  les  parties  principales  du  second  membrCi 

coséc  f  =£" • ,     D  cosëc  i  ■=■  De~* ; 
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donc 


P5r:=_2cotA.     p;  =  — 2; 


fi  -4-  cos'  (n  —  A  -♦-  e)]  sin  A 

6«^(^-A  +  e)  =  L— 1^^ — -J . 

sin*  (t  —  A  -♦-  f )  sin  (ïr  -♦-  i) 


i  -♦-  cos'  A 

sin  A 


r*. 


Comme  d*ai!leurs  on  a,  pour  la  partie  principale  du  dévelop- 
pement du  second  membre, 


cosëc  (tt  -♦-  f)  =  —  coséc  €  =-  —  if~*, 


ou  en  déduit 


Qs 


i   -¥•  C08*  > 

sin  X 


et,  par  suite, 


i  -4-  cos*  A 

^5  (if)  »  —  2  cot  À  cosëc  jf  —  2D  cosëc  if  h : coséc  (if  -♦•  i). 


sm  > 


On  aura  donc 


x=iMR 


^0 


If                                                   Jf -♦-  i 
COS  vX 1-  COS  X  cos  y£ 


car 


^2 
^2 


Posons,  en  passant  des  logarithmes  népériens  aux  logarithmes 
vulgaires, 

Q  =  log  z  ~  cos  y  logtg  ~  -«-  cos  y  cos  X  log  tg » 

Â  Je 


Qo=slogZo  —  cos  y  log  tg^  -^  COS  y  COS  A  log  tg  —^ 
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—  74  — 


Nous  aurons 


(46) 


puis 


xc=MR 


Q-Qc 

loge 


^        .......a   .  .     r         -  sin  j^o  sin  (m -4- i)  1 

Cx-*.6NMR*(I  -f-cosS)    cotiJi-T-^^-^-^^ -' -♦- col ifo  —  col  J 

L  sin  jf  sin  (ifo  -^  X)  J 


26NMR*  cos  y 


\  H-  cos'  \ 

2  sin  A 


.i 


M-4-  >  Jf 

—  cot  li  — 


i 


{ 


Ig 


Jfo  -4-  A 


ifÇ 


>?o 


sin  ifo       siRif 


Cette  expression  est  susceptible  de  se  simplifier  un  peu  en 
tenant  compte  des  valeurs  de  x  et  de  t. 
On  a,  en  effet, 


MR  cos  y 


ig- 
^2 


>f-4-i 

,  ^     2 


£ cosxX 


^0 


6NR  cos  y  ( : —  )  =  i  —  t'o  —  6NR  (cot  if.,  —  cot  »f\ 

\sin  ifo       siu  if/ 


et  comme  d'ailleurs 


I  -4-  cos*  A 
sin  i 


sin  À  +  2  cot  X  cos  > , 


^  z        .  sin  (>  -4-  ij)  sin  jfo 

J^_=s  J i 

Zo      '   sin  (l  -*•  ifo)  sin  if 


On  aura 

y  =  (C  -*.  26NR  col  à)  X  —  2MR  (t'o  —  *)—  6NMR'  sin'  y  [cot  A.{  - 


COt)fo 


—  col  Jyj 


If  -♦-  i 


^«^ 


6MNR'  sin  > 


tg 


ïfo  -4-  A 


COS  y, 
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ou  bien,  en  passant  des  logarithmes  népériens  aux  logarithmes 
vulgaires  et  posant 

C  ■*-  2N6R  cot  A  =  H, 

^       sin*  j  cot  A  cos  V  sin  i  ,         if  -*-  a 

T  =r  — . log  z ; logtg  — cot  )f  sm*  y, 

log  c  log  c  2 

^       sin*  V  cot  A  ,  cos  y  sin  >  ,         ^fo  -♦-  >  , 

To=  — log^u ; loglg  -— cotijosm'y, 

loge  loge  2 

y  =  Hx  —  2MR  (/«  —  i)  —  6MNR*  (T  —  To  ). 
Si  nous  posons  maintenant 

If  -H  V  1J •/ 

cos cos 

L  =  — i L, 

sin  ^i 

nous  aurons,  par  Téquation  (15), 

t  =  C  —  26NRL, 
io  =  C  — 26NRLc 
î„-t  =  26NR(L  — Lo), 
et,  par  suite, 

y  =-  Hx  —  6MNR*  [T  -  To  -♦-  4L  —  4Lo] . 

ou,  en  posant 

S  =  T  -*-  4L, 

\yi) y  =  Hx  —  6Mi\R*  (S  —  Soi. 

Cette  équation  (17),  jointe  à  Téquation  (15)  que  nous  écrirons 

(15') t  =  C  — 26NRL, 

et  à  réquation(16), 

(16) x  =  -^(Q-Q,), 

loge 

seront  les  équations  du  mouvement. 
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On  a  d*ailleurs 


cos cos  - 


(18)    l- 


sin  If 

if  if  -^  1 

(19)  Q  S3  log  z  —  cos  y  log  tg  -  -4-  cos  y  cos  l  log  tg » 

2  2 

,^^v    -,      sin*  V  col  X .  cos  y  sin  A  ,         if  -♦-  > 

(^^^    ^=-i^-'^«' ^^*ogtg  — -côt.smS, 

(2i)    S  =  T^4L. 

Remarquons  que  pour  un  système  d*artillerie  déterminé  et 
tant  que  Ton  considère  des  projectiles  à  peu  près  semblables,  les 
quantités  A,  R,  6  et  a  ne  changent  pas,  et  par  suite  non  plus  les 
angles  l  et  v. 

Nous  donnons  ci-contre,  pour  les  projectiles  correspondant  aux 
expériences  du  colonel  Hojel  (qui  ont  servi  de  base  aux  calculs 
précédents),  une  table  qui  donne  les  valeurs  approchées  des 
quantités  2,  L,  Q,  S  et  de  leurs  logarithmes,  ainsi  que  de  ir|. 

On  a,  de  plus, 

log  2bR  »  0,5895i,  26R  «  3,886i , 

log  cot  À  =  0,8065 1 ,         cot  >  =  6,4049, 
log  26R  cot  A  «  1 ,39602,     26  cot  a  «  24,89, 

(R  \  R 
=r  0,47949,         - —  =  3,01 64, 
log  d                             log  e 

log  6R*  =  0.40575,  6R*  =-  2,5454. 
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au 

logocu 

520 

2,71600 

510 

2,70757 

500 

2,69897 

490 

2,69020 

480 

2,68124 

470 

2,67210 

460 

2,66276 

450 

2,65521 

440 

2,64345 

430 

2,65347 

430 

2,62325 

410 

2.61278 

400 

2,60206 

390 

2,59106 

380 

2,57978 

370 

2,56820 

360 

2,55630 

350 

2,54407 

340 

2,53148 

330 

2,51851 

320 

2,50515 

310 

2,49136 

300 

2,47712 

290 

2,46240 

280 

2,44716 

270 

2,43136 

260 

2,41497 

250 

2,39794 

240 

2,38021 

230 

2,36175 

220 

2,54242 

210 

2,32222 

200 

2,30103 

3,70 
3,85 
4,00 
4,17 
4,34 
4,53 
4,73 
4,94 
5,17 
5,41 
5,67 
5,95 
6,25 
6,58 
6,93 
7,31 
7,72 
8,16 
8,65 
9,18 
9,77 
10,41 

11,11 

11,89 

12,76 

13,72. 

14,79 

16,00 

17,36 

18,90 

20,66 

22,68 

25,00 


logz 

0,50800 
0,58486 
0,60206 
0,61960 
0,63752 
0,65580 
0,67448 
0,69558 
0,71310 
0,73506 
0,75540 
0,77444 
0,79588 
0,81788 
0.84044 
0,86360 
0,88740 
0.91186 
0,93704 
0,96298 
0,98970 
1,01728 
1,04576 
1,07520 
1,10568 
1,13728 
1,17006 
1,20412 
1,23958 
1,27654 
1,31516 
1,35556 
1,39794 


f 

log(±L) 

L 

165*40' 

0,07689 

-1,194 

165«18' 

0,06498 

-1,161 

164-54' 

0,05226 

—1,128 

164-28' 

0,05879 

—1,093 

165-58' 

0.02561 

-1,056 

163-24' 

0,00687 

-1,016 

162M4' 

1,98773 

-0,972 

161»59' 

1,96692 

-0,927 

16107' 

T,94343 

-0,878 

160-05' 

1,91659 

-0,825 

158«50' 

1,88541 

-0,768 

157-20' 

1,84943 

-0,707 

155-28' 

1,80650 

—0,641 

153-07' 

1,75459 

-0,568 

150n)3' 

1,68976 

—0,490 

145-57' 

1,60490 

-0,403 

140»!  6 

1,48571 

—0,306 

132^)2' 

1,29509 

—0,196 

1 19*48' 

^,85660 

—0,069 

102-04' 

2,93602 

0,086 

79-50' 

î,44965 

0,282 

58-35' 

f. 721 75 

0,527 

42-38' 

T,91490 

0.822 

31-49' 

0,06610 

1,164 

24»30' 

0,19109 

1,555 

19*22' 

0,29933 

1,992 

15-39' 

0,39551 

2,485 

12-51' 

0,48305 

3,041 

10*41' 

0,56459 

3,669 

8*58' 

0,64157 

4,381 

7*34' 

0.71500 

5,199 

6'»25' 

0,78770 

6,133 

5*28' 

0,85779 

7,208 

1 

Q 

0,721 
0,731 
0,742 
0,754 
0,765 
0,777 
0,789 
0,801 
0,813 
0,826 
0,839 
0,853 
0,867 
0,882 
0,897 
0,912 
0,929 
0,947 
0,966 
0,989 
1,015 
1,047 
1,082 
1,120 
1,161 
1,204 
1,248 
1,295 
1,345 
1,594 
1,447 
1^02 
1,561 


logQ 

1,85794 
1,865»2 
1,87040 
1,»7757 
1,88366 
1,89042 
1,89708 
1,90363 
1,91009 
1,91698 
î,92376 
1,95095 
1,93802 
1,94547 
ï,95279 
1,95999 
1,96802 
î,97635 
1,98515 
1,99520 
0,00647 
0,01995 
0,05423 
0,04922 
0,06483 
0,08063 
0,09621 
0,11227 
0,12808 
0,14426 
0,16047 
0,17667 
0,10340 


S 

5,58 

5,84 

6,11 

6,58 

6,66 

6,94 

7,25 

7,55 

7,86 

8,20 

8,54 

8.89 

9,26 

9,65 

10,06 

10,49 

10,95 

11,46 

12,02 

12,68 

13,49 

14,47 

15,62 

16,93 

18,38 

19,99 

21,76 

23,73 

25,91 

28,54 

31,08 

34,17 

37,67 


log(±:S) 

0,74663 
0,76641 
0,78604 
0,80482 
0,82347 
0,84136 
0,86034 
0,87795 
0,89542 
0,91381 
0,93146 
0,94890 
0,90661 
0,98453 
1,00260 
1,02078 
1,03941 
1,05918 
1,07991 
1,10312 
1,13001 
1,16047 
1,19568 
[,22866 
1,26435 
1,30081 
1,33766 
,37530 
1,41347 
1,45240 
1,49248 
1,53364 
1,57600 


A  Paris 
A4S» 


logj  =  0,99164,  g 

log9<=0,99U9,  g 

IogR=0,ii727.  R 

Iog6«0,i7121,  6 

A  _  0,495 

R~  1,31  * 


ces  :^  =  —  s= 


9,809U. 
9,80604, 
1,31, 

1^2^=1,4832. 
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a         9,5 

log  cos  X  =1 ,57734,    v=:  67-48', 
log  cot  ;  =  0,8065i,     à  =  8«52'. 

Ces  différentes  quantités  sont  constantes  pour  tous  les  projec- 
tiles d'un  même  système. 

On  a  ensuite  : 
P  étant  le  poids  du  projectile, 
r  le  rayon  delà  partie  cylindrique, 
g  la  gravité, 

M  =  — r-'      N=        -^ 


^r'a  2rM0« 

H  «=  C  -♦-  2N6R  col  K 

cos cos  — 2 — 

C  =  >o  -^  26NRLo  =  io  -^  26NR —. 

sin  ifo 

a  w 

<p  étant  Tangle  de  projection  ;  de  plus, 

(15').     .     .  I  =  to  —  26NR  ( L  —  Lu)  =  C  —  26NRL, 

MR    ^ 

H6) x  =  - (Q-Qo), 

loge 

(17) y  =3  Hx  —  6MNR' (S  —  ?o). 

Toutes  les  quantités  qui  figurent  dans  ces  trois  formules  sont 
données  plus  haut,  pour  le  cas  des  projectiles  semblables  à  ceux 
qui  ont  servi  pour  les  expériences  de  M.  Hojel. 

Il  reste  toutefois  à  choisir  encore  une  valeur  convenable  pour 
le  coefficient  a. 

Pour  ce  coefficient  il  faut  prendre  une  valeur  comprise 
entre  ^^  et  1,  et  il  convient  de  la  choisir  plus  voisine  de  i  que 

Je  — L_.   En  effet,   -^  étant  minimum   pour  cos  9=1,  varie 

cos  9  '   coi  9  •  ' 


—  79  —  25 


beaucoup  moins   vite  dans  le  voisinage  de  1   que  dans  celui 
de  — ^)  de  sorte  qu*il  restera  plus  longtemps  voisin  de  1  que 

de 


cos  » 

Voici  comment  nous  choisirons  cette  valeur  : 


Considérons  une  parabole  dont  Taxe  est  vertical  et  la  concavité 
dirigée  vers  le  bas,  tangente  à  Forigine  à  la  trajectoire  et  passant 
par  le  second  point  où  la  trajectoire  coupe  Taxe  des  x  (le  point 

de  chute). 

L  équation  de  cette  parabole  sera 


X|  désignant  Tabscisse  du  point  de  chute  (la  portée). 

Nous  substituons  maintenant  cette  parabole  à  la  trajectoire 
pour  le  calcul  de  la  valeur  de  a  que  nous  voulons  adopter. 

Pour  cette  parabole,  on  a 

—  =1  ^fg»9  =  1  -*-tg*y  M » 

s'  0  \  X,  / 


cos 


un 

\    =_Vh_ifslnv(l-f)1. 
cos'  ô       cos'  y  L         ^1  ^        ^r  J 

Supposons  maintenant  que  nous  partagions  X|  en  n  parties 
égales  :  nous  prendrons  pour  a^  la  moyenne  des  n  valeurs  de  ^-^r 
correspondant  à  ces  points  de  division,  lorsqu'on  suppose  de  plus 
quen  croit  ensuite  indéfiniment. 

Nous  aurons  donc 

a'  =  lim  "2 


«T  cos'  Bt 

dj  désignant  la  valeur  de  6  qui  correspond  à  Pun  de  ces  points  de 

division. 

Mais  si 

X,  =  «Ax, 
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ceci  pourra  s*écrire 


Mais 


0 

• 

/  — r:** — r  /    l^ «in% -f- -- sirr  ç.   dx 

y    cos'ô      cos'f.y     \         X|  x?         7 

^r,_^,„.,(,_|î)]. 

cos'y  L         X|  \         o  x,/ J 


cos 
et,  par  suite, 


f'^r^,  ['  -r-'f) ='«  ('  -  g'g'  ^)- 


Nous  aurons  donc 

(2i) a'=^  -*-3tg'î». 


Comme  il  ne  s*agit  là  que  d'une  valeur  approchée,  nous  pour- 
rons prendre 

(23J «1=1  -4--lg'f. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  pour  a  une  valeur  qui  donne  des 
résultats  à  peu  près  équivalents,  et  de  la  manière  suivante  : 
Posons 

doù 

i 

1/3 

on  déduira  de  la  formule  (22) 

«'  «=  i  -♦-  tg*  o  =  séc'  a, 

d*où 

a  «s  séc  a  ; 
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d*ailleurs,  la  formule 


ig  «  =  — ^  tg  f 

Vô 


donne 


pour  y  =  0, 
pour  f  =  15", 
pour  f  =  50% 
pour  f  =  45*, 


a  ==  0,58  y, 
a  =  0,59  î-, 
a  =-0,61  ?.. 
a  =  0,67  v; 


on  aura  par  suite,  en  prenant  comme  valeur  moyenne 


(2i) 


<i  =  0,G  f, 

a,  =  séc(0,6  y). 


Nous  donnons  ci-joint  les  valeurs  de  a,  et  a,  pour  différentes 
valeurs  de  9. 

log  a, 

0,00056 
0,00231 
0,00501 
0,00890 
0,01593 
0,02015 
0,02759 
0,05631 
0,04030 

Ces  valeurs  de  «i  et  de  a^  sont  fort  peu  différentes^  et  Ion 
pourra  adopter  celle  des  deux  qui  paraîtra  le  plus  commode; 
il  semble  que  la  valeur  a,  sera  souvent  la  plus  commode»  parce 
que  Ton  trouvera  de  suite  dans  les  tables  le  logarithme  de  a^ 
pour  Fangle  de  projection  donné. 

Comme  exemple»  nous  appliquerons  la  méthode  qui  précède 
nu  canon  de  côte  italien  de  100  tonnes,  au  sujet  duquel  on  trou- 
vera les  renseignements  nécessaires  dans  la  Revue  d'artillerie, 
XV.  G 


? 

0,6. 

log  «i 

04 

«1 

5" 

30 

0,00060 

1,0014 

1,0013 

10' 

6° 

0.00239 

1,0055 

1,0051 

15" 

9" 

0,00538 

1,0125 

1,0116 

200 

120 

0,00960 

1,0225 

1,0207 

250 

15" 

0,01506 

1 ,0353 

1 ,0326 

so« 

180 

0,02179 

1,0514 

1,0475 

350 

21« 

0,02985 

1,0711 

1,0656 

400 

240 

0,03927 

1,0946 

1,0872 

450 

270 

0,05018 

1,1249 

1,1125 
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octobre  1880  (t.  XII,  pp.  1  à  44).  Nous  choisissons  cet  exemple 

parce  que  les  tables  de  tir  de  ce  canon  ont  été  calculées  d'autre 

part  par  le  major  Siacci,  en  suivant  la  méthode  qui  lui  est  due. 

On  a  ici 

p==100()^" 

V  =  450™ 

r  =  0,223. 

Nous  calculerons  la  trajectoire  pour  9  =18%  et  nous  pren- 
drons 

a«=i,012, 

d*où 

log  a  =  0,00518. 

On  en  déduira 

P               1000 
M  =  — -  =  , =  9935,3, 

'^''«      2.0,225.1,012 

log  M  =  3,9971 9, 

aPtf         1,012.9,806 

N  =  --^^  =  : =  0,09978, 

^'^«O*       2();223^.10» 

log  N  ="2,99904; 

nous  avons  pris  la  valeur  g  à  4^^ 
Nous  aurons  ensuite 

_  10*  _  /  10'  \»_ 

^'~^î""  \l,0l2.450.cosl5j  =^'*^^'^' 


COt  ifo 


log  70  =  0,71334, 
Zo  -  9,5  4,351 8 


log  (—  col  jfo)  =  0,46546, 
,,„  =  161*6', 

^  sinv.  sin(l8'54') 

log  (—  L,)  =  7,94307, 
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puis 


Qo  =logzo  —  cos  vlog  tg^  -•-  COS  y  cos  A  log  Ig  -î =  0,81 356, 

sio^v  cot  >  ,  cos  y  sin  a  .         ifo  -^  X 

To  = — ; log  Zo ; log  (g  -— col  vosin'  >, 

loge  loge  2 

t=  14,38009, 

So  =  To -4-410=7,87154. 

En  nous  reportant  d'ailleurs  aux  valeurs  données  pages  21  et  26, 

R 

log  ; =  0,47949, 

loge 

log  6R«  =  0,40575, 

log  26R  =  0,58951, 

log  26R  cot  ;l  »  1 ,39603, 


on  aura 


MR 

log =  4,47668, 

loge 

log  6NMR'  c=  3,401 98, 

log  26NR  =T,58855; 

et  comme,  de  plus, 

îo  =  0,26795, 
on  en  déduit 

26NRLo=— 0,34011, 

C  =  to  -^  26NRLo  =  —  0,07216, 
H  =  C  *-  2NtR  cot  i  =  2,41131, 
log  H  =  0,38256, 
MRQo 


loge 


=  24382,2,     6NMR'So  =  1 9862,7, 


Nous  chercherons  maintenant  la  portée  avec  le  point  le  plus 
haut  de  la  trajectoire. 

Pour  déterminer  la  portée,  nous  remarquerons  que  Tangle  de 
chute  n*est  en  général  pas  très  différent  de  Tangle  de  projection. 
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mais  un  peu  plus  grand.  Si  donc  nous  déterminons,  au  moyen  de 

la  formule 

t  c=  C  —  26NRL, 

la  valeur  de  L  pour  laquelle  t=  — t^,  qui  est  donnée  par  la  for- 
mule 

26NRL  =  C-^  to  =  0,49579, 

d'où 

logL=î, 70324, 

en  prenant  dans  la  table  la  valeur  de  log  L  immédiatement  supé- 
rieure, nous  trouvons 

log  L  =  î  ,721 76      pour     «  w  =  31 0. 
Pour  cette  valeur  de  m,  les  formules  (15  ),  (16)  et  (17) 

(15)  .     .     i  =  C  —  26NRL  =  — 0,07216  — 26NRL, 

MR  ^ ,       MRQ 

(16)  .     .     x  =  - (y-Q„)  =  _J*- 24382,2 

log  e  log  e 

(17)  t/  =  Hx  —  6MNR'  (S  —  So)  =  Hx  —  6MNR'S  -♦-  198G2,7 

donnent 

i  =  — 0,276i7,    x  =  6996,    y  — 251. 

Si  nous  prenons  maintenant  dans  la  table  la  valeur  suivante 
de  au 

au  =  300'", 

nous  aurons  pour  cette  valeur 

i  =  —  0,39091 ,    X  =  8045,    y  =  —  1 59. 

Si  nous  calculons  maintenant  d'abord  au  moyen  d'une  inter- 
polation par  parties  proportionnelles  la  valeur  de  au  qui  corres- 
pond à  la  portée,  nous  aurons 

139  139 

«M  =  300  -4-  10 =  500  -i- =  303,76. 

1 59  -4-  251  37  ' 
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Si,  d*autre  part,  nous  prenons  les  différences  des  équations  (16) 

et  (17),  nous  aurons 

MR    , 

Ax  =  ; AQ, 

loge 

(tf no  AQ  AS\ 

1 =^— 6MNR»—    A«i. 
log^  ^u  Al// 

Mais,  pour  au  variant  de  310""  à  300°*, 

AQ  AS 

--r  = —0,0035,     —  =  — 0,H5. 

Ati  Au 

De  sorte  qu*en  partant  de  la  valeur  au  =3300"'  on  aura,  pour 
la  variation  de  Au  au  point  de  chute 

.    /MRH  .        .  \ 

Au 0,0035  -  6MNR«0,i  15    =  —  139, 

\  log^  c  '  I 

139 

Au  =  =  3,76. 

MRH 

6MNR«0,H5 .0,0035 

logiî 

Donc,  d'une  fagon  comme  de  l'autre,  nous  trouvons  pour  la 
valeur  de  au  correspondant  au  point  de  chute 

at/  =3  303,76. 

Calculons  maintenant  directement  les  valeurs  de  t,  x  et  y 
correspondant  à  cette  valeur  de  u. 

Nous  avons 

10* 

10,84, 


a^u" 


d'où 


^-9,5; 

COt  Jf  = 

,,  «  47*57', 


cos  ces 


8m  If 


—  =  0,70527 , 
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Q  =  log  s  —  cos  V  log  tg-  -f-  cos  y  cos  A  log  tg  — —  =1,06827, 

sin'ycoti,  cosvsinA.  >/-♦->.. 

T= logz ; loglg sin'ycolïf  =  12,34685. 

log  e  log  e  2 

On  en  déduit 

S  =  T-i-  4L  =15,1679; 

delà 

X  =  7633,        t/  =  6,        t  =  —  0,34562. 

On  prendra  pour  la  portée 

X  -h  A  =  7633  -4- —  =  7650. 

—  I  0,54562 

On  a  d*ailleurs,  pour  Tangle  de  chute  0, 

igs==«. 

doù 

6  =  — 19»4'. 

Une  interpolation  donne^  pour  la  valeur  correspondante  de 
aUf  303,6. 

Pour  faire  ce  calcul  nous  nous  sommes  servi  des  tables  à  cinq 
décimales  et  nous  avons  toujours  négligé  les  secondes  dans  les 
calculs;  si  Ton  s'était  servi  des  tables  à  sept  décimales  et  qu'on 
eût  conservé  dans  les  calculs  des  angles  les  centièmes  de  seconde, 
on  aurait  trouvé  pour  la  portée  une  valeur  plus  faible  d'une 
cinquantaine  de  mètres  environ.  Mais  il  semble  qu'il  n'y  a  pas 
lieu  de  pousser  l'approximation  plus  loin  que  nous  ne  l'avons 
fait,  vu  l'erreur  que  comporte  l'hypothèse  simplificative  du 
général  Didion^  que  nous  avons  admise  pour  faire  l'intégration. 
On  aurait  d'ailleurs,  pour  la  valeur  de  u  correspondant  à 
au  =  303,76,  u  =  300,2  ou,  en  nombre  rond,  u  =  300. 

On  aura  ensuite 

r=-^=  317,6, 

coso 
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ou,  en  nombre  rond, 

V  =  518. 

Remarquons  que  la  portée  expérimentale  a  été  trouvée  de 
7745'".  mais  il  y  aurait  lieu  de  réduire  cette  portée  de  21  "■  envi- 
ron pour  tenir  compte  de  Tangle  de  relèvement  par  suite  duquel 
Tangle  de  tir  étant  de  15",  Tangle  de  projection  est  de  15""  3'  13*". 
Par  suite  de  ce  fait,  pour  Tangle  de  projection  de  15"*  la  portée 
aurait  été  de  7724"". 

Nous  passerons  maintenant  au  calcul  de  Fordonnée  du 
sommeL 

Pour  le  sommet,  on  a 

i  =  -  0,07-216  —  26NRL  =  0, 
d'où 

—  0,07216  ^    ^ 

26NR 

En  se  reportant  h  la  table,  on  voit  que  la  valeur  la  plus  voisine 
de  L  qui  y  figure  est  celle  qui  correspond  à  at/  =>  3K0. 
Pour  cette  valeur  de  au,  on  a 

if  =  152»2',  L=— 0,196; 

on  a  d'ailleurs,  pour  au  =  340, 

>f  -=  i  1 9*  49',         L  =  —  0,069. 

Si  nous  calculons  donc  par  parties  proportionnelles  la  valeur 
de  y)  qui  correspond  à 

L=»  — 0,18(il, 

nous  trouverons  en  nombre  rond  (et  en  prenant  une  valeur  de  )} 
où  le  nombre  de  minutes  soit  pair,  de  façon  que  ^  contienne  un 
nombre  exact  de  minutes)  y»  =  I31"4'. 

Nous  calculerons,  pour  celte  valeur  de  >?,  celles  de  i,  x  et  y. 

On  trouve 

i  =  — 0,00039, 

X  =  4046,5, 

y  =  595,6  ; 
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la  valeur  de  t  correspond  d'ailleurs  à  une  valeur  de  6  égale  k 

—  rîo",«, 

de  sorte  que  ce  point  peut  élre  considéré  comme  se  confoudant 
avec  le  sommet. 

On  pourrait  d'ailleurs  déierminer  d'une  façon  plus  eiacie  ce 
point  de  la  manière  suivante  : 


Soit  M  le  point  de  la  trajectoire  que  nous  venons  d'obtenir; 
considérons  la  courbe  comme  se  confondant,  entre  le  point  le  plus 
haut  S  et  le  point  M,  avec  la  parabole  que  décrirait  le  mobile  si 
l'on  négligeait  la  résistance  de  l'air  entre  S  et  M,  et  si  le  mobile 
avait  par  suite,  entre  S  et  M,  une  vitesse  horizontale  constante 
égale  à  la  valeur  de  ti  en  M.  Cette  parabole  a  au  point  M  même 
rayon  de  courbure  que  la  courbe. 

L'équation  de  celte  parabole,  rapportée  aux  axes  Sx  et  Sy, 
sera 


u  étant  traité  ici  comme  une  constante  et  ayant  la  valeur  de  la 
vitesse  horitontale  en  M;  on  aura  alors 
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d  où,  lg6  étant  donnée. 


m 


Xi 

«' 
=  -lg«, 

9 

y« 

lu'     , 

2  j 

ou 

ir  calculer  u 

z  ■■ 

=  9,5-4-  ôJgif, 

a  u    s^ » 

z 

u  »  3U. 

puis 


(l*OÙ 


Comme  d'ailleurs  on  a  ici 

Ig  «  «r  —  t  =»  0,00039, 

nous  aurons,  pour  les  coordonnées  X|  et  y^  de  M  par  rapport 
à  S,  au  moyen  des  formules  (26), 

X,  =  4.73        5/,  =  0,0009'i  ; 

Y/i  peut  donc  se  négliger,  et  Ton  aura  pour  l*x  du  sommet 

4046,5  —  4,7, 

soit,  en  nombre  rond, 

x^  =  4042; 

f/n  étant  négligeable,  on  aura  en  nombre  rond,  pour  l*ordon- 

aée  y^  du  sommet, 

y^=594. 

Remarquons  d*ailleurs  que  Ton  aurait  obtenu  pour  les  coor- 
données du  sommet  une  approximation  déjà  suflisante  en 
remplaçant  la  trajectoire  par  la  parabole,  entre  le  point  qui 
itorrespond  k  au=s  350  et  le  sommet,  comme  nous  Tavons  fait 
entre  le  point  M  et  ce  sommet. 
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Ayant  obtenu  les  coordonnées  du  sommet  de  la  trajectoire, 
nous  allons  voir  comment  on  peut  s*en  servir  pour  tenir  compte, 
dans  une  certaine  mesure,  de  la  variation  de  la  densité  de  Tair 
avec  Taltiiude. 

Si  Ton  désigne  par  p  la  densité  de  lair  en  un  point,  cette  den- 
sité, en  un  autre  point  situé  à  une  hauteur  y  au-dessus  du 
premier,  peut  être  exprimée  par  la  formule  suivante,  due  à  M.  de 
Saint-Robert  : 

p,  =  p(i  -ay], 

011 

a  =  0,00008 , 

y  étant  exprimé  en  mètres. 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  tient  compte  de  la  variation  de  la 
densité  de  Tair,  les  formules  (6)  et  (7)  se  transforment  en  les 
suivantes  : 

P 

(C)         ....  (/X    =» du  y 

ar -1/5?  (al/)  (I  -ay) 

(T)  .     .     .     .       r/«  =  -— — ^ du, 

^  arV?(aii)(t  —  ay) 

ou,  en  négligeant  les  termes  en  a^, 

aur^'f  (au) 

Pg{i  -^  ay) 
di  -=-.  — du; 

orUr'Y[au) 

par  suite  les  formules  (9)  et  (10)  deviennent 

(9')         .     .     .     .      dx  =  —  x{^){^  •*-  «2/) ^2, 

z 

(10') dt  =  — %(sMl  -^a!/)rf-- 

On  a  toujours  d'ailleurs 

(1 1) rfy  ==  «c'Jt:. 
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Mais  le  coefficient  i  -h  ay  élant  toujours  voisin  de  1,  nous  le 
remplacerons  par  une  valeur  moyenne  que  nous  calculerons  de 
la  manière  suivante  : 

Considérons  la  parabole  qui  a  même  portée  x>|  que  la  trajec- 
toire, et  dont  l'ordonnée  au  sommet  est  égale  h  celle  h  du  point 
le  plus  haut  de  la  trajectoire;  féquation  de  celte  parabole  sera 


4Ax  /         x\ 

X,     \  Xj/ 


Nous  calculerons  pour  cette  parabole  la  valeur  moyenne  fx  du 
coefficient  ay,  en  opérant  comme  nous  f  avons  fait  plus  haut 
pour  a^.  Nous  poserons,  par  suite, 


F  =  -  /     aydx=^  i_        rfx  = 

X4,/  X|,/  X|      \  Xi/ 


2aA 


3 

0  0 

Nous  remplacerons  donc  le  coefficient  \  -^  ay  par  la  valeur 
constante 

\  -♦- — . 
3 

en  prenant  pour  h  la  valeur  qui  résulte  de  la  première  approxi- 
mation, où  nous  avons  négligé  la  variation  de  la  densité;  nous 
avons  trouvé  pour  l'ordonnée  maxima  de  la  trajectoire  594"*;  nous 
prendrons  donc,  en  nombre  rond, 

h  =  600". 

Désignons  maintenant  par  X,  I  et  Y  les  valeurs  de  x,  t  et  y 
lorsque  l'on  tient  compte,  comme  nous  venons  de  le  dire,  de  la 
variation  de  la  densité,  et  par  x,  t  et  y  les  valeurs  obtenues  plus 
haut. 

Nous  aurons  alors 


-(-^)-. 


d\ 

dY  =  IrfX. 
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De  la  première  on  déduit 

(27, ^  =  (*-x)'- 

La  seconde  donnera  ensuite,  en  remarquant  que  Iq  =<  i'q  =>  Ig  f, 

OU 

(28) I  =  î  — (lo  — t) 

3 

La  formule 

dY  =  ldX 

peut  s'écrire,  si  Ton  remplace  I  et  X  par  leurs  valeurs  et  que  Ton 
néglige  les  termes  en  a', 

/        4aA\  .,        2aA 

=  l  I  -H  — - 1  tox —  iQdx, 

ou 

ciY  =  ^i  -4-  — j  dy ^  torfa:  ; 

d'où  Ton  déduit  enfin 

/         4aA\          2aA  . 
(29)    ....      Y  =  ^i-i-— Jt/ ^ix. 

Nous  avons  d'ailleurs 

a  —  0,00008, 


d'où 


log  —  =  5,72700,     log  —  =  4,02803. 
3  3 
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Appliquons  ceci  au  cas  que  nous  avons  traité  plus  haut,  où 
nous  prendrons,  comme  nous  Tavons  dit, 

h «=  600. 

Nous  avons  trouvé  précédemment,  pour  la  portée, 

x^yeSO"; 

comme  pour  cette  valeur  y  =  0,  la  formule  (29)  donnera 

Y  c= to7650  =  —  65,59. 

Mais  la  formule  (25),  que  nous  avons  déduite  plus  haut  des 
équations  (16)  et  (17),  en  en  prenant  les  différences, 

/MRH  AQ  AS\ 

(25)    .    .     .      Ay=^[- -^  -  6M1VR»  —  A". 

\ loge  Ai/  Au/ 

donne,  si  Ton  y  fait  comme  ci-dessus 

AQ  AS 

-Jl  =  —  0,0035,     —  =_  0,1 15, 

Afi  Ad 

et  si  nous  prenons  en  même  temps 

Ay  =  —  65,59, 
nous  trouverons 

Au  = «=3  1,77. 

6MNR».0,115  —  —.0,0035 

loge 

La  portée,  lorsqu^on  néglige  la  variation  de  la  densité  de  Tair, 

correspondant  à 

au  =  305,6, 

nous  aurons  à  calculer  les  valeurs  de  t,  x  et  j^  pour 

au  ^=^  505,57, 
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ou,  plus  exactement,  nous  calculerons  cette  valeur  pour 

v  «  50»28', 

valeur  qui  correspond  à 

ail  r=  305,564. 

Nous  trouverons  pour  cette  valeur 

i  =  — 0,32714,    x  =  7462,8,    y  =  66,2. 

Employons  les  formules  (27),  (28)  et  (29).  Comme  ici  nous 
prenons  h  «=  600  et  que  a  =  0,00008,  nous  aurons 

2aA      ^  Aah 

-—  =  0,032,     — -  «  0,064, 
3  3 

et  comme  d^ailleurs 

i  =  — 0,32714,    10  =  0,26795,    x=:  7462,8,    y  =66,2, 

il  viendra 

I  =r  —0,32714  —  0,59509.0,032  =  -  0,34618, 

X  =  7462,8.1,032  =  7701,6, 

Y  =  1,064.66,2  —  0,032.0,26795.7462,8  =  6,45 

Nous  aurons  par  suite,  pour  la  portée  P,  en  remplaçant  la 
trajectoire  par  la  tangente  entre  le  point  que  nous  venons 
d'obtenir  et  le  point  de  chute,  ce  qui  est  évidemment  permis  vu 
la  petitesse  de  Y, 

Y  ^         6,45 

P  =  X-*-  ;r=:770l,6-»-  ^  ,'        ^  «=  7  720 

—  I  0,34618 

Nous  trouvons  donc  pour  la  portée  7720°".  Cette  portée  ne 
diffère  que  de  4"*  de  la  portée  déduite  de  Texpérience  qui,  si  Ton 
tient  compte  de  Tangle  de  relèvement,  aurait  été  de  7724"  pour 
un  angle  de  projection  de  1 5°. 
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On  aurait  d'ailleurs  pour  Tangle  de  chute  G,  au  moyen  de  la 

formule 

tge=^I, 

et  pour  la  vitesse  restante,  puisque 

au  =  305,364, 
M  =  301,75,     i?  =  319,32. 

Calculons  d*une  façon  semblable  1,  X  et  Y  pour  le  point  qui 
nous  a  donné  le  sommet  de  la  trajectoire.  Nous  avons  trouvé, 
pour  )2=il31'4', 

tc=  — 0,00039,    x  =  4046,5,    y  =  593,6, 

et  avec  ces  valeurs  nous  aurons 

I  =  -  0,00039  —  0,26834.0,032  =  —  0,00898, 

X  =  4046,5.i,032  =  4176, 

Y  =  1,064.593,6  —  0,032.0.26795.4046,5  =  596,9. 

Pour  déduire  de  là  le  sommet  de  la  trajectoire,  nous  emploie- 
rons les  formules  (26)i  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi, 

u*  1  ti' 

^.  =  -tge,    yi=--tg'ô, 

où 

ig  e  c=  0,00898,    u  =  344,9 . 

Nous  aurons  ainsi 

X,  — 109,    y,  =  0.5, 

d*où,  en  fin  de  compte,  pour  les  coordonnées  du  sommet, 

Y.  =  596,9  -f-  0,5  =  597,4, 
X^  =  41 76— 109  =  4067, 
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soit,  en  nombres  ronds, 

Y^  =  597,    X,,  =  4067. 

Telles  sont  donc  les  coordonnées  du  sommetjorsque  Ton  tient 
compte,  par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué,  de  la  variation  dv 
la  densité  de  Tair  avec  faltitude. 


II 

Les  valeurs  des  coefficients  numériques,  dans  les  formules  que 
nous  avons  obtenues,  s*appliquentà  tous  les  projectiles  semblables 
à  ceux  qui  ont  servi  de  base  aux  calculs  du  colonel  Hojel,  mais 
si  1  on  considère  des  projectiles  ayant  des  formes  différentes,  il  y 
a  lieu  d'adopter  d^autres  valeurs  pour  les  coefficients  R,  A,  a  et  6, 
qui  figurent  dans  Texpression  de  -^  (z).  Cesi  à  Inexpérience  que 
Ton  devra  s'adresser  pour  avoir  les  nouvelles  valeurs  de  ces 
coefficients;  toutefois,  à  défaut  d'expériences  donnant  ces  nouvelles 
valeurs  pour  les  projectiles  que  Ion  considère, on  pourrait,  tout 
au  moins  dans  une  première  approximation,  les  déterminer  de  la 
manière  suivante  : 

La  résistance  de  Tair  est,  en  réalité,  la  résultante  des  pressions 

sur  les  parties  antérieures  et  postérieures  du  projectile.  Soit  Pq  la 

pression  atmosphérique  sur  Tunité  de  surface,  et  désignons  la 

pression  sur  la  partie  antérieure  du   projectile  (qui,  rapportée 

à  Tunité  de  surface  de  la  section  du  projectile,  est  plus  grande 

que  po\  par 

^r^  (Po  -4-  Pi), 

r  étant  le  rayon  du  projectile;  désignons  de  même  la  pression  sur 
la  partie  postérieure  (qui,  rapportée  à  Tunité  de  surface  de  la 
section  du  projectile,  est  plus  petite  que  po)»  P^^ 

"•'  (Po  —  Pli  ' 

la  résistance  de  l'air  sera 
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Cette  résistance  de  Tair  est  d'ailleurs  exprimée  dans  nos  formules 
par 


ou 


9   x(^) 
xW  =  R^  A 


Nous  aurons  donc 

=  —,  (p*  -*-  Pî)- 


Mais  on  peut  admettre,  tout  au  moins  dans  une  première 
approximation,  que  pour  un  projectile  dont  la  vitesse  est  sensi- 
blement dirigée  suivant  l'axe  (ce  que  nous  supposons  toujours 
ici\  la  pression  sur  la  partie  arrière  du  projectile,  rapportée  à 
Tunité  de  surface,  est  indépendante  de  la  forme  antérieure  du 
projectile,  de  sorte  que  Texpression 

nq  i  itq 

devra,  pour  une  valeur  donnée  de  v,  avoir  toujours  sensiblement 
la  même  valeur,  quel  que  soit  le  projectile  que  Ton  considère. 

Mais  si  Ion  désigne  par  y  Tamplitude  de  Tare  générateur  de 
Togive,  nous  ferons  voir,  dans  la  seconde  partie  de  ce  mémoire, 
que  Ton  peut,  ainsi  que  cela  résulte  des  travaux  de  M.  le  capi- 
taine Vallier,  prendre  pour  pi,avec  une  approximation  suflisante, 

la  valeur 

3  —  2  ces  r  —  cos'r 

où 

P  =  0,066, 

de  sorte  qu'en  portant  celle  valeur  dep^  dans  l'expression  (1), 
où  nous  remplacerons  aussi  y(z)  par  sa  valeur,  nous  voyons  que 
la  quantité 


z  —  a  6 

R  4-  A  — 

XV. 


^  (3  —  2  cos  r  —  cos*r) 
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devra,  pour  une  valeur  donnée  de  z,  avoir  sensiblement  la 
même  valeur,  quel  que  soit  le  projectile  que  Ton  considère. 

Nous  supposerons  que  R,  A,  6,  a  et  y  désignent  les  valeurs 
des  cocflicients  pour  les  projectiles  ayant  servi  de  base  aux  calculs 
du  colonel  Hojel,  et  nous  désignerons  par  R|,  A,,  6,,  a^  et  y^  les 
valeurs  de  ces  mêmes  coefficients  pour  un  projectile  quel- 
conque. D'après  ce  qui  précède,  on  devra  avoir  sensiblement, 
pour  toute  valeur  de  z, 

1  TÔg 

(3  —  2  cos  y  —  cos*  y) 


R  -H  A  — 


[/{z  —  a)*  4-  b' 


r-  (•>  —  i 


(3  —  2  cosr  I  —  cos*  ri). 


Les  coefficients  R,  A,  a,  6  ont  les  valeurs  que  nous  avons 
obtenues  :  y  est  égal  à  41*,  y^  est  donné,  c'est  Tamplitude  de  Tare 
générateur  de  Togive  qui  définit  le  nouveau  projectile  que  nous 
considérons. 

Quant  aux  coefficients  R|,  A|,a|  et  6|,  il  s'agit  précisément 
de  les  calculer  de  façon  que  les  deux  membres  de  Téquation  (2) 
soient  sensiblement  égaux  pour  une  valeur  quelconque  donnée 
de  z. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  nous  écrirons  que  les  deux  membres 

de  réquation  (2)  sont  égaux  pour  quatre  valeurs  particulières 

de  z,  qui  sont 

—  00,  -t-  X ,     a     et    (i|. 

Nous  obtiendrons  ainsi  quatre  équations  qui  nous  permet- 
tront de  déterminer  R|,  A|,a|  et  6|.  Nous  avons  d'ailleurs  choisi 
les  valeurs  particulières  que  nous  attribuons  à  z,  de  façon  à 
simplifier  les  calculs  le  plus  possible  :  les  deux  premières  équa- 
tions ne  contiendront  en  particulier  ni  a^,  ni  6|  et  permettront, 
par  suite,  de  déterminer  de  suite  R>|  et  A|  ;  on  vérifierait  ensuite 
que  les  deux  membres  de  (2)  diffèrent  fort  peu  pour  toute  valeur 
de  z. 
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En  faisant  d*abord  r  =  —  ooeiz=-+-oo,  nous  aurons  les 
deux  équations 

-  -^(5— 2cosr — cQsV)= ^  (3— 2cosri  —  cosVi)  ♦ 


R-A       6   '  ^    '  '     R,~A,       6 

--~(3-2eGsy-cosVHr î^(3— Scosn— cosVi). 


H-f-A       6  '    R1-+-A1       6 

Posons,  pour  simplifier  les  caleulsy 

i  i  \  i 


=  y     =m      =  w. 


H, -h  A,  R|-~A,       "      H-4-A  H  — A 

Nos  deux  équations  pourront  s'écrire 

(3).     .    m  —  X  =  — ^  (cos  y,  —  cos  y)  (2  -*-  cos  r  -*-  cos  rO  > 

(4).     .    «  —  y  =  —  (cos  r,  —  cos  r)  (2  -h  cos  r  4-  cos  ri). 

Mais 

CYi  y\ 

cos* cos'  -  f 
2  2/ 

cos*—  -♦-  cos*-  1» 
2  2/ 

de  sorte  que  nos  équations  (3)  et  (4)  pourront  s*écrire 


2       /      ri  y\ 

m  —  X  =-  TTJÎjf  ^cos* -  —  cos*2  j» 

»  -  y  =  3  *-Pff  (cos*  ^*  —  cos*^j, 


d'où  Ton  déduit 


y 
cos*  -  j  » 

2 


(5)   .    ,     .     •    X  =s m  —  - x^g  (cos* -^  — 

(6)     .      .      .      .      y  =  ,i—  -TrPjf^COS*—  — COS*^j. 
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On  aura  ensuite 

R|  -H  A|  =  — »        R|  —  Af  es  —, 

X  y 

ou 

Il  reste  maintenant  à  calculer  a^^  et  6^.  Pour  cela,  nous  ferons 
successivement,  dans  Téquation  (2),  z  =  a  et  s  =  a,  (*).  Nous 
aurons  ainsi  les  deux  équations 

i       TT&q  I 
~  (3  —  2  ces  r  -  cosV)  = 


R         u  a,  —  a 

R.  -  A. 


7"  (3  —  '2  cos  n  —  cos*  ri) , 

7-  (3  —  2  cos  y  —  cos'  y) 


(I,  —  a  G 

R-^  A  

1/(0,  -  a;*  -H  h* 

1       TTÔa 

= -_  (3  -  2  cos  n  —  cos'  ri). 

iii        t> 

Mais  si  nous  posons 

6,  h  A  A, 

'g?»  = '     lg?== '     cosy=-,     cosv,  =-- 

a,  —  a  Ui  —  <i  R  R, 

ces  équations  peuvent  s'écrire 

(0  .    . = ^   cos*  -  -  cos*  -  . 

^  '         H,  I  —cos  y,  cos?,       R  3     \         2  2/ 

I  1  I       2ïrS(/ /     ,ri  .r\ 

(10)    . ==- ^  _!_£,. os* -  — cos*  -  j 

R  I  H-  cos  y  cos  f       R,  3     \         2  2/ 


(*}  On  pourrait  doiinoi'ù  :  deux  autres  valeurs  quelconques ;uoui>  avons  choisi  celies-v 
parce  que  ce  sout  celles  qui  donueut  les  calculs  les  plus  simples. 
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Ici  Rf  et  Af  et,  par  suite,  V|  sont  connus  au  moyen  des  équa 
lions  (5),  (6),  (7)  et  (8). 
Si  nous  posons  maintenant 

-—   cos* ces*  -    ==  -, 

R         3     \        !2  il       p 

---  H i—     COS*  —-  —  cos*—     =  - 

R,  3     \         2  2/       g 


9 


nos  équations  (9)  et  (10)  nous  donneront 


i  p  g  \ 

cos  fi  = ,   cos  f  = 


cos  vi        Ri  cos  vi         R  cos  y       cos  y 
ou 


(H) cosfi  = 


cos  vi    Al 


(12) C08  f  =-  — 


A   cos  V 

Ayant  obtenu  les  valeurs  de  (p^  et  de  9  au  moyen  des  équa- 
tions (11)  et  (12),  nous  aurons  ensuite 

(13) 6,  =  6  tg  fi  cot  f , 

(14) a,  =  a -♦- 6  cot  fi. 

Nous  ferons  remarquer,  en  passant,  que  dans  les  applications 
de  ces  formules  il  sera  très  avantageux  de  se  servir  des  loga- 
rithmes d'addition  et  de  soustraction  ou  logarithmes  de  Gauss, 
dont  M.  Hoûel  a  donné  une  table,  jointe  à  celle  des  logarithmes 
à  cinq  décimales,  qu'il  a  publiée  chez  Gauthier- Villars  en  1873. 

Appliquons  les  formules  précédentes  aux  cas  où  Ion  considère 
un  projectile  pour  lequel  Tangle  générateur  de  fogive  e^t  égal 
à  30%  ce  qui  est  à  peu  près  le  cas  pour  les  projectiles  français 
de  1877  (*).  Nous  aurons  alors,  dans  les  formules  précédentes, 

r  =  41%     R  =  1,31,     A  =  0,495,    a  =  9,5, 
6=l/2^=1,4832i,     r^  =  30^ 


(*)  Remarquons  d'ailleurs  que  l'angle  de  W»  peut  être  regardé  comme  étant  k  peu 
près  un  maximum,  et  l'angle  de  dû*  comme  un  minimum  pour  y. 
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Il  s'agît  de  calculer  d'abord  R|  et  A|  au  moyen  des  for- 
mules (6),  (7),  (8)  et  (9),  puis  a^  et  6|  au  moyen  des  formules 
01),(12),(13)et04). 

On  trouve  ainsi 

(W)    R,r=  1,65612,  A|  — 0,75910,  a,  =  9,62246,  6,  — i,482i0, 
soit,  en  se  bornant  à  deux  décimales, 

Ri  =  i,66,     A,  =  0,74,    0|-=9,62,    64  =  1,48. 

Il  faudrait  maintenant  prouver  que  les  deux  membres  de  (2) 
sont  sensiblement  égaux  pour  une  valeur  quelconque  de  z; 
mais  nous  ferons  cette  vérification  d'une  autre  manière,  en  opé- 
rant comme  il  suit; 

Nous  supposerons  que  Ton  ait  calculé  les  valeurs  de  R^  et  de  A^ 
comme  nous  Tavons  fait  plus  haut,  et  que,  par  suite,  on  prenne 
pour  ces  deux  quantités  les  valeurs  (13').  Cela  fait,  au  lieu  de 
donner  à  z  dans  Téquation  (2),  pour  déterminer  a^  et  6^,  les 
deux  valeurs  z  «=  a  et  z  =»  a^ ,  nous  lui  donnerons  deux  valeurs 
quelconques. 

Notre  équation  (2)  peut  s'écrire 

1  1 


R  -^  A  —      R, 


[/(z  —  a)'  f  6*  l/(z  -  a,)*  -h  6' 

2    ^    /     ,ri  ,y\. 

=  -.p3^cos*--cos*-J. 


mais  si  nous  posons 

A  A|  z  —  a  z  —  ai 

COS  y  =■  — »       COS  Vi  =  — -»  col  If  =   — ; »  COt  >f|  =  — r 

R  Ri  6  61 

2 


elle  devient 


3^P?(cos*y-cos*^j  =  K, 


'  '  -K. 


R  (1  -f-  cos  y  cos  jy)       R|  (1  +  cos  vi  cos  vi) 
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ou,  si  Ton  pose 


R  (1  -«-  cos  y  cos  y)  P 

p 
1  -♦-  cos  ri  cos  vi  =  — ; 

d^oùy  è  cause  de 

Ri  cos  Vf  =  A|y 

P  ^ 

(U') cosi,,«f- 


A|       cos  y  1 

'  Mais  maintenant,  au  lieu  de  donner  à  z  deux  valeurs  quel- 
conques, il  reviendra  au  même  de  donner  à  'i\  deux  valeurs 
quelconques  y\  et  >]';nous  en  déduirons  deux  valeurs  corres- 
pondantes T^f  et  Vi  de  T\^  par  la  formule  (14')  et  par  la  formule 


(15) co8if;«^  — 


A|      cos  Vf 

où 

1  1 


> 


—  K. 


p'         R  (1  -♦-  cos  V  cos  Jf') 

Ayant  obtenu  ces  deux  valeurs  y\^  et  r\[  de  r^Xf  "^^^  aurons 

s  =  a,  -v  6i  cot  jfi  =  o  -H  6  col  if , 
jz'  =  Cl,  -H  6|  cot  ifi  e=3  a  -»-  6  cot  ij', 


doù 


ou 


6|  (cot  vi  —  col  ifj)  s=3  6  (cot  if  —  cot  jf'), 

sin  (ïf,'  —  If,)         sin  (y'  —  jf) 

0|  — ; 1 — •  =  0  -: : y 

sin  ifi  sin  tfi         sin  if  sin  v' 

d'où 

sin  v,  sinif',  sin  (if' —  If) 

(16)  .     .     .     6,  =  6-:^ : — ,  ,    .  , -î 

sm  y  sin  y  sin  (ifi  —  y,) 

puis,  6|  étant  connu, 

(17) ai  =  a+6coty  —  6|C0tif,. 
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Nous  pourrons,  par  exemple,  choisir  de  la  manière  suivante 
les  deux  valeurs  à  donner  à  ti.  Lorsque  z  varie  de  —  oo  à  +  oo  , 
5^(z)  varie  de  R— A  =  0,815  ô  R  h-  A  =-  1,805. 

Par  suite  du  choix  fait  pour  R|  et  A|,  notre  équation  (2)  est 
vérifiée  pour  les  deux  valeurs-limites  de  x(0>  9"'  correspon- 
dent à  z=  —  00  et  z  =  -1-00  ou  à  7i  =  180°  et  à  Tr|c=0.  Nous 
choisirons  maintenant  les  deux  nouvelles  valeurs  de  ri  de  façon 
que  notre  équation  soit  encore  vérifiée  pour  les  valeurs  de  r\  qui 
font  prendre  à  ^(z)  les  deux  valeurs 

24  A 

R-A-^—  =  R ==  1,145, 

3  3 

4A  A 

R  —  A-*.  —  =  R-4--=  1,475. 
0  3 

Nous  aurons  donc,  pour  déterminer  ces  deux  valeurs  r,  et  >?' 
de  7),  les  deux  équations 

A 

R =  R  -^  A  cosw, 

5 

A 
R  -4 — =  R  -4-  A  cosif'; 
3 


d*où 


,      1  1 

COS  W   =  -  »        COS  II  ^^ 

O  3 


et 


,^  =  180*  —  70»  3!2'  ==  1 09»  28', 
If'  =  70«  32'  ; 

on  en  déduit,  par  les  formules  (14)  et  (15), 

,,,  =  180»  —  66»  8'  =  113*  52', 

v;  =  75«  2', 

puis 

.^'  -  >f  =  —  38»  56', 

>^i  —  If,  =  —  58**  50', 
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et  enfin 

(  6,  =  1 ,47728 
^*^^ I  a,  ==  9,62934, 

ou,  en  nous  bornant  comme  plus  haut  aux  deux  premières  déci- 
males 

6i  =  1,48, 

a,  ==  9,65. 

On  voit  que  ces  valeurs  coïncident  sensiblement  avec  celles 
données  plus  haut,  et  que  l*on  peut  par  suite  regarder  Téqua- 
tion  (2)  comme  étant  satisfaite  d'une  façon  suflisante  pour  toute 
valcurdez,  lorsque  Ton  admet  pour  Rf,  Ai,a^  et  6^  les  valeurs  (13) 
obtenues  plus  haut.  Il  est  évident  que  Ton  pourrait  substituer 
aux  valeurs  (13)  de  a^  et  6|  les  valeurs  (18),  qui  en  diffèrent  fort 
peu. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  supposons  un  projec- 
tile réunissant  toutes  les  conditions  de  celui  du  canon  italien  de 
100  tonnes,  mais  où  /  soit  égal  à  30^  au  lieu  de  H"*.  Nous  sup- 
poserons aussi  que  Tangle  de  tir  soit  de  1 5°,  comme  dans  Texemple 
que  nous  avons  traité  plus  haut,  et  nous  nous  proposerons  de 
trouver  la  portée  correspondante. 

Nous  prendrons 

A,  =  0,739,     n,  =  1,G56,    a,  =  9,626,     //,  =  1,480, 

en  prenant  pour  a^  et  6|  la  moyenne  des  valeurs  (13)  et  (18). 
Nous  déduirons  de  là,  par  les  formules 

cosy|=« — >      cot  A,  =  — , 
Ri  6i 

v,  =  6d»30',        a,  =  8*44'. 

Comme  d'ailleurs  nous  conservons  la  même  valeur  pour  le 
coefficient  -  qui    remplace  cos  9,  on  devra,  dans  les  formules 
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(15')y  (16)  et  (17)  du  premier  paragraphe^ 

•  =  C  — 26NRL, 
MR 

y=Hx  — 6MNR*(S-S,), 

garder  les  mêmes  valeurs  pour  M  et  N  et  remplacer  R,  A,  6,  a,  v 

et  X  par  R|,  A^ ,  6|,  a|,  vi  et  ^f,  ce  qui  donnera,  Zq  ne  changeant 

pas, 

»fo  =  i6i-38', 

C  =  — 0,12252. 

—-^=51598,6, 
loge 

6MNR'So  =  30615,3. 
On  aura  donc 

(19) t  =  — 0,12232  — 26NRL, 

MR 

(20) x  =  , Q  — 31598,6, 

loge 

(21) y=iHx  —  6MNR*S -4^  30615,3. 

D*ailleurs,  M  et  N  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  cas  du 
canon  italien,  on  a 

log  M  =  3,9971 9,        log  N  =  2,99904, 

et  Ton  en  déduit,  en  remplaçant  R,  A,  6,  a,  v  H  >  par  K^,  A|, 

bu  ^u  vi  et  >i , 

log  6MNR*  =  3,60461 , 

log  26NR  =  1,68939, 

log  cos  V  =  T,64958 , 

log  cos  V.  cos  A  c=a  1,64452, 

sin*  y  cot  A 

log— =  1,07899, 

loge 
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cos  y  sin  A       » 

log— =1,!93i7, 

loge 


log  sin' y  =  1,90358, 

log  H  =:  0,48555 , 

avec 

y=:63«30',        x  =  8«44', 

de  sorte  qu*il  sera  facile  de  calculer  les  valeurs 


cos  — -—  cos 

L  = 


sin  if 


Vj  jf  -4-  >. 

Q  =  log  Z  —  cos  V  log  Ig  -  -f-  cos  V  cos  A  |og  tg  — - —  ' 

sin'v  rot  >  cos  v  sih  i  if  -4-  i 

T  =  — ; log  z loglg  — sin*  y  col  ij, 

log  e  log  e  2 

S==T-t.4L, 

js  =  6  cot  )f  -f-  a  ; 

•     • 

ICI 

6  =  1,480,        a  =  9,626. 

Ceci  posé,  calculons  la  portée  comme  nous  Pavons  fait  pour 
le  canon  italien.  Nous  ne  1  évaluerons  d  abord  qu^approximati- 
vement,  en  supposant  que  les  coefficients  aient  les  valeurs 
données  dans  le  premier  paragraphe,  et  en  nous  servant  par 
suite  de  la  table  et  des  formules  (15'),  (16)  et  (17)  du  premier 
paragraphe.  C'est,  en  un  mot,  le  calcul  que  nous  avons  fait  pour 
le  canon  italien,  mais  où  Ton  devra  se  borner  à  calculer  t\ 
approximativement.  Nous  trouverons  pour  la  valeur  de  •t\  une 
valeur  un  peu  inférieure  à  50^  Ceci  fait,  calculons,  au  moyen 
des  formules  (20)  et  (21),  la  valeur  de  x  et  de  t/  correspondante 
à  7j  =3  50**  ;  nous  trouverons 

y  =  —  496,        x  =  9084. 

Pour  apprécier  la  variation  qu'il  y  a  à  faire  subir  à  u  pour 
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faire  croître  y  de  496",  nous  nous  servirons  de  la  formule  (2S) 
du  premier  paragraphe  : 

^y^['^ -^  -  6MNR'  —   Ali. 

\  loge  Au  Ati/ 

Comme  il  ne  s*agitque  d*une  approximation,  nous  donnerons  à 
^  et4^  les  valeurs  qu'ils  ont  dans  la  table  pour  la  valeur  cor- 
respondante  de  ti,  ccst-à-dire  que  nous  prendrons,  comme 
lorsque  nous  nous  sommes  servi  de  cette  formule  dans  le  premier 
paragraphe, 

AQ  AS 

-Jf  ==  -0,0035,     —  ==--0,H5. 

Au  A'^ 

Nous  aurons  alors 

496 

^^  =  — ^ Srïî =  «•«»*' 

6MNRM),1 15 0,0035 

loge 

6,  M,  i\,  B  et  H  ayant  bien  entendu  ici  les  valeurs  données  pour 
les  projectiles  que  nous  considérons. 

Mais,  d'après  la  table,  pour  au  variant  de  300  à  320,  r\  varie 
de  SS*"  environ;  nous  prendrons  par  suite  comme  deuxième 

valeur  de  r, 

8  7 

50^38  -!-=  66,55, 

î20 

oUy  en  nombre  rond, 

»f  =  66*. 

Nous  obtiendrons  alors  pour  les  valeurs  correspondantes  dcr 
et  de  y,  par  les  formules  (20)  cl  (21), 

x=  7960,5,        y  =—37,8. 

Nous  prendrons  alors  comme  troisième  valeur  de  t„  en  la 
calculant  par  parties  proporiionnelles, 

1 6»  960' 

66"  -^  -7T 1 — .  37,8  =^  66"  4 .  37,8  =  66»  -^  79,20, 

496  —  37,8        '  438,:?        ' 
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nous  prendrons  en  nombre  rond 

V  =  67«  20' 

et  nous  obtiendrons  par  les  formules  (20)  et  (21) 

x==  7884,1,        y  =  —  9,8. 

Nous  prendrons  enfin  comme  quatrième  valeur  de  tj 

80' 
67»  20'  -4-  9,8  —  =  67»  20'  -f-  28'  =  67»  48', 

28 

et  nous  trouverons  par  les  formules  (19),  (20)  et  (21),  pour  les 
valeurs  correspondantes  de  f,  x  et  y^ 

i  =  _  0,33996,        X  =  7858,7,        y  =  3,6 

Nous  aurons  alors  pour  la  valeur  correspondante  X  de  la 
portée, 

X  =  7858,7  ^  — .  =  7869,3. 

—  i 

On  a  d^ailleurs,  pour  la  valeur  correspondante  de  z, 

z=!0,23. 

On  en  déduit,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  au  et  ti, 

au  =  312,65,         u  =  308,94; 

de  la  valcuh  de  t,  on  déduit  d*ailleurs 

d=  — 18^47',        17  =326,32. 

Remarquons  de  plus  que,  par  suite  de  Temploi  que  nous 
avons  fait  des  tables  à  cinq  décimales,  la  portée  n*est  déterminée 
en  réalité  qu  a  environ  une  cinquantaine  de  mètres  près,  mais 
cette  approximation  doit  être  considérée  comme  largement  suffi- 
sante, vu  les  causes  d'erreur  qu  entraine  Thypothése  du  général 
Didion,  dont  nous  nous  sommes  servi. 
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Remarque.  —  Si  Ton  ne  voulait  calculer  que  la  portée,  on 
pourrait  y  arriver  d*une  façon  beaucoup  plus  rapide  et  pourtant 
suffisamment  exacte  de  la  manière  suivante  : 

Pour  "Ti  =  SO"*,  ce  qui  a  été  notre  première  approximation,  nous 
avons  trouvé 

x=9084,         y  =  —  496, 

et  nous  aurons  également 

/  =  —  0,46996,        z  =  10,868. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  parabole  dont  Taxe  est 
parallèle  à  Taxe  des  x,  qui  passe  par  le  point  que  nous  venons 
d'obtenir  et  qui  a,  en  ce  point,  même  cercle  osculateur  que  la 
trajectoire  y  Féquaiion  de  cette  parabole,  en  prenant  le  point 
considéré  pour  origine,  des  axes  parallèles  à  Ox  et  à  Oy  (mais 
le  sens  de  Taxe  des  x  étant  changé),  et  en  désignant  Tangle  dont 
la  tangente  est  — t  par  9,  sera 

gy* cot  ^f 


(22) X  — ycol  f 


±u\ 


en  désignant  par  ii|  la  vitesse  horizontale  au  point  que  nous 
considérons.  En  effet,  le  rayon  de  courbure  de  celte  parabole  à 
Porigine  est 


uî  r* 


g  vi)s^  (f       g  cou  f 

comme  pour  la  trajectoire  en  ce  point. 

Si,  dans  la  formule  (22),  nous  faisons  maintenant  7/ =3  496, 

nous  obtenons 

x  =  1185, 

et,  en  substituant  cette  parabole  à  la  trajectoire  entre  le  point  que 

nous  considérons  et  le  point  de  chute,  nous  aurons  pour  la 

portée  X 

X  =  9084  — 1185  =  7899. 

Nous  trouvons  donc  ainsi,  dés  la  première  approximation,  la 
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portée  avec  une  exactitude  suffisante,  car  il  n*y  a  pas  lieu,  ainsi 
que  nous  Pavons  déjà  dit,  de  chercher  à  calculer  cette  portée 
à  plus  d*une  cinquantaine  de  mètres  près.  Si  Ion  voulait  ensuite 
tenir  compte  de  la  variation  de  la  densité  de  Tair,  on  le  ferait 
en  opérant  comme  nous  lavons  indiqué  dans  le  premier  para- 
graphe. Remarquons  que  dans  le  vide,  pour  une  vitesse  initiale 
de  450  mètres  et  un  angle  de  tir  de  15*,  la  portée  aurait  été  de 
10.325. 

Nous  ferons  remarquer  enfin  en  terminant  que  Ion  ne  doit 
suivre  la  méthode  indiquée  pour  déterminer  les  coefficients  R,  A, 
a  et  6  dans  le  second  paragraphe  qu'à  défaut  d'expériences  per- 
mettant de  les  déterminer  directement,  comme  nous  Tavons  fait 
dans  (e  premier  paragraphe. 
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SECONDE  PARTIE 


Mouvement  du  prcjectile  autour  de  son  centre  de  gravité, 

dérivation,  durée  du  trajet. 


INTRODUCTION 

Je  me  suis  proposé,  dons  le  présent  mémoire,  d*étudier,  pour 
le  cas  du  lir  tendu,  le  mouvomont  du  projectile  autour  de  son 
centre  de  gravité,  et  ensuite  les  conséquoniîcs  que  ce  mouvement 
entraine  pour  le  déplacement  du  centre  de  gravité  lui-même, 
conséquences  dont  la  plus  considérable* est  la  dérivation. 

Pour  cela  j'ai  dû  d*abord,dans  le  paragraphe  I,  étudier  Faction 
de  Tair  sur  un  élément  de  paroi  du  projectile  ;  j'ai  à  cet  effet 
pris  pour  point  de  départ  les  formules  relatives  à  Técoulement 
des  fluides,  comme  Ta  fait  M.  le  capitaine  Vallier  dans  un  mémoire 
publié  dans  le  Journal  de  Liouville  (3"*  série,  tome  IX)  et 
auquel  je  renvoie  le  lecteur,  pour  plus  de  détails  sur  ce  point. 

Dans  le  paragraphe  II,  j'étudie  Taction  de  l'air  sur  un  projec- 
tile de  forme  ogivale,  en  partant  des  formules  admises  dans  le 
paragraphe  I. 

Dans  le  paragraphe  III,  j'établis  les  formules  relatives  au  mou- 
vement du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité.  Ces  for- 
mules conduiraient  à  l'emploi  des  fonctions  elliptiques.  On  peut 
toutefois  en  éviter  l'emploi  en  remplaçant  la  loi  exacte  par  celle 
où  Ton  suppose  la  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse. 

C'est  ce  que  je  fais  dans  le  paragraphe  IV;  toutefois,  afin  de 
pouvoir  se  rendre  compte  du  degré  d'approximation  sur  lequel 
on  peut  compter  lorsqu'on  substitue,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans  le 
paragraphe  IV,  la  loi  de  résistance  proportionnelle  à  la  qua- 
trième puissance  de  la  vitesse  à  la  loi  exacte,  je  calcule  dans  le 


paragraphe  V,  par  les  fonctions  elliptiques,  la  valeur  exacte  de 
rintégrale,  dont  j*ai  obtenu  une  valeur  approchée  dans  le  para- 
graphe précédent.  La  comparaison  des  valeurs  exactes  et  appro- 
chées pour  un  cas  particulier  établit  la  légitimité  de  la  substitution 
faite  (♦). 

Le  paragraphe  VI  a  pour  but  le  calcul  de  la  dérivaiion,  en 
admettant  la  loi  de  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance,  loi  qui  donne  une  approximation  suffisante,  vu,  d*un)e 
part,  la  petitesse  du  résultat  à  obtenir,  et,  d*autre  part,  Tétude 
faite  au  paragraphe  V. 

Le  paragraphe  VII  a  pour  but  d*étudier  l'influence  du  mouve- 
ment du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité  sur  la  portée. 
Je  fais  voir  par  un  exemple  que  cette  influence  est  complètement 
négligeable  et  que  Ton  peut,  par  suite,  calculer  le  mouvement  de 
la  projection  du  mobile  sur  le  plan  de  tir  comme  si  la  résistance 
était  toujours  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse,  ainsi  que 
nous  Tavons  fait  dans  la  première  partie  du  mémoire. 

Les  paragraphes  VIII  et  IX  ont  pour  but  le  calcul  de  la  durée 
du  trajet;  le  premier  traite  la  question  en  partant  de  la  formule 
exacte  de  la  résistance,  ce  qui  conduit  à  l'emploi  des  fonctions 
elliptiques,  et  le  second  en  partant  de  la  loi  de  la  résistance  pro- 
portionnelle à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse.  La  comparai- 
son, faite  sur  un  exemple  particulier,  des  résultats  obtenus  par 
ces  deux  méthodes,  fait  voir  que  Ton  peut,  sans  grand  inconvé- 
nient, substituer  la  méthode  du  paragraphe  IX  à  celle  du  para- 
graphe VIII  (**),ce  qui  dispense  de  Pemploi  des  fonctions  ellip- 
tiques pour  cette  question. 

Remarquons  en  terminant  que  les  coefficients  de  la  formule 
exacte  de  la  résistance  de  Pair,  que  j*ai  adoptée,  pourraient  avoir 
besoin  d*étre  modiGés  par  suite  d*expériences  plus  complètes  que 


(*}  Le  lecteur  qui  ne  serait  pas  familiarisé  avec  les  fonctions  elliptiques  pourrait  laisser 
complètement  de  côté  le  paragraphe  V,  en  admettant  la  légitimité  de  la  substitution  que 
ce  paragraphe  a  pour  but  d'établir. 

(**)  Le  paragraphe  VHI  pourrait,  comme  le  paragraphe  V,  être  laissé  de  côté  par  le  lec- 
teur qui  ne  serait  pas  au  courant  de  l'emploi  des  fonctions  elliptique^. 

XV.  8 


• 
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celles  qui  m'ont  servi  de  point  de  départ,  mais  que  la  forme  elle- 
même  de  Texpression  semble  devoir  être  toujours  satisfaisante, 
puisque  toutes  les  expériences  récentes  donnent  la  résistance 
sensiblement  proportionnelleau carré  de  la  vitesse  pour  les  petites 
et  pour  les  très  grandes  vitesses,  et  que  Ton  peut  disposer  en  plus 
d*une  façon  arbitraire  de  la  position  du  point  d'inflexion  de  la 
courbe  qu'elle  représente,  ainsi  que  de  Finelinaison  de  la  tangente 
en  ce  point. 


ITDDE  DO  H0DVE1URT  DO  PROJECTILE  ADTOtlR  DE  SON  CEilTRE 
DE  GRIVITB. 


I 

Preuion  de  l'air  sxtr  un  élément  de  paroi. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  l'axe  du  projectile 

Tait  toujours  un  angle  assez  faible  avec  la  langenre  à  la  irajec- 

loire,  ce  qui  a  lieu  tant  que  la  vitesse  du  projectile  n'est  pas  trop 

faible. 

Considérons  maintenant  un  élément  de  paroi  AB  animé  d'une 

vitesse  V,  qui  fait  un  angle  0  avec 

la  paroi.  En  partant  de  la  tbéorie 

du  choc  des  corps.  Newton  avait 

éié  conduit  à  regarder  la  pression 

supportée    par   cet  élémenl,   en 

plue  de  la  preuion  ilatique,  par 

suite    du    mouvement ,    comme 

Fi|.  ».  égale  à 


3  désignant  le  poids  spécifique  de  l'air  et  «  la  surface  de 
l'élément. 

Mais  si  l'on  applique  cette  formule  au  mouvement  des  projec- 
tiles sphérîques,  dans  le  cas  où  la  vitesse  est  assex  faible  pour  que 
la  pression  d'arrière  puisse  être  regardée  comme  sensiblement 
égale  k  la  pression  statique,  on  reconnaît  que  la  résistance  donnée 
par  cette  formule  est  beaucoup  trop  forte. 

M.  le  capitaine  Vallier,  reprenant  celte  question  en  partant  des 
formules  relatives  i  l'écoulement  des  gai  ('),  est  arrivé  Ji  des 

(')  Journal  dt  Llovvttli,  iroititme  («rie,  L  IX  (tSKl),  pp.  141  el  luinnlcs. 
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résultats  beaucoup  plus  conformes  à  ceux  que  Ton  déduit  de 
Texpérience.  Il  a  adopté  pour  la  pression  p^  rapportée  à  Tunité 
de  surface  sur  Télément  AB,  la  valeur 

(1) p^p^^'^'^^^ûFo. 

Cette  formule  suppose  toutefois  que  Ton  admet  que  Técoule- 
ment  de  Tair,  le  long  de  la  paroi,  se  fait  à  température  constante 
(suivant  la  loi  isotherme).  Cette  hypothèse  exige,  comme  on  sait, 
que  Ton  ait  soustrait  de  la  chaleur  au  gaz  pendant  Técoulement. 

Si  Ton  admettait  que  I  écoulement  se  fait,  le  long  des  parois 
du  projectile,  suivant  la  loi  adiabatique,  on  aurait  d'une  façon 
semblable,  pour  la  pression  sur  Télément  AB, 

(^2).     .     .     .     p  =  pA\^  vUinU-.^ !>-*, 

L  ^9Por  J 

où  7  est  le  rapport  des  deux  chaleurs   spécifiques  de  lair,  de 

sorte  que 

r  —  I 
y  =  l,il,     1 =  0,29. 

r 

Si  enfin  on  admettaitque  Pécoulementaiteulieu  à  densité  con- 
stante, on  aurait  pour  la  pression  supportée  par  lëlément  AB(*) 

(3) n  =  Wq  ^-  —  V*  sin*  0 

^9 

Cette  dernière  hypothèse  exigerait  que  Ton  ail  fourni  de  la 
chaleur  au  gaz  pendant  son  écoulement  le  long  des  parois  du 
projectile,  condition  qui  ne  se  réalise  évidemment  pas  dans  la 
pratique. 

Mais  si  Ton  développe  la  formule  (1)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  v^,  on  aura 

';  r       <»  ^  1 

pz=  pf^  -i V*  sin*  ^    I  H V*  sin*  0  h r*  sin*  ô  -+-••.   • 


(*)  Voir  Court  de  machines  de  M.  Haton  de  la  Coupilière,  t  I,  chap.  XIII,  XIV, 
et  XV,  pp.  384  et  suivantes 
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De  même,  en  partant  de  la  formule  (2),  on  aura 

»?  r       1      (T  2-r  o'  1 

nspoH — v*sin*d   i-f- v*sin'ô^ -— ---v*sin*OH —    • 

^  2j  L       r  49Po  24r*  ffVÎ  J 

De  sorte  que  si  Ton  se  borne  aux  deux  premiers  termes  des 
développements,  on  arrivera,  dans  les  deux  eas,  pour  la  pression 
rapportée  à  Tunité  de  surface  sur  l'élément  AB,  à  l'expression 

« 

P-=Po-*- —  v'sm'e, 

c'est-à-dire  à  la  formule  (S). 

On  pourra  dans  la  pratique  adopter  cette  expression,  à  condi- 
tion de  prendre  pour  le  coefficient 


^9 

une  valeur  un  peu  plus  forte  que  celle  que  Ton  déduirait  des 
circonstances  ordinaires,  puisque  les  termes  que  Ton  néglige  sont 
positifs. 

On  aura  en  général  une  valeur  assez  satisfaisante  pour  ce 
coefficient  en  prenant 

--  =  0,066, 
^9 


mm 


qui  correspond  à  la  valeur  de  ^  à  0^  et  sous  la  pression  de  760 
et  à  celle  de  gr  à  45**  au  niveau  (\e  la  mer. 

On  peut  d'ailleurs  se  rendre  compte  que  les  termes  négligés 
en  adoptant  cette  formule  sont  effectivement,  en  moyenne, 
négligeables. 

En  effet,  pour  les  projectiles  à  tète  ogivale  que  l'on  emploie, 
9,  qui  esta  très  peu  prés  l'angle  du  rayon  de  l'ogive  avec  la  base, 
variera  de  40**  environ  à  0°;  il  pourra  donc  être  regardé  comme 
étaQt  en  moyenne  à  peu  près  égal  à  20**. 

Quant  à  la  vitesse  v,  elle  sera  le  plus  souvent  inférieure  comme 
valeur  moyenne  à  400  mètres. 
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Si  Ton  suppose  maintenant  le  baromètre  à  7fiO'^'^,pQ^=»lO^'5ZZt 
et  si  Ton  prend  comme  plus  haut 

^-0,066, 

et  de  plus  B  =»  20%  vq»»  400  mètres,  on  aura 

- — v'sin'fl«0,06, 

quantité  que  Ton  pourra  négliger  devant  Funité. 

Nous  nous  rendrons  d^ailleurs  encore  mieux  compte  du  degré 
d'approximation  ainsi  obtenu  en  comparant,  pour  une  ogive 
donnée,  les  résultats  déduits  de  cette  formule  à  ceux  donnés  par 
M.  le  capitaine  Vallier  et  calculés  dans  Thypothèse  d*une  détente 
isotherme. 

Il 

Pression  de  l'air  sur  un  projectile  ogival. 

Nous  allons  maintenant  chercher,  en  admettant,  ainsi  que  nous 
Pavons  dit,  la  formule  (3),  les  composantes  de  la  pression  totale 
exercée  par  Pair  sur  la  partie  antérieure  du  projectile.  Nous 
supposerons  que  cette  partie  antérieure  est  ogivale. 

OX  étant  Taxe  du  projectile,  nous  supposerons  qu'on  ait  pris 
pour  plan  des  xy  celui  qui  contient  la  direction  de  la  vitesse  V 
et  Taxe  du  projectile. 

Soit  d  Tangle  que  fait  la  direction  Y  de  la  vitesse  avec  Taxe  OX 
du  projectile  (Pangle  d  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
situé  dans  le  plan  de  XY). 

Soient,  de  plus,  AGP  =  /  Fangle  générateur  de  Togive  et 
AG  «=»  CP  >=>  R  le  rayon  de  Tare  générateur. 

Prenons  un  point  m  quelconque  de  Togive  ;  AmM  sera  Tare 
de  méridien  passant  par  m.  La  normale  mD  à  Togive  en  m  ren- 
contre le  rayon  correspondant  OM  de  la  base  de  Togive  en  un 
point  G',  et  Ton  a 

AC  »  mC  «  MC  —  R      et      ACM  >-  y. 
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Posons  de  plus 

mC'H=-''    el     rOM  — L; 

0  varie  AeO  ky  lorsque  le  point  tn  se  déplace  sur  l'arc  MA 
de  M  en  A. 


Si  l'on  considère  rélémrnl  mm'n'n  de  la  surfoce  de  l'o^K 
correspondant  d  des  accroissemenls  M  de  6  ei  dL  de  L,  cet  élé* 
meni  aura  pour  surface 

R  (ces  >  —  cas  r)  RdtdL, 

ctir  le  côté  mm'  est 

\M9, 
et  le  côté  fltn, 

R  (co8  •  —  C08  y]  dL, 

puisque  le  rayon  du  parallèle  passant  par  m  est 

R  (cas  )  —  cot  ?-). 
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Mais  si  nous  désignons  par  e  langle  que  fait  la  normale  niD 
à  réiément  considéré  avec  la  direction  de  la  vitesse,  la  pression  p 
rapportée  à  Tunité  de  surface  sur  cet  élément  sera,  diaprés  ce  que 
nous  avons  dit^ 


où  Ton  a  posé 


â 


6  =  --  =  0,066. 
2S 


Cette  pression  pourra  être  considérée  comme  étant  la  résul- 
tante de  deux  pressions  toutes  deux  anormales  à  Pélément  : 

1"  La  pression  Pq^  qui  est  la  pression  statique  ; 

2**  La  pression  6t;^cos^e,  résultant  du  mouvement  du  pro- 
jectile. 

Toutes  les  pressions  statiques  ont,  comme  on  sait,  une 
résultante  unique  dirigée  suivant  Taxe  du  projectile  et  égale 
àpoS,  S  désignant  la  section  droite  du  projectile. 

Nous  laisserons  donc  de  côté,  pour  Tinstant,  la  pression  sta- 
(ique,  et  nous  nous  occuperons  de  trouver  les  composantes  de  ta 
pression  dynamique  et  son  couple  résultant  par  rapport  aux 
axes  OX,  OY,  OZ. 

La  pression  dynamique,  sur  l'élément  mni'n'n,  est,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit, 

dp  =  ôv'cos'f .  R'  (cos  0  —  COS  y)  dLdO. 

Cette  expression  aura  pour  composantes,  suivant  XO,  YO 

et  ZO, 

dp',  ==  dp  sin  e , 

dp'^  e=:  dp  cos  6  cos  L . 
(/p^  =  (/pcos  Osin  L. 

Mais  si  Ton  compose  ensemble  les  pressions  correspondant 
aux  deux  éléments  symétriques  par  rapport  au  plan  des  XY(qui 
correspondent  à  des  valeurs  de  sinL  égales  et  de  signes  con- 
traires), les  composantes  relatives  à  OX  et  OY,  égales  et  de 
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mêmes  signes,  8*ajouteront  ;  celles  relaiives  à  OZ,  égales  et  de 
signes  contraires,  se  détruiront. On  aura  par  suite,  pour  la  résul- 
tante des  pressions  sur  Télément  mm'n'n  '^t  sur  son  symétrique 
par  rapport  au  plan  des  XY, 

dp,  es  Up  sin  é , 
dp^  tss  2dp  cos  d  cos  L , 
rfp,«0. 

Ces  deux  composantes,  dp,  et  dp,,  étant  situées  dans  le  plan 
desxj/,  et  leur  point  d*applicatioii  ayant  pour  coordonnées 

X  sa  R  sin  6, 

y  =3  R  (cos6  —  cosr)  cosL, 

elles  donneront  naissance  à  un  couple  dK  dont  Taxe  e>t  dirigé 
suivant  OZ.  En  tenant  compte  du  sens  des  pressions  et  considé- 
rant ce  couple  comme  positif  lorsqu*il  tend  à  faire  tourner  de 
gauche  à  droite  par  rapport  à  OZ,  ce  couple  sera  égal  à 

R  (cos  é  —  cos  y)  cos  Ldp,  —  R  sin  odp^ . 

En  remplaçant  dp,  et  dp^  par  leurs  valeurs,  on  aura  par 

suite 

dK  =  —  2Rdp  cosr  cos  L  sin« . 

Nous  avons  donc,  en  résume, 

dp,  =  26r'R'  cos  *f  (cos  e  —  cos  ?  )  sin  BdLtfê, 

dp^  t=  26r'R'cos'€(cos  6  — cos  y)  cos  9  cos  LdLdtf, 

rfK  =  —  ifcv'R'  cos*  f  cos  y  (cos  e  —  cos  y)  sin  9  cos  Ldl^do. 

Mais  dans  le  trièdre  titDt'A,  la  face  ADV'  =  d,  la  face 


A  Dm  ==: e 

et  l'angle  dièdre 

v'DAm  «=s  L, 
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puisque  Dv\  parallèle  à  Ov,  est,  par  hypothèse,  dads  te  plÉii 
des  xy  et  Tait  un  angle  d  avec  OX,  et  que  0  est  Tangle  de  niD  avec 
le  plan  des  yz. 
On  a  donc 

C08  e  SB  cos  (^  siu  e  H-  sin  ^  cos  6  cos  L , 
cos'  £  =  cos'  â  sin'  e  -«-  â  cos  (f  sin  J  cos  e  sin  9  cos  L  -4-  sinV cos*  9  cos'  L. 

Si  nous  posons  maintenant 

p.  =3  âôij'R'X .        p,  =  %bv'K*\ ,        K  =  —  26«'R'Q  cos  r . 

nous  aurons 

^  =  /     sin  ^  (cos  0  —  cos  v)  de  f    cos'  tf/L , 

'o  *o 

cos  h  (cos  9  —  cos  y)  (lé  f    cos*  f  cos  I^L , 

«  0 

Q  ==f    sin  d  (cos  6  —  cos  y)d9  /    cos*  t  cos  Lf/L, 

«  b 

Tangle  cp  étant   la  valeur  de   L  qui  rend  cos  e  «s  0,  puisque 

rintégrale  ne  doit  être  étendue  qu*à  la  partie  antérieure  du  pro- 

jectile. 

On  a  donc,  pour  déterminer  cette  valeur  cp  de  L  qui  annule 

cose, 

cos  Jsin  e  ■+■  sin  Jcos  d  cos  f  =  0, 

d'où 

^  ^^ 

cos  -^  » -• 

tg<r 

Mais  si,  comme  nous  le  supposons,  d  est  toujours  assez  petit, 
on  pourra  intégrer  par  rapport  à  L  de  0  è  r  ;  cela  revient,  en 
effet,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir,  à  négliger  des  termes 
en  3^  dans  X  et  Q,  et  en  d^  dans  Y. 

Nous  voyons  d*^bord  que  si 

on  a 
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Les  intégrales  X,  Y  et  Q  pourront  donc  s'écrire  : 

sin  •  (cos  *  —  €08  r)  ^^J    cos'fdL 

0  0 

-♦-/"'  sin  «  (cos  ^  — «cos  r)  rf* y   cos'fdL , 


^  =J    cos  6  (cos  e  —  cosy)d9J     cos'f  cos  l^ffL 


T 
0 


/***  COS  e  (cos  «  —  cosr)d9  f  cos'«  cos  LdL, 


» 


sin  e  fcos  B  —  cos  r)dB  /'  cos'f  cos  LdL 

0  0 

-^  f    sin  0  (cos  5  —  cos  y)  d9f^  cos'f  cos  LdL , 

0  0 

de  sorte  qu*en  intégrant,  par  rapport  à  L,  de  0  à  n,  quel  que  soit  9, 
on  ajoute  à  X  Tintégrale  suivante  : 


1,  =  /'  sine  (cos  9  —  cosr)dB  f   cos'fdL, 

0  f 

et  Ton  retranche  de  Y,  au  lieu  de  cela,  Tintégrale 

I,  =  —  f   cosB  (cx)s  0  -  COS  r  )  d^f    cos'  e  cos  LdL 

*o  f 

et  de  Q  Tintégrale 


è 


ÏQ  =  --y  sin  «(cosfl  — cosrjrf^y^cos'f  cos  LrfL, 

0  ^ 

1„  ly  et  Iq  étant  positifs,  puisque  pour 

?<L<T. 

on  a 

cosL  <  0. 

Mais,  dans  ces  trois  intégrales,  les  éléments  qui  composent  les 
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intégrales  prises  par  rapport  à  L  étant  tous  de  même  signe  et  9 
étant  plus  grand  que  ^  (son  cosinus  estnégatif),  on  augmente  ces 
intégrales,  en  valeur  absolue,  en  intégrant  par  rapport  à  L  de  | 
à  n,  et  Ion  a  par  suite,  puisque  ces  intégrales  sont  toutes  trois 
positives, 

I,  < y  sinf  (cos  e  —  cos  r)  d^f    cos^edL, 


X 

s 


ly  <— /*   cos  0  (cos  ^  —  cos  r)  <^® /*    cos'tcosLdL, 


t 


Ig  < — J  ^  sin  «  (cos  0  —  cos  r)  di^f    cos't  cos  LrfL . 

0  r 

s 

Comme  d*ail  leurs 
cos'  <  =  cos*  è sin'  e-i-â  sio  ^ cos  <J  sin  0  cos  6  cos  L  -»-  sin'^cos'e cos'  L, 

on  aura,  d*une  façon  générale, 

fcos^edL  =*  cos'^  sin'  0 .  L  ■+-  2  sin  (î  cos  <î  sin  0  cos  tf  sin  L 

L  -«-  sin  L  cos  L 

-I-  sin'  Jcos' 0 ~ » 

S 

/"cos*  e  cos  LdL  =»  cos'  ^  sin'  e  sin  L 

,    sin  L  (2 -♦- cos' L) . 
*  8in*co8^sindco8tf(L-+-8inLco8L)-»-8in'^cos'tf 

On  aura  donc,  en  posant  pour  un  instant 

A  es  cos  6  —  cos  r» 

|,<  r  ksiné    -  cos' ^ sin' 6  — 2  sin  (T cos  J  sin  ecose  4-^  sin'rjcos'e  1  rf«, 

'»<  /*  Jfccosolcos'Jsin'tf  — -sin  ^cos  Jsin  «cos  e  -+- -  sin' ^ cos' e    dtf, 

0 

^  r  ^  H 

K<  f   *  «"  ^    cos'  iJ  sîn'  d  —  -  sin  (?cos  ^"sin  0  cos  e  -+-  -  sin'  (îcos'  9    de. 
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D'ailleurs,  les  formules 

/•   ,           .       8in*e 
sin'Ocosede  = » 

6  —  sÎQ  0  C08  0  (cos*  é  —  sin'  •) 


/sin'ficos'erfdsa 
/  sin  B  cos'  éd9  »=  — 

/sin'  drfo  =  — 

/sin« 


8 
cos*o 


e  cos  Bdé  = 


4 

cos  4  (2  -«-  sin*  c) 
3 

sin'e 


/  cos*  é  sin  df/ô  =  — 
/  cos*  e(/e  = 


3 
cos'o 


cos^  6  sin  é         6  4-  sin  5  cos  6 

-4-  3  — 


-  f 


4  8 

sin  d(2  -I-  cos*  6) 


y"cos"0do  = 
donneront 

« 

TT      ,  ^  fsin*  (?      cos  r ,  ^        .  .    vl 

I.  <-cos*(î _1(2  — cos^(2-»-  sin*^)) 

[rj  —  sin  ^  cos  â  (cos*  (J  —  sin*  â)  sin*  (î1 

—  2  sin  J  cos  6 cos  r 

L  «  3    J 

it      ^    ri  -  cos*<?                 i  —  cos*  J") 
-H  -  sin*  ^ cos  r » 

4  L        4  3        J 

.    [o  —  sin  ^  cos  S  (cos*  ê  —  sin*  â)  sin*  <y  j 

î,<cos*(r| ^ _i_cosr-^J 

T  ri— C08*J  1— COS'JI 

—  -  sin  ^  COS  ^ COS  y 

2  L       4  3        J 

2  .  .    fcos*  (J  sin  J        J  -♦-  sin  J  cos  ^             sin  J(2  •*-  cos'iJl 
-^  -sin'^ h  3 cosy ^ 

3  L        *  ^  3  J 
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lQ<co8«(y    — ^  (2  —  C08  ^y  (2 -♦-  sin* -î)) 

T  .  [^  —  sin  (^  cos  ^  (cos*  o  —  sin*  (?)  sin"  o  1 

sin  J  C08  -^    ^ cos  r | 

2  L  ^  5    J 

2    .    ,      ri— cos* -^  \  —  C08'<îl 

-•-  -8ID' J C08  r  ■ 

Comme  d  ailleurs 

/      ')*    <r*     \  /  (^\     3<î* 

2_co8^(2^sin'^)-2-(i --.--)  (-2 H-^--)=-. 

et  que 

^  —  sin  (J  cos  ♦?  (cos*  ^  —  sin*  J) 

contient  évidemment  d^  en  facteur,  on  voit  que  I.  et  Ig  contien- 
nent i^  et  I^,  o'*  en  facteur. 

Par  suite,  si  nous  négligeons  les  termes  en  i*  dans  le  calcul 
de  X  vi  de  Q  et  ceux  en  8^  dans  celui  de  Y»  nous  pourrons  dans 
ces  calculs  intégrer  par  rapport  à  L  de  0  à  tt,  quel  que  soit  9»  et 
prendre 

X  =  /    siii  9  cos  6  —  cos  y)  dô  f    cos'  frfL, 

\  wsa  f  cos  0  (cos  4  —  COS  y)  dB  f    cos'  c  cos  LdL , 

Q  =-  /   sin  e  (cos  0  —  co%y)dB  /     c^s'  f  cos  Li/L. 

iMaiSy  d*après  ce  que  nous  avons  vu,  on  aura 

r    cos'  fdL  «=  T  cos'  «J  sin'  0  -v-  -  sin*  0  cos*  6 , 

cos'  e  cos  LdL  r=  tt  siii  ^  cos  <?  sin  0  cos  6 , 

» 

de  sorte  qu'il  viendra 

X  =  ifj^^  sin  0  (cos  0  —  cos  r)    cos^  ^  sin'  0  -h  -  sin'  J  cos'  0    rffi, 

Y  «  T  sin  (f  cos  jy*^  (cos  0  —  cos  r)  cos'  0  sin  6//0, 
Q  aa  r  sin  J  cos  $r  (cos  0  —  cos  y)  sin'  0  cos  0rf0. 
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Mais  en  tenant  compte  des  formules  données  plus  haut^  ces 
expressions  deviendront  : 

tcos*  J  «in*  Y      C08  r  ces*  9 .  .        » 
^ (2  —  008  r  (2  -♦-  sin»  y)) 

sinV                         cosrwn'J  ] 

H-  -^0  — cosV) ^ (i— cosV) 

ou 


ïr(1— cosy) 


12 
puis 


-1  3— 2co8r— cos'r — 8in'<J(i  — âcosr— cosV)  L 


ou 


ri  —  ces*  r  i  —  cos*  y"! 

Y  =  7r  sm  (^  cos  (^ cos  r 

L        4  3        J 


^^  3  -♦-  2  008  r  -»-  C08*  y 
Y  es  ir  sm  (^ 008  J  (I  —  oos  ry 


et  enfin 


^  .    ^        ^fy — sînycosy  (oos'y— sinV)  sin^y"! 

Q  =  ir  Sin  (fOOSO 008  y » 

L  »  3    J 

ou 

Q.    ^        .  fy  —  sîn  y  008  y       cos  y  sin'  yl 
=  r  sm  ^co8  ^ • 

L  «  «       J 

Mais  si  nous  désignons  par  S  la  section  droite  du  projectile, 
nous  aurons 

S==rrR*(1  —008  y)*. 

On  déduira  par  suite  des  formules  que  nous  vouons  d*élablir 
et  des  valeurs  données  plus  haut  de  p,,  p,  et  K, 

rs  —  2  008  y  —  cos'  y        ,  ^    i  —  2  oos  y  —  cos'  yl 
p^  _  SOI,'  Y ^ 8.n'  <? ^ J  . 

OA.1  •     .        ^3-*-2  0O8y-f.co8'y 
p^  =■  Sdv'  sm  d  008  ^ » 

1/  en  î   •     •        ^3(y  —  siny  oosy)— 2c08y8in*y  „ 

K  =  —  S6v'  sin  ^008  J— ^^ r R  oos  y. 

12(1— 008  y)' 


Dans  ce  i|ui  vi  suivre,  nous  supposons  l'angle  i  t 
pour  que  l'on  puisse  négliger  les  termes  en  i*. 
Nous  aurons  alors 


p,e=iS6tl' 


S  —  î  COB  y  —  coi*  y 


/),  =  S6i)V  - 


siurcoBr(3-v2«iaV) 
1S(I  —  cosy)' 


Il  resie  à  considérer  la  pression  «ur  la  partie  cylindrique  du 
projenile. 


H 


Il  est  d'abord  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  celle  pres- 
sion aura  une  résultante  unique,  passant  par  le  centre  de  la 
partie  cylindrique  du  projectile  et  parallèle  à  OY. 

Nous  allons  voir,  de  plus,  que  cette  résultante  conlieni  ^  en 
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facteur,  et  que,  par  suite,  il  n*y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte,  si 
Ton  suppose,  ainsi  que  nous  le  faisons,  S  assez  petit  pour  que 
Ton  puisse  négliger  les  termes  en  ^. 

Soit  r  le  rayon  de  la  partie  cylindrique  du  projectile,  /  sa  lon- 
gueur. 

L*élément  abcd  aura  uhe  surface  égale  à  IrdL,  en  désignant 
par  L  Tangle  du  rayon  06  avec  le  plan  des  yx  qui  contient  Taxe 
du  projectile  et  la  direction  de  la  vitesse. 

En  désignant  par  e  Fangle  de  la  vitesse  avec  le  rayon  06,  la 
pression  dynamique  sur  Télément  abcd  sera  égale  i 

/r6t)'cos'ffrfL. 

Elle  est  de  plus  dirigée  parallèlement  à  06  et  passe  par  le 
centre  de  la  partie  cylindrique. 

En  composant  celte  pression  avec  celle  sur  Télément  symé- 
trique par  rapport  à  XOY,  on  aura  une  résultante  passant  tou- 
jours par  le  centre  de  la  partie  cylindrique,  parallèle  à  YO  et 

égale  à 

^bvHrdL  cos'  f  cos  L . 
Mais  ici 

cos  f  =  sin  (fcosL, 

de  sorte  que  la  résultante  totale  des  pressions  sur  la  partie 
cylindrique  du  projectile  passera  par  le  centre  de  cette  partie 
cylindrique,  sera  parallèle  à  YO  et  égale  è 

2/r6t>'  sin»  ^  C^  cos»  LdL  =  -  r/6i>«  sin»  ^ . 

Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  tenir  compte  de  cette  pression  tant 
que  d  est,  ainsi  que  nous  le  supposons,  assez  petit  pour  que  Ton 
puisse  négliger  les  termes  en  d'. 

On  peut  aussi  admettre,  tant  que  S  est  très  petit,  que  la  pres- 
sion sur  la  partie  postérieure  de  la  partie  cylindrique,  celle  qui 
correspond  aux  valeurs  de  L  supérieures  è  ^,  reste  égale  à  la 
pression  statique.  Cette  hypothèse  serait  inadmissible  dès  que  i 
ne  serait  plus  très  petit. 

XV.  9 
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Mais  avant  d'aller  plus  loin,  et  pour  mieux  nous  rendre 
compte  du  degré  d'approximation  obtenu  en  nous  bornant  aux 
premiers  termes  dans  la  valeur  de  la  pression  (et  en  prenant 
par  suite  la  pression  dynamique  comme  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse),  nous  comparerons  la  valeur  de  la  pression  dyna- 
mique fournie  par  la  formule  que  nous  venons  d'obtenir, 

.  .3  —  2cosr — cos*y 

avec  celle  que  M.  le  capitaine  Vallier  donne  dans  son  mémoire 
(Journal  de  Liouville,  1883,  p.  175)  comme  déduite  de  la  for- 
mule de  Navier. 

Nous  considérerons  le  cas  de  l'angle  générateur  y  de  l'ogive 
égal  à  S?*",  cas  pour  lequel  on  a 

3  —  2  cos  r  —  ces'  r 

-=  0,1275. 

6 

Nous  prendrons  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit  plu^  haut, 

6  =  0,066, 

de  sorte  que  la  pression  dynamique  p,  étant  donnée  par  la  for- 
mule 

p.  =  S  0,066.0,1275 1?«, 

la  pression  totale  p,  qui  est  celle  que  considère  M.  le  capitaine 
Vallier,  sera  donnée  par  la  formule 


/        0.066  \ 

p  =  Spo  (l  -♦-  -^ 0,1275  vM. 


Nous  donnons  dans  le  tableau  ci-joint,  pour  différentes  valeurs 
de  v^,  les  valeurs  de  ^  déduites  de  cette  formule,  et  en  regard 
celles  données  par  M.  le  capitaine  Vallier,  comme  déduites  de  la 
formule  de  Navier,  que  nous  avons  désignées  par  ^. 
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77 


V 

310 
315 
420 
525 
630 


Spo 

1,0350 
1 ,0809 
1,1457 
1,3245 
1,5252 


Spo 

1 ,055 
1,085 
1,134 
1,208 
1,356 


*  Spo    ''  Spo 

—  0,0009 
+  0,0041 

—  0,0097 

—  0,0165 
-+■  0,0328 


2  (d=  A)  =  0,0640,  \     ^  =  0,01 28, 


2A  =  0,0098, 


2 -=0,0020. 
5 


On  voit  par  là  que  la  différence  entre  p  et  p^  est  toujours 
négligeable  et  que  Ton  peut,  par  suite,  se  borner,  pour  la  pres- 
sion dynamique  p„  à  la  valeur  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse  que  nous  avons  donnée, 


S.  0,066 


3  —  2  cos  r — cos'r 
6 


V 


En  résumé,  en  supposant,  ainsi  que  nous  le  faisons  toujours, 
que  Tangle  d  soit  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  négliger  les 
termes  en  d^,  et  désignant  par  p'  la  pression  sur  le  culot  du  pro- 
jectile, celui-ci  est  soumis  suivant  son  axe  à  une  pression 


p— p'=3Spo  — p'  -•-S.0,066 


3  —  2  cos  r  —  cos'  y  ^ 


v. 


Cesi  la  formule  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  la  pre- 
mière partie  de  ce  mémoire,  pour  déduire  les  résultats  relatifs  à 
un  projectile  ayant  pour  Tangle  générateur  y  de  Pogive  une 
valeur  quelconque  de  ceux  relatifs  à  un  projectile  pour  lequel 
Tanglc  y  a  une  autre  valeur. 

De  plus,  le  projectile  sera  soumis  perpendiculairement  à  Taxe 
du  projectile  et  dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  la  direction  de 
la  vitesse  à  une  pression 

^  .  5  -+-  2  cos  r  -♦-  cos'  V 
p,  =  0,066  Sv« J. 
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Enfin,  si  nous  désignons  par  A  la  hauteur  au-dessus  du  plan 
de  base  de  l'ogive,  où  la  résultante  R  des  actions  de  l'air  sur  la 
partie  antérieure  du  projectile  rencontre  l'axe,  on  aura 


Gimme  d'ailleurs,  d'après  ce  que  nous  avons  vu, 


5  y  —  «in  y  cos  y  (5  -*-  a  sin'  y) 
)a()  —liosrf 
■*■  S  COI  y  -•-  cos'  y 
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on  aura 

5  y  —  sin  r  cos  r  (3  -4«  2  sîn'  r)      ^ 

'•=*st; tt;; — s r~T  Rcosr; 

2(1  —  co8y)*(3-+-2co8r  H-cos'y) 

A  est  donc  indépendant  de  d. 

Désignons  de  plus  par  d  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
projectile  au-dessous  de  la  base  de  Togive. 

Dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  le  projectile 
sera  soumis  i  un  couple  situé  dans  le  plan  passant  par  Taxe  et 
la  direction  de  la  vitesse,  et  Taxe  de  ce  couple  sera  égal  è 

—  (fc-4-lOp,. 

Rappelons  maintenant  que,  tout  au  moins  dans  une  première 
approximation,  on  peut  considérer  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  projectile  comme  se  faisant  constamment  dans  le  plan 
vertical  passant  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  et  de  plus 
le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  comme  n*étant  affecté  que 
d^unc  manière  négligeable,  dans  cette  première  approximation, 
par  le  mouvement  du  projectile  autour  du  centre  de  gravité,  de 
telle  sorte  que  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
sont  celles  que  nous  avons  obtenues  précédemment.  Nous  admet* 
tons  de  plus  Thypothèsc  du  général  Didion,  de  telle  sorte  que 
nous  aurons  Téquation  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  dans 
la  première  partie  du  mémoire, 

du  v*r*       ^  attVyfav) 

dt  p   ^^  ^  p 

Mais  en  posant,  comme  nous  Pavons  fait  dans  la  première 
partie, 

f(«ii) 


nous  aurons 


au=10*X~«, 


di         P^^j    dz 
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III 

Mouvement  du  projectile  autour  du  centre  de  gravité.  Équations 

différentielles  du  mouvement. 

Ceci  posé,  soit  G  le  centre  de  gravité  du  projectile. 
''  N(Aj$  supposons^  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que 
Ion  regarde  le  eentra  de  gravité  du  projectile  et  par  suite  aussi 
la  langente  à  la  trajectoire  comnoe  toujours  compris  dans  le 
plan  de  tir. 

Par  suite,  si  Y6X  est  le  plan  de  tir,  la  tangente  GTii  la  tra- 
jectoire, pourra  être  regardée  comme  comprise  dans  ce  plan. 
Soit,  de  plus,  GX,  Taxe  de  figure  du  projectile. 

DanS'Son  nnpuvement  autour  du  centre  d^  gravité,  le  solide 
est  soumis  i  iin  coviple  situé  dans  le  plan  TGX|  et  dont  laxe  est 

•  "  .  I  '    ■  ■ 


'J    u 


Sorl  maintenant  s  Tangle  du  plan  vertical  YGR,  passant  par 
Taxe  du  projectile,  avec  le  plan  de  lir  YGX;  v  Tangle  du 
plan  X|GT,. passant  par  Taxe  et  la  tangente  avec  le  plan  de  tir; 
fx  Tangle  du  ménie  plan  X|GT  avec  le  plan  vertical  YGR,  où 
GR  désigne  la  trace  sur  le  plan  horizontal  du  plan  vertical  YGX| 
passant  par  Taxe  de  figure  GX^  du  projectile. 

Le  plan  de  Péquateur  du  projectile  (plan  passant  par  G  et 
perpendiculaire  à  GX|)  coupera  le  plan  horizontal  suivant  GZ| 
er  ratigje  Z|6Z  sera  égal  à  e;  soit  enfin  GY|  la  perpendiculaire 
à  GX|  dans  le  plan  YGR. 

Le  solide,  dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravité, 
est  soumis,  ainsi  que  nous  Pavons^dit,  à  un  couple  situé  dans  le 
plan  TGX|  et  dont  Taxe  est 

en  posant 
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L'axe  de  ce  couple  aura  pour  composantes,  suivant  GYj, 

—  tp,  cos  (-  f  fij  ==lp,s'mii', 

suivant  GZ|, 

—  Ipf  cûs  /t; 
suivant  GX(, 
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Mais,  si  Ton  pose 

YGX,==p,        YGT  =  A, 
d*où 

puisque 

d  =  TCX, 

et  si  Ton  désigne  de  plus  par  9  Tangle  d*un  rayon  vecteur  de 
réquateur  fixe  par  rapport  au  projectile  avec  GZ^y  les  compo- 
santes, suivant  GXf,  GY|,  GZ|,  de  la  rotation  élémentaire, 
résultant  des  variations  ^s,  d(f  et  d{3  de  e,  9  et  P,  seront 

Jîe  008  j3  -f-  (^^ , 
J!f  sin  |3, 

Par  suite,  pour  un  déplacement  virtuel  quelconque  du  pro- 
jectile autour  de  son  centre  de  gravité,  le  travail  des  forces  sera 

/py  sin  ^  sin  p^t  —  (p,  cos  fiâp. 

D*ailleurs,  en  désignant  par  A  le  moment  d*inertie  du  projec- 
tile par  rapport  à  son  axe,  et  par  B  son  moment  d*inertie  par 
rapport  à  un  rayon  de  Téquateur,  on  a  pour  la  force  vive 
totale  2T 

2T  =  A  {i'  cos  p  H-  f ')«  ^  B  (p"  -f-  f"  sin'p) , 
où 

dt      ^       dt      ^       di 

Les  équations  de  Lagrange  nous  donneront  donc,  en  désignant 
par  fù  une  constante, 

(4). f '  cos  (5  -♦-  y'  =»  «, 

d 
i^)'    •    '      T  (^^  ces  |3  -f-  6e'  sin'  p)  «=■  Ipy  sin  /v  sm  p, 
dt 

dp'  

(6).    .     B  -J-  -♦-  A«'  sin  p  —  B«"  sin  p  cos  p  =  —  Ip,  cos  fi, 
di 
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On  a  d^ailleiirsy  dans  le  triangle  sphérique  YX|T» 

sin  A       sin  ô      sio  9 

(7) = — -=-. — » 

sin  fi       sin  v      sin  e 

/  cos  A  sa  cos  (îcos  p  —  sin  ^sïn  peos/u, 
(8).    .    .    .      (  cos  ^  =  cos  ^  cos  A  +  sin  (î sin  A  cos  v 

[  cos  y  =  cos  /£  cos  £  -¥-  sin  A^sin  e  cos  p. 

Mais,  dans  les  équations  précédentesy  cd,  qui  est  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  du  projectile  autour  de  son  axe,  est  tou- 
jours très  grand  par  rapport  à  e'  et  ^\ 

On  pourra  donc  négliger,  dans  les  équations  (5)  et  (6),  les 
termes  qui  contiennent  seulement  e'  et  ^'  devant  ceux  qui  con- 
tiennent a>9  de  sorte  que  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront  : 

(9) A«  —  =  — /p,8inA*, 

(10) Afi0sin|3--«s  —  Ip^coifjL. 

dt 

Multiplions  Téquation  (9)  par  sine  cos  P,  l'équation  (10) 
par  cos  t,  et  ajoutons  ;  il  viendra  : 

/  .  dp      ,  d€\ 

Au  I  sm  icos  p -- -Hsmpcose  j- )  =s  — /py  (sin  Ai  sine  cos  ^H-cosA«cose), 

oUy  en  tenant  compte  des  équations  (7)et(8)9 

d{%m^f\nv) 

(il) Am =  —  te  cos  y. 

dt 

Mais,  en  tenant  toujours  compte  de  Péquation  (7),  on  peut 
écrire  Péquation  (9) 

dcù^p 
Aù>  —r —  =  /py  sin  fi  sin  |3  s  Ip^  sin  A  sin  v , 
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ou,  en  remplaçant  cos  (3  par  sa  valeur, 

^     ^        .    d  (cos  (?  cos  X  +  sin  «J  sin  X  cos  y)       , 

(12)       Aûï  — ^ -^ =  tpy  sin  X  sin  y . 

On  tire  d*ailleurs  des  équations  (11)  et  (12), 
sin  X  sin  ycl(sin  i  sin  v)  -+-  cos  vd  (cos  ^  cos  x  +  sin  ^  sin  x  cos  y)  =»  0 , 

ou,  en  réduisant, 

(sin  X  cos  (î  —  cos  v  sin  -î  cos  X)  {d3  —  cos  yrfx)  ==  0, 
c'est-à-dire 

(13) d<y=cosyrfx, 

car  on  ne  peut  avoir  constamment 

sin  i  cos  (?  —  cos  y  sin  ^  cos  i  =  cos  XiGX  =  0. 

Supposons  maintenant,  comme  nous  Pavons  déjà  fait  plus 
haut,  que  S  reste  toujours  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  négli- 
ger les  termes  en  i^^  et  admettons  l'hypothèse  du  général  Didion. 
Nous  aurons  alors  : 

sin  ^=â,        cos^  =  1, 

i 

sin  X  =  cos  <)  ==  -  )     cos  >  =3  sin  9 . 

Posons,  de  plus, 

f)  cos  y  =  Jj , 

5-4-2  cos  r  -♦-  cos*  r 
C  =  So 

On  aura  : 

,.  ,  .    ^       ^3  4-2cosr-t-cos'r      ..  ,3-t-2co89'-*-cos'r  , 
p    e=  S6t?'  sm  0  cos  ^ =  Sbv •  0, 

^'  6  6 
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ou 

Par  suite,  les  équationii  (1 1)  et  (12)  deviendront  : 

d$i 

(44) A» —:.=:  — C/aV<y„ 

dt 

d^m  de 

(15) A«--ÎH-A«--  =  C(aVJ|, 

dt  dt 


Mais,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  première  partie, 

du  v*r*f(v)cosB  ar'y(«M)u' 

Â""  P  ^  P    • 

10*        ,             10»  ^. 
«=-—-»    du  = z  ^dzy 

ou 


1       :2.10».«V  1 

dt~      \\[z)     dz 

et  d'ailleurs 

d^ 
dt 

dB   ds           V           g  cos  B 
ds   dt            p               V 

9 

ou,  en  fin  de  < 

compte, 

dô            gz* 

dt           alO» 

Les  équations  (14)  et  (15)  deviennent  donc: 


do\          aiO»Px(z). 
—  = —  (Ji, 

"'  2Aer'    2' 


de,       CnO'P  x(z)  ^  Pg        ,  , 

''^        2Aor'     z*  2«10V 
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OU,  81  nous  prenons 


CM(y*P  Py 

(io) 3-  =  — <x{«)«"*<J«- 

dz 

dOm  .  S 

Posons  maintenant 

(J,  -f.  t<y,  a=s  Ç, 

en  désignant  ici  par  t,  l^  —  1 . 

Nous  aurons;  en  ajoutant  les  équations  (16)  et  (17),  après 
avoir  multiplié  la  première  par  t, 

— ^ —  =  <x W  «  M^i  —  »<^)  -^  «%(«) 

=»  —  »»%(«)«    •  {»^i  H-  <^)  ■*-  nx(«)i 

c'est-à-dire 

(18)     ....      — -♦- — r^  I  —  nx(;î)  «  0, 

équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre»  dont  l'intégrale 
générale  est,  en  désignant  par  H  une  constante, 

ç  =  «-'•/^('J'-î-'  [Il  ^  n/xWcV^w-""»-'  rfz]. 

On  a  d'ailleurs,  en  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  f  =  0  pour  z  =  zq, 

(19).    .    ^^ne-'''C.''^'''''^"  f'x{^)e'i'.'^^'^'"''"dz. 
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IV 


Intégration  des  équations  lorsqu'on  suppose  la  résistance  totale 
proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse  (*). 

L*inlégrale 

f  x{z)z'''  dz 

dépend  des  fonctions  elliptiques  ;  nous  rechercherons  plus  loin 
sa  valeur.  Mais  comme  les  effets  qu*on  a  i  calculer  pour  la 
dérivation  sont  toujours  assez  petits,  nous  déterminerons  d*abord 
la  dérivation  en  supposant  la  résistance  totale  de  Pair  proportion- 
nelle à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse, en  admettant  pour  le 
coefficient  de  proportionnalité  une  valeur  variable  avec  Tangle 
de  tir  et  la  vitesse  initiale^et  choisie  de  lelle  façon  que  la  portée, 
dans  rhypothèse  admise,  soit  la  même  que  celle  obtenue  avec  la 
loi  de  résistance,  beaucoup  plus  exacte,  que  nous  avons  adoptée; 
cette  approximation  sera,  en  général,  très  suffisante,  vu  la  peti- 
tesse des  effets  qu'il  s'agit  de  calculer. 

Si  Ton  suppose  la  résistance  totale  (provenant  tant  de  Texcès 
de  pression  sur  la  partie  antérieure  que  du  vide  partiel  qui 
s'établit  derrière  le  projectile)  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse,  on  aura 


%(^) 


\  1 


y  («m)        AaV        A.IO» 


puisqu  on  suppose  ici 

m~kv\ 


(*)  Il  est  important  de  remarquer  que, dans  ce  qui  va  suivre,  c'est  la  résistance  totale 
que  nous  supposons  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse  ;  quant  à  la 
résistance  sur  la  partie  antérieure  du  projectile,  elle  est  toujours  supposée  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse,  ainsi  que  cela  résulte  des  formules. 
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A  désignant  une  constante,  et  que 


a'ii' 


Nous  aurons,  en  conséquence, 


/,(z).-îrfz-=/£^rf.==^(.J^v). 


'0 


et,  par  suite,  la  formule  (19) 


Ç  =  ne    '•  y    X  («)  «  *•  «^2 


•0 

deviendra 


Posons  maintenant 

d'où 

Il  viendra  : 

2w       •'•       ^»''        *<• 


2ii         î—       /'*  _ 


w« 


Faisons,  de  plus,  pour  simplifier  l'écriture , 

2n  2{« 


=  a 


A.iO*        •         A.iO 


:-'^'^ 


nous  pourrons  écrire 


w^e^dw. 
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Mais  on  a  : 

de  sorte  qu*il  viendra 


c*-': 


=«e-*y 


hw 


e     dw 


w» 


__     Tw'      5m)*       Ctt'      6]  _     Tt^      3wJ     Ctc,      6 1  ' 


w.  -  w) 


Mais 


i       10*  1        10«A  10»A  . 


donc 


tt:='  10«A  .  ôw"  5.10*»A* 

6ti?       5.iO*'A\  6       5.iO'*A\ 

713*^     4ati«*    *'  6*  8«* 

c'        's=t>*<***  =cos — ^-i^ h  1  sm — —^ . 

lO^.A  iO*.A 


doù 


--_         '^'^    [5.10**. A*      3.10*»A*"] 


2n    r5.10**A*       5.10'*  AH        2«(u»„  — u?) 

'  cos 


p.10**A*       dJOTA^I 
L~~8?  4aVi/î  J 


A  10*        8«*  4aVt/î  10*A 


2n    r3.10".A'        I0»A1    .    2s(ti7,  - 

r z r-r-     SIH ^ 

L.10*L   4«t/oS*  2a*«/SsJ  10* 

Ini    r3.iO*«A»       lO^A] 


A 


2ii 
Â 


2wi    r3.10".A4       5.10"An    .    2»(ïro— ti;) 
ÂJÔ»  [     8s*  4flc*rtiî  J  ^'"  ~ï Ô^^Â 


2/it  rS.IO^.A'       iO"A"I  (tu.- 

I »«, I  CCS  25  — — 

A10*  L  4«Wo«*         2a*wÎ8j  10* 


— — ) 
A 
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où,  ainsi  que  nous  Pavons  dit, 

C/iO»P  P^ 


9 


î2B«r'  2aM0V* 


en  désignant  ici  par  B,  afin  d^éviter  les  confusions,  le  moment 
d*inertie  du  projectile  par  rapport  à  son  axe,  que  jusquici  nous 
avons  désigné  par  A.  Dans  ce  qui  suit,  A  désigne  le  coeflicient 
de  proportionnalité  de  la  résistance  de  Tair. 

Nous  aurons  par  suite,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  en 
fonction  de  u;, 

10* 


aw 


<r,  =  — -    I — -    sm  — ^ 

znwiWA  r       i0"An 


2«(u;  — toj 
cos- 


3nu:^ 


J,  -= i U-  — 2    I —  cos  — ^--- 


^0 


Zn.iVAtvl 


^' 


r^       i0«AM   .    Î2«(ii;-tr,) 


Rappelons  que  Ion  a 

C/.10'P 


8  = 


2B»r* 


avec 


_       _.  3  -♦-  2  ces  r  -*-  ces'  r 

6 

3r  —  sin  r  cos  r  (5  -♦-  2  sinV) 
h  = ^ -—  R  cos  r 

2(1  —  cosV)  (3  •♦•  "2  cos  r  -^  cosV) 
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où  d  désigne  la  distance  du  centre  de  gravité  du  projectile  à  la 
base  de  logive,  B  le  moment  d*inertie  du  projectile  par  rapport 
à  son  axe  et  où,  de  plus,  on  a  supposé  la  partie  antérieure  du 
projectile  complètement  ogivale,  sans  partie  tronquée.  En  géné- 
ral, C  sera  assez  voisin  de 

-  S6  =  0,055S, 
6 

et  /  compris  entre  r  et  3r;  pour  le  canon  italien  de  100  tonnes, 
il  semble  que  Ton  pourrait  prendre  /  =»  1,7r.  Nous  poserons 

/  =  Ar. 
On  pourra  ensuite  prendre  sensiblement 

P  , 
9 

En  effet,  pour  la  partie  cylindrique  le  carré  du  rayon  de 
giration  est  plus  grand  que  -s*  ^  cause  du  vide  intérieur,  mais 
d^autre  part  il  est  plus  petit  que  ^  pour  la  partie  ogivale,  de 
sorte  que  Ton  pourra  considérer,  dans  une  première  approxima- 
tion, le  carré  du  rayon  de  giration  pour  tout  le  projectile  comme 
égal  à  ^. 

Si  maintenant  on  désigne  par  t^  Tinclinaison  finale  des  rayures, 

on  aura 

wr                                        yotf?*f 
—  =tffif,      dou       a= 

Vo  r 

d'ailleurs  S  =  Ttr*,  de  sorte  que  Ton  pourra  prendre  en  général 

X  10^9.0,055 


8 


t'o  Ig  >î 


Appliquons  ce  qui  précède  au  canon  italien  de  100  tonnes, 
pour  lequel  on  a  tj  =>  2"  89'  et,  à  très  peu  près,  1=  1,7.  Nous 
supposons   du   reste,  comme  dans  le  cas  de  la  trajectoire  que 
nous  avons  étudiée,  Vq  =  430",  et  Pangle  de  tir  de  15°. 
XV.  iO 
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On  trouve  alors  sensiblement 

On  a  de  plus,  dans  ce  cas  aussi, 

'^^r—^^  0,09743, 
-  r=  0,00078. 

8 

Il  s*agit  maintenant  de  prendre  pour  A  la  valeur  qui,  en 
supposant  la  résistance  de  Pair  égale  à 


et  en  adoptant  rhypothèse  du  général  Didion,  donnerait  la  portée 
que  nous  avons  obtenue  (*)  :  de  7665"  environ  pour  (p=  15'  et 
Vq  =  450. 

Or,  si  Ton  admet  Thypothésc  du  général  Didion  et  si  Ton 
prend  pour  la  résistance  de  Pair  la  valeur  donnée  plus  haut,  on 
a  pour  la  trajectoire 


3^« 


gx*      gAah 


Nous  lirons  de  là,  en  faisant  t/  =  0  et  désignant  parX  la  portée 


_         5P         1  sin  2y       \1 


On  trouve  de  cette  façon 

log  A  =  "5,84550,     lO'A  =  C,975. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  obtenir  pour  A  une 
valeur  plus  exacte,  par  Pemploi  des  fonctions  elliptiques. 

(')  Lorsqu'on  ne  tieul  pas  compte  de  lu  variation  de  densité  de  l'air. 
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Comme,  dans  le.  cas  présent, 

450  >  «M  >  300, 


et  que 


on  aura  : 


—  1^ 

(AU 

3.I0".A'       3. 10".  A» 
^    ,     ,    <  ■       ,     ,  —  0,0009038, 

40 

—  >  u?  >  tt'o  =  2.273. 

3 


On  pourra  donc  négliger  les  deux  termes 


3. 10".  A''  3. 10".  A' 


et 


2.«*.u?*  2.s'.tiî 

devant  Tunité,  et,  en  posant 


nwl 


A  =  —  =  0,0091 58,       log  A  =  3,961 78 , 


25U\, 

10«A 


P  =  .-7TÏ7  =  8^^8,  logp  =  1,9H05, 


3  10*  A  _ 

a  =  - — ^  =  0,03682,    log  q  =  2,56607, 

2.S.U70 


prendre 


.WX^sinp£-4)-9[cosp(^-l)-^]J. 

Dans  le  cas  présent  on  peut  même  négliger  les  termes  en  g, 
et  prendre  par  suite 

(^2=  Asinp  ( 11, 
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Calcul  de  l'intégrale  J^ xi'') *  *  ^z,  par  les  fondions  elliptiques. 

Pour  nous  rendre  compte  de  Finfluence  que  peut  avoir  la 
substitution  que  nous  avons  faite,  en  supposant  la  résistance  de 
Pair  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  nous 
comparerons  la  valeur 

îSâ(*'-"')=p£~')' 

que  nous  avons  obtenue  pour  Tintégrale 

avec  sa  valeur  exacte  : 

«  /        R  -*-  A  ^~" I  z~«  dz, 0 

que  nous  allons  chercher  par  l'emploi  des  fonctions  elliptiques. 
On  a  : 


R  =  i,3i,    A  =0,495,    tt  =  9,5,    h  =  V^, 

et  ici 

s  =  125. 

Nous  allons  calculer  la  valeur  de  cette  intégrale  depuis  la 
valeur  initiale  de  z,  qui  correspond  à 

i/^  =  t?o  ces  1 5°  =  454,7,     log  Wo  =  2,G38i  5, 


(*)  La  valeur  de  A  dans  cette  formule  n'a  aucun  rapport  avec  le  coefficient  désigné  pré- 
rédeininent  par  la  môme  lettre,  lorsqu'on  suppose  la  résistance  proportionnelle  à  la  qua- 
trième puissance  de  la  vitesse. 
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jusqu'à  la  valeur  de  z  qui  correspond  à  u  ^=3  300,  cette  valeur 
de  u  étant  à  peu  de  chose  près  celle  au  point  de  chute. 

Calculons  d*abord  entre  ces  limites  la  valeur  de  Texpression 
approchée 

Nous  avons  : 

log  1/0  =  2,63815, 

log  II  =  2,477i  2, 


W  Un 

log -=  log- =0,16103, 
Wo  u 

-  -  1  a=  0,44887, 

^0 


Iogp  =  i,9H05, 


w 


log| 1  1  =  1,65212, 


log;)  (îîi  —  1j=r.  1,5631 7. 


Donc,  enfin, 


\Wo  I 


36,57. 


Passons  maintenant  au  calcul  de  Tintégrale 


fx{z)z  *r/z  = 


/[ 


Rz"« 


Vz [[z  —  af  ^  6']       ^\/z\Sz 


Aa H 


Nous  ramènerons  aux   fonctions  elliptiques  les   deux   inté- 
grales 


/ 


dz 


Vz  [(z  -  o)'  H-  6*] 


«^/ 


dz 


z  Vz  [(z  —  o)'  -♦-  ÔT 
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Pour  cela  nous  poserons  d  abord 

,       2a 

z=^r^î;-i — ; 
3 

nous  aurons 
et,  par  suite, 


Si,  p  désignant  la  fonction  de  M.  VVeierstrass,  nous  posons 
maintenant 

et  si  nous  supposons  que  ti  décroisse  de  K  à  zéro  lorsque  z  croit 
de  zéro  à  oo  (K  désignant  ici  l'intégrale  complète  de  première 
espèce  de  Jacobi),  nous  aurons 

dz  "Idu 


Vz  [[z  —  a)*  H-  6T  'y 

Nous  disposerons  d  ailleurs  du  facteur  arbitraire  y  de  façon 
à  rendre  le  multiplicateur  de  p{ii)  égal  à  Tunité. 
Nous  avons  ici  pour  les  invariants 

et,  par  suite,  pour  le  discriminant, 

646* 
A  =  (/î-  27^î  = ^  (a«  +  6T  <  0. 

r 


(*]  tt  désipant  ici  une  nouvelle  variable  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  la  même  lellre 
qui  désignait  plus  haut  la  vitesse  horizontale. 
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Le  discriminant  étant  négatif,  et  le  facteur  y  devant  être  pris 
de  façon  que  le  multiplicateur  de  p(u)  soit  égal  à  1,  on  aura  : 


P(«)  =  nir  -  -i *'*" 


8n*u  5  c/n'ti 

On  aura  ensuite  : 


Mais  dans  le  cas  présent,  les  racines  de  p'(u)  correspondent, 
comme  on  sait  (voy.  Cours  sur  lesfonctiom  elliptiques^  3*  partie, 
pages  55  et  suivantes),  la  racine  réelle  à  t<=K  et  les  deux  autres  à 

K  -4-  iK'  K  —  tK' 

u  = et     u  = 

On  aura  donc  (en  prenant  les  valeurs  de 

données  dans  la  troisième  partie  de  mon  Cours  sur  les  fonctmis 
elliptiques^  page  57),  puisqu^ici  le  multiplicateur  est  égal  à  1, 

2  2a 

/K-tK'\       fait'  — <       ^..    T       {la         \ 

On  tirera  de  là 

h  =  'Ir^kk' 

a  =  r'(2ifc*—  1)  =  r'(**  —  A'*). 

Mais  si  nous  posons 

k  =  sinp, 
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011  aura 

6  =  r*  sin  2p , 

a  =  —  r*  cos  2p , 

d  où  Ton  déduit 

6 

lg2p  = igx, 

a 

en  se  rappelant  que  nous  avons  posé  dans  la  première  partie 

a        9,5 
cet  x=  -= 


^       1/2,2 
On  trouve  d'ailleurs  pour  /  la  valeur 

A  =  8*52'27" 


et  on  en  déduit 


'^      2       2 


puis 


r' 

a 

a 
cosx 

co8  2p 

Oi 

[)  aura 

ensuite 

z  = 

=  r*Ç-4- 

2(1 
3 

-r' [;>(«)- 

.p(K)]_ 

r* 

cn'M 

sn^tiiJn^u 

Cette  formule  nous  permettra  d'abord  de  calculer  u  lorsque 
z  sera  donné. 
Posons  pour  cela 

sn'u  =  Ç. 

Nous  aurons,  en  vertu  de  la  formule  ci-dessus  : 

i  à 

z^r'— 1-, 

d'où 
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Cette  équation  a  une  racine  comprise  entre  0  et  1 ,  et  n*en  a 
qu'une  seule;  elle  satisfait  donc  à  la  question.  En  effet,  si  Ton 
substitue  1  dans  son  premier  membre,  on  obtient 

On  devra  donc  prendre  la  plus  petite  racine 

X  _H  r*  —  l/(ir  -f-  r*)'  —  h'^zk' 

Mais  si  Ton  pose . 

^rkVlL 


il  viendra 

SI 

"  h 

Z  -4- 

7*' 

e- 

2zit« 

(1 

— 

C08  A«)  — 

r    < 

—  COSfA 

sin/u 

ou 

ç 

r 

■«î- 

Nous  aurons 

donc 

"-\/î<'-'. 


sn^       _,    ,   ._ 
*    ^2 

comme  k  est  ici  très  voisin  de  1 ,  puisque 

*  =  sin  (85*33'47"). 

Nous  devrons  prendre  l'expression  de  sn  u  par  les  fonctions  5, 
et  nous  aurons  par  suite 

TU        ,  .    33rw 

sin  — ,  —  p  sm -4-  •  • . 

K    &,(ii)         i  2tK      ^        2iK' 

snu  = -r—-^  = -^ 

l/Ita(li)        l/T  xu  37rii 

2iK'      '         2tK' 

Tii  3tii 

\        2K'      '^       2K' 


•^  **  eh h  p  eh 1- 

2K'      ^      2K' 


en  introduisant  les  fonctions  hyperboliques. 
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Si  nous  remplaçons,  dans  cette  expression,  sn  u  par  sa  valeur 
en  fonction  de  z  donnée  plus  haut,  nous  aurons 

sn— -,  — p'sh 


2K' 


en -♦-  p'ch  — r 


Nous  aurons  ensuite,  d'après  la  valeur  de  z, 


dz  sn'udii't/  du 

=  —  2 


.«-.  ^.5 


Mais 

sn'tidn'u      dn'u 

—  =  — dn'w  =  fc'sn*{i<  -4-  K  -♦-  iK)  —  \  -4-  k*sn*u , 

cn'u  cn'w 

et,  en  vertu  d*une  formule  bien  connue, 

J  ô'(u) 

A'sn*M  = D„ » 

K  e{u) 

qui  devient,  en  y  changeant  u  en  u-i-K-hiK', 

^  K        "ô,(ti) 

on  aura 

cn*u     "^K  "a  (m)        "e,(ii)' 

Mais,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  remarquer,  il  y  a  lieu  de 
substituer  ici  les  fonctions  ^  aux  fonctions  9,  et  Ton  a  pour  cela 
(deuxième  partie  du  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques,  page  72) 
la  relation  (*) 

d(u)^    B,{U)   _  ^,{u)^d,(u)  ^  y/K'  ^^\ 

e(ti)       t0,(u)       0,(t/)      «3(1/)       ^  K 


(*)  On  doit  dans  la  formule  remplacer  w  et  &/  par  K  et  K\  puisque  les  périodes  des 
fonctions  0  y  sont  désignées  par  Su  et  âu»'^. 
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101 


On  en  déduit 


ety  de  même, 


TU 


2K'K  *'  &(«)' 


2K'K 


D. 


»'(") 
»(«) 


D. 


«;(«) 
».{«) 


âK'K 


D. 


Donc 


sn'tidn'ii 


cn'u 


Mais  de  la  relation  connue  (première  partie  du  Cours,  page  36) 


2 


on  déduit 


2J 


2J' 


K       K'K       K' 


de  sorte  que  Ion  a,  en  fin  de  compte, 


sn*iidn*w       2J'  &'(ii)  ^t{u) 


cn*M 


et,  par  suite, 


J    ^  r        y'l\K'  ^u)     B,(u)j 


Comme  d'ailleurs  nous  avons 


I 

î 


1  snudnii  i 

= D  Pcnu  = 

y     cnu  y 


Y  [»/«)      ai")  J  ' 


nous  pouvons  écrire 


/*'=-•— («-^"l'-'-f'-pd'-) 


Il  — 
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Il  faut  maintenant  calculer  p,  K'  et  y .  Nous  suivrons  pour 
cela  la  méthode  donnée  dans  notre  Cours  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques (troisième  partie,  pages  4S  et  suivantes).  Nous  poserons 
(  puisque  nous  calculons  d^abord  K'  au  lieu  de  K) 


l/jt  =  V^sinp  =  cos  z  (•) 


et  nous  aurons  alors 


px=-tff*-  -4-—   te*®-. 


Nous  avons  ici 


Ô  =  85*  33'  47", 
log  sin  (5  =  r,99870, 
log  cos  z  =  r,99935, 


z  =  30  S\ 


.  =  10  34', 


log  tg^  =  2,43696, 


log  tg'  -  =  4,87392, 

log -=i, 69897, 
logp  =  4,57289, 

p  =  0,000374. 


i     «-10  5 


En  effet  le  terme  54%  ^^1  clont  le  logarithme  aurait  pour 
caractéristique  17,  est  complètement  négligeable.  Il  résulte 
d'ailleurs  de  la  valeur  obtenue  pour  p,  que  les  termes  en  p^ 


(*)  L'angle  z  étant  ici  mal  déterminé  par  son  cosinus,  on  pourrait  le  déterminer  par  son 
sinus;  on  déduit  pour  cela  de  la  formule  qui  donne  cos  s 


d'où 


1— sini3  =2sinM^— Il  =:sin«5, 
sin2=\/isin  f -]• 


En  employant  cette  valeur  de  sin  z,  on  trouferait  z  =  3»  8'  iV';  mais,  pour  le  but  que 
nous  nous  proposons,  l'approximation  s  «  «So  8'  est  bien  suffisante. 


—  157  — 
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seront  négligeables  lorsqu'ils  ne  seront  pas  multipliés   par  des 
facteurs  très  grands. 
On  aura,  par  suite, 

T        I 


cos*- 

—  =  =  C08  - 


Donc  ici 


log  ces  -  =.  ?,99984, 


logcos*-=  1,99936, 

2 

Iogcos»-==î,99872, 
2 

-  =  0,99705, 


log- =  0,19612, 
log  cos*^  =  0,00064, 

2        

log  K— 0,19676. 


K'  =  i,573ii. 


Nous  avons  d'ailleurs  trouvé  plus  haut 


/■ 


sh  —7;  — p*sn 


CD h  p'ch 

air»         r         ^-j.r. 


2K 


2K 


et  Ton  a  aussi 


&'(ii) 


sh  —  -H  3p'sh h  • . 

T        2R'        '^       2K' 


&(m)       2K'  ,    tm  ,  ,  5m 

ch  —  -*-  p'ch 

2K'       ^       2K' 


Tant  que  u  est  petit,  on  peut  négliger  dans  les  deux  expressions 
ci-dessus  les  termes  en  p^  ;  voyons  s'il  en  sera  encore  de  même 
pour  les  grandes  valeurs  de  ti,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  u 
voisines  de  K,  puisqu'ici  la  valeur  maxima  de  u,  qui  correspond 
è  jz  c=i  0,  est  K. 


i04  —  158  — 

Pour  les  valeurs  un  peu  grandes  de  u,  on  a  sensiblement 


sh  — —-  =  ch  —  =  -  c  *'  ; 
2K'  2K'      2 

par  suite,  puisque 

y» 

on  aura  sensiblement,  dès  que  u  sera  un  peu  grand, 


sh  '•* 
2K 


i  3rti       1     ^       3    -  —  (4ft  -s») 

.^  3p«sh-— =  -««'-^-c    «'^ 
'^       2K'       2  2 


Mais  les  valeurs  de  u  que  nous  avons  à  considérer  étant 

T(K-«i) 

toutes  plus  petites  que  K,  le  facteur  e  >'  sera  toujours  plus 
petit  que  1,  et  comme  d'ailleurs  on  a 

3p«=0,00H22, 

on  pourra,  dans  la  parenthèse,  négliger  le  deuxième  terme  devant 
Tunité. 

Il  en  sera  de  même  des  autres  termes  en  p^,  puisque,  pour  les 
valeurs  de  u  voisines  de  K  qui  sont  seules  à  considérer,  ils  sont 
sensiblement  égaux  à  celui  que  nous  venons  de  considérer  divisé 
par  5. 

Nous  pourrons  donc  prendre  avec  une  approximation  suffi- 
sante 


-7%     /  f^  ,      «"W  B'{U)  T  TU 


Si  nous  posons  maintenant 


—  =  m, 
2K' 


^ 

-  159  — 

i05 

d'où 

u- 

2K'm , 

nous  aurons 

*• 

3 

mU" 

1 

—  Z' 

-¥)^N(Wo- 

•w) 

-♦- 

L(thmo 

—  thm), 

OÙ 

M  =  ,(„--), 


il                 1 

■^U'    'jj' 

2AaT 

'^-r'K" 

et  où  Ion  a  d'ailleurs 

th  iw  e=  z  "" 

1^  /  ,    f*                        2rA:i^z 
*V^^ô'         sina« -, 

t  =  sin  p 

,     r  — , 

COS  A 

J  =  8-  S2'  27", 
p  =  85- 33' 47". 

Pour  calculer  tn, 

posons 

th  m  =  cos  i 

• 

> 

nous  aurons 

c"'  —  e  - 

-m 

e"  -♦-  e" 

-  M 

^       1-4-  cos  t 

col*-, 
2 

1  —  COS  ( 

et,  par  suite, 

e"  =  cot-- 

2 

On  aura  donc 

log  cot  - 
e       2 

Wl  = 

loge    ' 


406 
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ou 


log  m  =  log  log  col  -  —  log  log  e. 

z 


Nous  avons  d'ailleurs 


log  A  «»  1,69464 
log  cos  A  =  ï,99477 


Aa 
log  — =  1,68958 

r 
M  =  i, 64184 


H, 31 

=  0,48908 

R  —  ^  =  0,82092 


R 

Aa 

V' 

Aa 
t 


log  M  ==  0,21 533 


2J' 

1,9941 

2J' 

_  —  i  =  0,9941 


log 


{%-']='■ 


99743 


log-- =  1,99477 
r       

log-,(Ç~l)  =  T,99220 

a  /2J'         \ 
^,(_--l)  =  0,9822 

i-^(?i:- 


0,0178 


log  a  =  0.97772 
—  log  cos  A  =0,00323 


log  r*  =  0,98295 
log  r  =0,49147 


''4'"r«(F-')]=^^'^^''' 


logA  = 
logK' 

—  log  r 

X 

-log- 


=  T,69461 
0,19676 
T,50853 

0,10491 


log  N  =  3,75523 
N  =-  0,005692 


logA  =  î,69461 
=  1,99477 

'■  1,50853 
=  0,79818 
=  1,80324 


•  logr 

l0g27r 

logK' 


log  L  =  1,79933 
L  =  0,6^2999 


—  «64  — 
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Nous  avons  ensuite ,  pour  Zo  et  pour  la  valeur  de  z  corres- 
pondant  è  yi  =  300, 


log  Ho  =  ^2,63815 
log  a  =>  0,00518 


log  au^  =  2,64533 

log  Zo"  t  =  i  ,64553 
log  M  «=0,21 535 


logMv«  =  M2J866 

log  2r  =  0,79250 

log  it  =  ï, 99870 


log  î2itr  =  0,79120 

log  (zo -H  r')= 2,85023 
log  Zut  r=  0,55667 

Iogsin;Uo=T,97810 
^,.  =  71»  57' 30" 


Ma 


::::ï  =  35*58'45" 
2 


log  2Ar  =  0,79120 

log  (z -^  r')  =  2,68900 

log  zi  =0,51770 


log  sin  M  =  1 ,99790 
f*  =  84»  22' 


-=42Hi' 
2 


log  M  =  2,47712 
log  a  =  0,0051 8 


log  au  =  2,48250 

logz-î  =  T,48250 
log  M  =  0,21 553 


log  Mz  -  î  =  1,69765 
log  Zoi=  0,55667 

log  Zo»  0,7 1534 

Zo=  5,1682 

y^  =  9,6!  5 

Zo  ^  r'  =  14,7852 

log  z  î  =  0,51 770 

log  z  =  1 ,03540 

z  =  10,8492 

z  -4-  r'  =  20,4642 
log(zo-*-r')«i, 16977 
log(z-^r')  =  1,31100 


iogtg^"- 1,86093 


log  Ig  1=1,95725 


XV. 


11 
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log  1/7  =  0,24573 
»ogV/tg|"="l,93047 
log«o"'  =  r,82166 

log  Ih  iwo  =  î,99786 

log  cos  (o  =  r,99786 
/«=5»41' 


^2  =  2»  50'  30" 
2 

log  cot  5  =  1,3041 9 
log  log  col -'  =  0,1 1534 

M 

—  log  log  e  =  0,36222 

log  fiio= 0,47756 
iWq  =  3,003 

log  N  =  3,75523 
log  m,  =  0,47756 

log  Nwo  =  2,23279 

log  L  =  r,79933 
log  Ih  iWo  =  T,99786 

log  L  th  nto  = 


MV- 


L  th  m 


- 1,79719 
=  0,72220 
Nmo  =  0,01 709 
=  0,62689 


1,36618 

'0 

^f\(z)z  ~i  dz  =  34,584 

*0 


log  Vy  =  0,24573 
I«g\/H5|=î,97862 

log  2r-i  =  1,74115 

log  th  m  =  T,96550 

log  cos  i  =7,96550 
/  =  22^32' 12' 

^=HM6'6" 
2 

i 
log  cot-  =  0,70061 

2 

i 
loglogcol-=1,8i548 

—  log  log  e  =  0,36222 

log  m  =  0,20770 
fw  =  1,61326 

log  N  =  5;75523 
log  m  =  0,20770 

log  Ntw  =  3,96295 

log  L  =1,79935 
log  th  fw  =  r,96550 


log  L  th  fit 
Mz-4 
Nm 
L  th  tii  > 


r,76483 
0,49846 
0,00918 
0,58187 


1,08951 
log^  p:(c)z  -  ï  f/z  =  f ,441 96 

log  5  =  2,0969 1 


«0 


\QZ^f\{z]z-\dz=^  1,55887 


•»o 
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109 


Nous  avions  d'autre  part  obtenu  pour  cette  intégrale  la  valeur 
approchée 

p(—  —  i)  =  36,57. 
\w^        I 

La  valeur  exacte  étant  34,584,^  différence  1 ,986,  qui  correspond 
à  une  différence  relative  de  :^,sera  le  plus  souvent  négligeable,  et 
Ton  pourra  par  suite  se  contenter  de  la  valeur  approchée  que  Ton 
obtient  eo  prenant  la  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse. 

On  pourrait  d'ailleurs,  avec  la  même  formule,  avoir  une  expres- 
sion plus  approchée  en  modifiant  légèrement  la  valeur  de  A, 
ainsi  que  nous  allons  l'indiquer. 

Nous  poserons  pour  cela 

iw       \         r'       -? 

p\ *)*=*/     î^W^   Mz  =  34,584. 


*0 


Comme 


'"«ë-^) 


î, 6521 2, 


nous  aurons 


log  «  r  x{z)z    «  rfz  =:  1 ,53887 

«0 

log  fiîi-lj  =1,65212 


D'ailleurs 


\{f  k 


log  p=»  1,88675 


2  BWr 


log  28  =  2,39794 
log  z^  ï  =  log  w^  =  0,35667  • 
—  log  p=  2,11325 


log  10*  A  =  0,86786 
10«  A  =  7,3767. 


HO 
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On  aurait  donc 


p  =  77,046 


<0«A-=  7.5767. 


Cherchons  maintenant  quel  sera  le  maximum  de  la  différence 


f^—  ^j^^J      5C(^)'     *^^^ 


.   *0 


lorsqu'on  admet  pour  p  la  valeur  que  nous  venons  d'obtenir  et 
qui  est  telle,  que  d  est  nul  à  Tinstant  initial  et  à  Tinstant  final. 
Pour  cela,  nous  aurons 


d'  = 


i    £_ 


—  9x{z)z'-i. 


*o* 


et  Ton  aura  pour  déterminer  z  Téquation 

z 


%W 


— ^  =  WA. 


Construisons  la  courbe  ^.;  en  nous  reportant  aux  valeurs 
données  dans  la  première  partie,  nous  trouvons  les  valeurs 
désignées  dans  le  lableau  suivant  : 


150 
250 
300 
350 
400 
450 
500 
550 
650 


44,445 
16,000 
11,111 
8,163 
6,250 
4,038 
4,000 
3,306 
2,367 


24,625 
8,924 
6,657 
8,338 
7,267 
5,886 
4.808 
3,088 
2,869 


Nous  avons  d'ailleurs  dans  le  cas  présent,  en  nous  bornant  à 
la  même  approximation, 

<0«A  =  7,577. 


—  465  — 


lii 


Nous  aurons  donc,  par  interpolation^  deux  valeurs  de  z  répon- 
dant à  la  question 

z,  =  6,25  ^4,913^=6,446 
z,  =  8,4  63  -♦-  2,948  ^  =  9,829. 
Calculons,  pour  ces  deux  valeurs  de  z, 


'e-')-(j-') 


et 


f\W  «  </«  =  M  («„   •  —  z   •)  -♦-  IV(m, — w)  -H  L  (th  m^—  th m). 


On  a  d'abord 


Mz -i  -^  Nm„  -♦.  Lth  m.  «  1,36648 


et,  par  suite. 


y*'x(«)«"^  rfz  =  1,36618  —  Mz  "^  —  Nm  —  Lth  m; 


puis 

l**  Pour  z  =  Z|  : 

log  z^  »  0,80929 
log  z,î  =.  0,40465 
—  log  zo^  =  4 ,64333 


04798 


z,  =  6,446 
r'  =  9,615 


z,  + y»  =16,061 


log  (—j—1j  =  1,06744 
log p»  4,88675 


pte— |)  =  8,9990 
log  (z,  -H  r')  —  4,20578 


log«, 


7,59535 


lia 
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Iog2itr  =  0,79120 

log  (z,  -*-  r*)  =  2,7942-2 

log  z,î  «  0,40465 


log  sin  /u  =  T,99007 
a  =  79^  48' 


i:  =  58-  54' 
2 


logl/r 
log  «,-4- 


0,24573 

T,9534i 
ï,79767 


logcos  /  =  log  th  m  =  T,9968i 

t  =  {yo  56' 

--=3^28' 
2 


log  lgj=  1,90682 


log  cot-=  1,21768 
2 


log  log  cot  -  =  0,08553 
—  log  log  e  «=  0,36222 


log  m  «=»  0,44775 


m  =  2,8038 


log  M  1=0,21553 
log  zi"  •  =  T,59535 

iogMzr*=T,8i068 

log  N  =  3,75523 
log  m  =.  0,44775 

log  mN  —  2,20298 

log  L  =1,79933 
log  th  m  «  1,99681 

IogLtlim  =  T,796l4 


Mz-i 

Nm 

L  th  m 


«  0,64667 
=  0.01596 
=  0,62537 

=  1,28800 


'9 


log  8 
\Q%sf'\{z)z'idz 


2,89310 
2,0969! 

0,99001 


spx(z)z-Uz  =  ^,m^ 


—  167  — 


i13 


D'où 


p  (!î.;  _  1  j  _  ,  r"x(z)z  ^dz'^  —  0,7756 


f 


2"  Pour  z  =  z^i 


0,99251 
0,49625 
1,64333 


0,1 5958 


r,  =  9,829 
y«  =  9,61 5 


19,444 


log  2  ifcr*=  0,79120 

log(r,-+-r*)  =  2,71 121 

log  z,  î  ==  0,49625 


log  sîn  /ce  =1  T,99866 
fj,  =  85*  30' 

^  »  42*  45' 


Iogtg|«l"96586 

log  log  cot-»r,9 1638 
2 

—  log  log  e  =  0,36222 


logp 

logp(^-l) 


r,57875 
1,88675 

1,46550 


p/fil  —  i  1=29,2080 


log  (2,  ^r')  =  1,28879 

logz,-^  — r,50375 

log  |/r  = 

=  0,24573 

lo«\/««^-= 

:  Î,98i93 

logZt-"î  = 
log  cos  (  =  log  th  m = 

r,75!88 

T,9«054 

<=17M'30" 

» 

1«=8»30'45" 
2 

log  m  «-  0,27860 


log  col  -  =  0,82486 


lU 
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log  M  :=  0,21 553 
log  2,  -  î  =  r,50575 


log  Mr,~'=- 1,71 908 

log  N  — 3,75523 
log  m  ^  0,27860 


log  Nm  =  2,03385 

log  L  ^  r,79955 
log  th  m  =3 1,98054 


Mz  -  î  =  0,52370 

Nm  »  0,01 08i 

L  tb  m  «  0.60239 


1,45690 


log  Ltb  m»  1,77987 

sf*  %(z)«"»  rfx  =  28,6594. 


/'*x{^)z  -î  i/«  =  0,22928 

logy"\(«)x-  îrfz—  r,56036 
log  s  »  2,09691 

•og  »/'"  x(«)z  -  î  rfz  —  1 ,45727 


Doù 


p  fe  —  1  )  —  «  r^x(x)z'*  dz  =  0,5486. 


»0 


On  voit  que  la  valeur  approchée  que  nous  avons  obtenue  pour 
rintégrale 

en  la  remplaçant  par  Texpression 


Ë-) 


aéra  toujours  suflBsante  ;  on  pourra  même,  dans  la  plupart  des 
cas,  se  contenter  de  la  première  valeur  dep  que  nous  (*)  avions 


(*)  En  calculant  (comme  nous  Tenons  de  le  faire  pour  la  valeur  p  —  77,04^  le  maxi- 
mum de  la  différence 


/si       \      r'       -* 
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déduite  du  calcul  de  la  portée  ;  cependant,  dans  ce  qui  va  suivre, 
nous  conserverons  la  dernière  valeur  de  p  que  nous  avons 
obtenue, 

p  ^  77,046, 

valeur  choisie  de  telle  sorte  que  Ton  ait 


*0 


pour  la  valeur  finale  de  z. 

Remarque.  —  Toutefois,  avant  d'aller  plus  loin,  faisons  obser- 
ver qu'on  aurait  pu  obtenir  la  valeur  de  d^  et  de  d,  sans  intro- 
duire rhypothèse  de  la  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse,  de  la  manière  suivante  : 

Nous  avons 


X» 


Mais  on  a,  en  intégrant  par  parties. 


/'.(.) 


i$J       yls)z      t  dM 

e    ''  '  dz 


•  0  « 


«a 


lorsqu'on  admet  pour  p  la  première  valeur  obtenue  p  *>  84,48,  on  trou? e  que  ce  maximum 
a  lieu  pour  i  *  40,535  et  qu'il  est  égal  à  S,40,  l'intégrale 


«  /     Xi'^2    *  dz 


•o 


éUnt  alors  égale  à  8S,70;  la  différence  relatif  e.  qui  est  de  7;,  pourrait  être  négligée,  les 
résultats  à  obtenir  éUnt  très  petits. 


1i6  —  170  — 

ce  qui  peut  s*écrire 


/'['  ^^Sj]*" 


'    -    «•  f/:  s=  --  e   '•  r- 

18  t« 


Mais,  dans  le  cas  présent,  le  maximum  de 

x«   ___  \0\(au) 
X{z)  au 

a  lieu  à  peu  prés  pour  au  =  400, 7^  (au)  <=>  1,187,  et  il  est  égal 
à  2,97,  soit,  en  nombre  rond,  à  3. 
Le  maximum  du  module  de 

3       2« 

sera  donc  ici  sensiblement  égal  à 

9         9 

7r  =  -i;x  =  0,036. 
2«      250 

On  pourra  donc  négliger   cette  quantité  devant  Tunité  et 
prendre,  par  suite. 


,/'v(«y*""î 


'      —â 


^z)e   "^  dz^-r-e  ••  -^. 

1$  %s 


et  Ton  aura  alors 


nz\      nzA    -'•/';fW»    ««'» 
t^         ts 


d  où  Ton  déduit 


s  1 

(î,  = H ^  ces  S    /      5t(^)«     "  »* 

^,  =  — ^sin  s  J    5c(r)z    '  rfz. 
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Ces  formules  ne  diffèrent  de  celles  données  plus  haut  que  par 
la  substitution  de  Tintégrale 

à  la  quantité 


(--■)■ 


P 


Or,  la  différence  entre  ces  deux  quantités  pouvant,  ainsi  que 
nous  i*avons  vu,  être  toujours  négligée,  il  est  préférable  d*adop- 
ter  les  formules  auxquelles  nous  sommes  arrivés  plus  haut  et  de 
prendre 

,  =  _.[^_eosp(^^-.)J. 


e. 


1^      \ 

âft=s  isinp[ 1 1  » 


ou 


et,  de  plus»  dans  le  cas  présent, 

p  =  77.046  =  ;^-. 

i=  0,009158  =  — ^ 


VI 


Calcul  de  la  dérivation. 


Passons  maintenant  au  calcul  de  la  dérivation. 

Dans  ce  calcul  nous  devons  tenir  compte  de  ce  que  le  plan 
vertical,  passant  par  la  parallèle  OT  à  la  tangente  menée  par 
rorigine,ne  coïncide  pas  rigoureusement  avec  le  plan  de  tir  YOX, 
mais  fait  avec  ce  plan  un  angle  très  petit  XOXf,  que  je  désignerai 
par  Tj. 
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Soit  donc,  dana  une  sphère  de  rayon  unilé  : 
YOX  le  plan  detir,- 
OZ  la  perpendiculaire  à  ce  plan  ; 

OT  et  OA  les  parallèles  à  la  tangente  et  &  l'axe  de  figure 
menées  par  l'origine; 
UYX)  le  plan  vertical  passant  par  OT  ; 
0Z(  la  perpendiculaire  à  ce  point; 
OP  la  perpendiculaire  à  OA  dans  le  plan  TOA. 


Le  centre  de  gravité  du  projectile  sera  soumis,  parallèlement 
h  AO,  de  la  part  de  l'air,  à  une  force  (*) 

p  =,s.  —  '  +     ^  fV?t"l^ 

et  suivant  OP,  perpendiculaire  à  OA  dans  le  plan  TOA,  &  une 
force  égale  k  p^. 


iNous  avons  d'ailleurs,  ainsi  que  nous  Tavons  vu,  lorsque  la 
partie  aniérieure  du  projectile  est  ogivale  et  langle  de  Taxe  de 
figure  avec  la  tangente  très  petit,  comme  cela  a  lieu  dans  la 

pratique, 

3—2  cos  V  —  ces*  r   - 

^^  ==  S  0,06G : r'. 

6 

p^  =  S. 0,066 ^ w«  ^. 

6 

Ces  deux  forces,  p^  et  p,,  auront  pour  composantes  suivant 
0X|,  OYeiOZi, 

—  p,  cos  AOX|  -♦-  p^  cos  POX|, 

—  Pa  cos  AOY  -+-  Pg  cos  POY, 

—  /)„  cos  AOZ|  -♦-  Py  cos  POZ|. 

Mais,  dans  les  triangles  sphériques 

ATXi,  PTX,,  ATY,  PTY,  ATZ,.  PTZ„ 

on  a 

cos  AOX,  =  cos  d  cos  0  —  sin  «î  sin  6  cos  v , 

(OS  r  OX,  =  —  cos  ô  sin  r7  —  cos  â  sin  ô  cos  y, 

cos  AOY  =  sin  e  cos  â  ■+-  sin  o  cos  6  cos  y, 

cos  POY  =  —  sin  6  sin  J  -♦-  cos  â  cos  6  cos  v, 

cos  AOZi  a=  sin  ef  sin  y, 

cos  POZ,  =  cos  c?  sin  V , 

car  Tangle  TOZ|  est  droit,  et  il  en  est  de  mémo  de  Tanglr 
dièdre  YTZ|,  de  sorte  que  Tangle  dièdre  ATZ^  est  égal  h 
90»  —  V. 

Mais  si  nous  négligeons,  ainsi  que  nous  en  sommes  convenus, 
les  termes  en  d^,  ces  égalités  deviennent  : 

cos  AOX,  =  cos  e  —  <ycos  y  sin  a, 
cos  rOX,  =  —  (î  cos  ô  —  sin  6  cos  v, 
cos  AOY  =  sin  6  -♦-  f^cos  v  cos  0, 
cos  POY  =  —  J  sin  0  H-  cos  e  cos  y, 
cos  AOZ|  =  0  sin  y, 
vo^  POZ,  =  sin  V. 


420  —  174  — 

Si  nous  remarquons,  de  plus,  que  p,  contient  déjà  d  en 
facteur  et  qu*il  y  a,  par  suite,  lieu  de  négliger  son  produit  p» 
les  termes  en  d,  puisque  nous  ne  tenons  pas  compte  des  termes 
en  S^y  nous  aurons  pour  les  composantes  de  Taction  de  Tair 
suivant  OX,  OY  et  OZ, 

X|  =  —  Pa (cos  e  — -  (î  cos  V  sin  e)  —  p^  sin  0  cos  v, 
Y  =  —  pa(sîn  e  +  ^ cos  V  cos  e)  -+-  p^  cos  e  cos  v, 
Z|  =  —  Pa'^  sin  y  4-  p^  sin  v. 

Remarquons  maintenant  que  Tangle  tj  est,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  loin,  très  petit,  même  par  rapport  à  d  ;  négligeons 
toujours  les  termes  en  à^  et,  par  suite,  aussi  ceux  en  '/\$;  rem- 
plaçons p.  et  py  par  leurs  valeurs 


t>V' 


9 

,  ^  3  •♦  2  cos  r  -♦-  cos*  r  ^ 
P,  =  Sftt^* g c?, 

et  tenons  compte  des  relations 

(^ sin  y  =  1^1,  (?cosvc=(î,. 

Nous  aurons,  pour  les  composantes  de  l'action  de  Tair  suivant 
OX,  OY,  OZ. 

»'V  .  r  1 

X  =  X,  cos  If  —  Z,  sin  If  =  X,  = ^{v)    cos  e  —  c^,  sm  0 

^,  ,5  -+-  2cosr  -^  cosV  ^    . 
—  Slw^ . ^i  sm  e, 

r'r*                                           ,     3  -+-  2  cos  r  -♦-  cos*  y 
Y  = (vfv)  sin  0  -+-  <^4  cos  &]  -♦-  Sbv' ~ ^i  cos  0, 

9  ^ 

Z  =  Z,  cos  ïf  •♦-  X|  sin  If  =  Z,  -*-  X,if  = f{v)^i 

9 

3  -•-  2  cos  9^  ^  cos'  9'          v*r* 
-♦-  Sfcr*-- (?i 5>(t;)if  cos  û. 

^  9 
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De  sorte  que  si  nous  désignons  pour  Tinstant  par  v,,  t?,,  v^  les 
composantes  de  la  vitesse  suivant  OX,  OY,  OZ,  nous  aurons 
pour  les  équations  du  mouvement 

If-—  Y 

**'''''        7    ^  Y 
g  dt 

Mais,  en  négligeant  toujours  les  termes  en  tj^,  on  a 

V,  =  r  cos  6  sin  If  =  vtj  cos  5, 
v,  =  v  cos  6  cos  If  =  V  cos  e , 

et,  par  suite. 


d*où  Ton  déduit 


c/t7,  dii        c/v, 

rf<         •  //«      '  dt 


c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes, 

^'dt^  dt       "^  dt^P    *■ 
Nous  avons  donc,  en  remplaçant  Zf  par  sa  valeur  (*), 

dit       r'v^i    r       ,  ^  ,  3  -♦-  2  cos  r  -♦-  cos'  ri 

c/«      P  cos  e  L  6  J 

ou,en  remplaçant,  pour  simpliGer  récriture,  comme  nous  Tavons 


n  On  a  d'ailleurs  S  =  rr«. 
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fait  plus  haut,  v^  par  u,  et  prenant  ensuite 


I 

V  Bs  ati ,         cos  e  ==  -  . 

a 


dtj       r  a  1/ J,  r  ,  5  H-  2  cos  r  -f-  cos'  yl 

dt  P      I  6  J 


d*oii  Ton  déduit 

dif       r'a*i/(?|  r                           5  H-  2  cos  y  -4-  cos*  yl 
Tu=-^[-  '"""^  "  "^'' 6 J  • 

puisque 

dt  _    P 

du      gXi 

cVst-à-direy  si  Ion  néglige  toujoui's  les  termes  en  j^, 

rfif       a^i  3  -h  2  cos  r  •*-  ^os*  r 

-~  = irbg — ; a<^| . 

a//         u  DUf(jLu) 

Pour  le  calcul  de  tj,  ainsi  que  pour  ceux  des  éléments  pcriur- 
bateurs  provenant  de  Tangle  que  Taxe  de  figure  fait  avec  la 
tangente  à  la  trajectoire,  nous  remplacerons  la  loi  de  résistance 
exacte  par  celle  où  Ton  suppose  la  résistance  proportionnelle 
à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  en  adoptant  pour  le  coeffi- 
cient de  proportionnalité  une  valeur  convenable.  Comme  ces 
effets  perturbateurs  sont,  ainsi  que  nous  le  reconnaîtrons,  fort 
petits,  cette  substitution  n^entrainera  pas  d'erreur  appréciable  ; 
c'est  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  déjà  constaté  pour  le  mouve* 
ment  du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité. 

Nous  poserons  donc 

f{v)  =  Ar*, 

et  nous  prendrons  d'ailleurs  (*),  en  ne  conservant  que  les  pre- 

(*)  Les  calculs  pourraient  s'effectuer  d*une  façon  semblable  si  l'on  consenrait  pour  ^| 
sa  ? aleur  complète  donnée  plus  haut,  mais  il  en  résulterait  une  plus  grande  complication 
sans  avantage  sensible  pour  les  résultats. 


—  177  —  425 

miers  termes  de  S^^ 


,=  _,[^_eosp(^^_l)] 


Si  d^ailieurs  nous  remplaçons  la  variable  u  par  sa  valeur  en 
fonction  de  tv  dans  Texpression  de  7^,  comme 


1 


10' 
w  =  — 

au 


d*où 

10*        ,  10*  , 

M  =  —  »     ati  = ttw, 

aw  au? 

nous  aurons 

dit  a(?|        rghatv  3  -♦-  2  cos  r  -♦-  cos'  r  ^ 

îïîï;  ^  ~  ûT  "*"   A.10«  G  ''* 

c*est-à-dire,  en  remplaçant  S^  par  sa  valeur  et  posant 


K  =  -^  (3  -♦-  2  cos  r  -*-  cos'  r), 

f/if        ai      ,         Kai       ^       aa/^       Kti;*\  /tl?  \ 

dw      tl?;  10X  u?  \         lOV       ^\ic^        I 

Donc 

aWti?»        \     KaAtToVu?*        \  /'«'/l      Kti;\  (w        \. 


^0 

«V. 


Occupons-nous  de  Tintégrale 


/(ï;-t^) '=*'*''£ -*)''"'• 


XV.  12     • 


124  —  178  — 

Nous  aurons,  en  faisant  deux  intégrations  par  parties  succes- 
sives, 

d'où  Ton  déduit 


/'7I      Km;     2ti;'\         /u?         \^         w^li      Kw\  ,      [w 
^<fl^iL]eosp(^-l).Ifl^.^). 


i 


Mais 

2ir; 


p^w^ 


sera  négligeable  par  rapport  à 


w 
En  effet,  le  rapport  de  ces  deux  quantités  est 

2  wl 

et  comme  tt'o<^»  '&  valeur  maximum  de  cette  expression  est 

2 

?' 

Or,  ici 

p  =  77,046 , 

et,  par  suite, 

2 

—  ==  0,0003369. 

p 


—  179  ~  425 

Nous  pouvons  donc  prendre 

/•a-S)"-(^')''»=-:(^^)•-(^') 


w* 


_if4.^;)cospf^-.Ui(i.M). 


Mais,  dans  le  cas  présent, 


1 

-  =  0,01298. 

P 

Nous  pourrons  donc  négliger  dans  le  second  membre  les  termes 
en  \  devant  ceux  en  K  et  prendre  simplement 

J      \w      10V       ^Uo       /  p\w        Wl       ^Uo        I 


«• 


de  sorte  que  nous  aurons,  en  définitive. 


'=iU-*)-Ti#U-^)-^u'--iô^h''U-v 

On  aura  ensuite 

iO»if      dz 

aW         dt 

en  désignant  par  z  la  coordonnée  parallèle  à  Oz. 

Mais  puisque  nous  négligeons  les  termes  en  ^  et  en  t^^,  nous 
aurons 

10'if   ,  10'if    P     .  ?yiU)dw 

dz  ==« dt  = —  {/m  x=  -; — — -♦ 

aw  aw  g\x  r'AtflO* 

ou,  en  remplaçant  •r\  par  sa  valeur. 
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d'où  Ton  déduit 


Nous  aurons  d'ailleurs 


Cette  valeur  nous  fait  voir  que  Tintégrale 

/-"/         Kw*\           1x0        \  . 
1 sin  p \\dv) 


w« 


contiendra  ^  en  facteur,  et  comme  d'ailleurs  elle  est  déjà  mul- 
tipliée par  |,  nous  pourrons  la  négliger,  puisque  nous  avons  vu 
que  les  termes  en  ^^  étaient  négligeables  devant  Tunité. 
Nous  pourrons  donc  prendre 

l5r*A.10«Lu>J  Vl      2.iOvU*         /      7.iO«Uj        )} 

formule  à  laquelle  il  faut  joindre  (en  négligeant  les  termes 
en  -,  ce  qui  est  permis  dans  le  cas  actuel  et  dans  la  plupart 
des  cas)  les  suivantes  : 


,apo'  5K«,;/«,'        n 

'       3  \w\  5.10'  \wl        l\ 


^i  :=  >  sin  p 


avec 

10» 

w  = 

au 

Ces  formules  donnent,  dans  le  cas  présent,  en  prenant 

p  =  77,046,    A  10»  =  7,3767, 

^-K-'-(^')-e-')]' 

avec 

S  =  8,6,     H=0,72,     L  =  0,5i,    R  =  0.003,     0  =  0,71, 
et  de  plus,  avec  la  même  approximation, 

Ax=o,009,  p  =  77. 

Si,  au  lieu  de  prendre  pour  A  la  valeur 

10«A  =  7,5767, 
nous  avions  pris  la  valeur  déduite  de  la  portée 

10*A,«  6,975, 

on  aurait  eu  pour 

S,  L,  H,  Q,  p 

les  valeurs 

S,  =  9,1,     H,  =0,62,     L,=.0,54,     Q.  =  0,75,    p,  =  8l; 

/  et  R  conservent  d'ailleurs  les  mêmes  valeurs. 

Calculons  dans  ces  deux  hypothèses  la  dérivation  et  TanglcT^de 
la  tangente  avec  le  plan  de  projection  pour  11  =  500°*. 

Nous  avons  déjà  trouvé 

w  w 

log  —  =  0,1 6103 ,  —  =  1 ,4489 , 

^0  W'o 


128 


—  182  — 


doù 


tr 


log  —  =  0,52206 


U). 


log  ^  =  0,48309 
log— =  0,80515 

log  — =1,12721 

En  prenant  maintenant  les 
log  S  =  0,93450 

l«g(^-l)=0,' 


U?' 


-  —  1  =  1,099 


.73119 


66569 


IogS(^-l)=i. 

log  s  =>  0,93450 
log  L  =  î,70757 

Iogfl^—lJ  =  1,09353 
log  Sl(-^—i]  =  1,73560 


—  —1  =  2,042 

wl 

—  —  1  =  5,385 

—  —  1  =  12,403 

wl 


premières  valeurs,  on  a 

log  S  =  0,93450 
log  H  =  T,85733 

log(^  — l)  =  0,04100 

^K       '    

logSH(^  —  1 1  =  0,85283 

SH  (  ^  —  1  ]  =  6,805 
\wl  I 

Sl(^— H  =54,400 

61,205 


On  a  donc 

Puis,  pour  T„ 
logR 

•og(g-«) 
.ogR(^-i) 


—  Z  =  14  895 


Z  =  — 14,9. 


=  3,47712 
=  0,51006 

=  5.78718 

=  0,01147 

=.  0,0061 5 


=  —  0.00554 


»f  = 


logR 
logO 

log^_-l) 


5,47712 
7,851 26 

0,75119 


log  Rq[^  —  i]=  2,05957 


—  483  — .  129 

ou,  en  minutes  et  secondes, 

if  =  — i8'2i"45. 

On  a  ensuite  pour  la  valeur  maximum  de  $  qui  correspondra  à 
très  peu  près  à 

/ll7,  \  (Wi  \ 

d'où  I  on  déduira 

u;, 

^  —  I  =  0,4488 , 

log— =0,16101; 


n 


log  X  =  3,95424 
log  (4,041)  =  0,60649 


log  -^  =  0,48303 

«^» 

u?}  I^i  \ 

—  —  cosp    ——1   =4,041 

ivl  ^\w,        I       '  log  (-eî,)  =  2,56073 

r>  =  _  0,03637 , 
et  comme  d'ailleurs  S^^=0^  on  aura 

r)  =  0,03637 

ou,  en  degrés  et  minutes, 

J=2'5'. 

On  vérifie  d'ailleurs  ici  que  r\  est  une  faible  fraction  de  S; 
on  a,  en  effet,  en  comparant  les  valeurs  maxima  de  d  et  t^  pour 
leur  rapport, 

0,00534 


0,03637 


0,14. 


Donc,  même  à  la  fin  du  mouvement,  yi  est  inférieur  &  ^  de  d. 
Si  Ton  reprend  les  mêmes  calculs  avec  les  valeurs 

Si,     H,,     L„     Qi     et    Pi 


iSO 


—  184  — 


on  aura 


logS, 


log 


^•e-')= 


log  s, 
log  L, 


0,9»904 
0,73119 

1,69025 

0,95904 
r,73239 

1,09353 
1,78496 


log  S, 
log  H. 

logS.H.(^^-l) 


=  0,95904 
=  1,79239 

»  0,04100 
=  1,79243 


6,201 

60,949 

67,150 
49,004 


—  Z=  18,146 


Donc 


Z  =  — 18,1, 


puis,  pourri, 

logR 
logQt 


5,47712 
1,87506 

0,73119 
2,08337 


RQ.(^-l)  =0,01212 

r(^-^)  =0,00613 


^  ==  —  0,00599 


ou,  en  minutes  et  secondes. 


,,  =  —  20' 35"  52. 
Pour  obtenir  la  valeur  maximum  de  c^,on  devrait  poser  encore 


ICI 


\Wo  I 


—  185  — 


i3i 


d'où  Ton  déduirait 


ir, 

—  =  1,4266 


tr, 


w 


0 

s 


log  -I  =.  0,46290 


toi  (iVi      \ 

-^—  ros  p,  —  —  i   =5,903 
'j^  =  — 0,03513; 


log— =  0,15430 


W' 


log  >  =  3,95424 
log  (3,903)  =  0,591 40 


log  (—  (?,)  =  5;54564 


Or,  comme  ^2  =  0, 


(î  =  0,03513. 


On  voit  que  la  différence,  tant  pour  les  valeurs  de  z  que  pour 
celle  de  r[  et  d,  peut  être  négligée.  La  plus  considérable  est  pour  z, 
et  elle  est  de  3°>,â. 


VII 


Calcul  de  l'influence  du  mouvement  du  projectile  autour 
de  son  centre  de  gravité  sur  la  portée. 

Il  nous  reste  à  montrer  que  Pinfluence  du  mouvement  du 
projectile  autour  de  son  centre  de  gravité  est  négligeable  suivant 
les  axes  des  x  et  des  y . 

Nous  avons 


(Ix 
di 

où 


dx    dt  _^       P 
dt    du  g  X| 


=  —  w  - 


jp^eos6[l-oVgo(l-J|^)] 


K  = 


rbg  (3  -4-  2  cos  r  -♦-  cos*  r) 
6Â 


132  —  186  — 

On  en  déduit,  en  négligeant  toujours  les  termes  en  ^>  et  rem- 
plaçant tg  0  par  t,  cos  0  par  -  et  p.  par  !!!r!il!!i^ 


dx 


[-<^-m 


du  aur*f{aU) 

Si  nous  posons  maintenant 

X  ^^  X|  *T"  JTj  ^ 

Xn  désignant  la  valeur  que  Ton  obtient  pour  x  lorsqu'on  néglige 
le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  on  a  alors,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu, 

<ix,  P 


du  aur*f(au) 

et  Ton  en  déduit 

rfx,  _  Piât      I         KA  \ 

du  alir*'.(jctl)  \  ?(aw)/ 

On  aura  ensuite,  en  remarquant  que  dans  le  cas  présent  la 
composante  normale  de  la  force  est  égale  à  (*), 


P  cos  e  -♦-  X,  sin  e  —  Y  cos  6  =  P  cos  0  -♦-  â. 


Pr* 

—  =  P  cos  0  - 

y  p  9 


vV'         I         KA\ 
g  \         flv)l 


•"•l'-Sï,)' 


d*où 


i       g  cos  9      r'y(r) 


V*  P      \  y(l?) 


/         KA\ 

I Ky,. 

\         'Av)l 


Mais 
di  X      dB         —  1 


1     _       g  r\{v)   /  KA\^^^ 

i*e  M*       Pcos*ô\         ?(i;)/ 


f/x       cos'  ùdx       p  cos*  8  M*       P  cos*  ô\         ?(i;) 


(*)  On  peut,  en  effet,  considérer  le  plan  osculateur  de  la  courbe  comme  coïncidant  avec 
le  plan  YOXi. 


—  187  —  155 

donc 

Pdu 


[w*       P  cos'  B  \        flv)l    *J  L  \        f(v)l  J  rrV(v) 

c  est-à-dire,  en  négligeant  toujours  les  termes  en  ^et  remplaçant 
V  par  au,  cos  6  par  -, 

au  \  f(au)J    L  tlV^(all)J 


d.=   ^^''« 


auVf(at/) 


De  sorte  que  si  nous  désignons  par  t^  la  valeur  que  Ton 
obtient  pour  t  lorsqu*on  néglige  le  mouvement  du  projectile 
autour  de  son  centre  de  gravité,  nous  aurons 


aU^r'*f(ciU) 

et,  en  posant 


t  =  ti  -♦-  ««. 


\  ?(aM)/    L  U*r'*f{aU)J  au 

Mais  comme  il  s  agit  dans  ces  calculs,  ainsi  que  nous  le  recon- 
naîtrons dans  un  instant,  de  termes  très  petits,  nous  pourrons 
remplacer  9  {au)  par  Aa^u^  et,  dans  les  seconds  membres,  t  par 
la  valeur  que  Ton  obtient  en  remplaçant (p(ati)  par  Aa'ti', savoir: 


*  =  '«"*-4« 


tVA  [ut,        u*J 


On  aura  alors 


a'AwV*  \  a*uV 

„,_(,_JL)(...^.)l-„., 


134  —  188  — 

ou,  en  passant  à  la  variable  u;, 

10»        ^  10»  ^ 

au  au* 


*  V         lOV  \  r«A.10"/a   tij 


Nous  écrirons  ces  équations  : 

dit  =  —  Fi(w)6fdw, 
ou,  en  remplaçant  dj  pt^r  sa  valeur  et  intégrant, 

X,  =  /     aF(u?) sin p  f il  dw^ 

«PO 


t j  =3  —  /    AF|(tt7)  sin  p  [ 1 1  dw. 


*u„ 


Mais  en  intégrant  par  parties,  nous  aurons 

p                    p  Vw^o         ' 

^  _2  /     F'(u;)  ces  p  ( ijdw, 


p  ^ 


ou 


—  189  —  135 

ce  qui  peut  s'écrire 

r  i  TfCm;)  ^  -]  F"(tt;)l  sin  p  f  ^  -  I  ]  f/w  =  — "  Flu^o) 


«^ 


Mais 


-^-F(u.)cospp-i)^-^F'(i.)sinp(!î-1 


< 


-^  =  0,00087. 


On  pourra  donc  négliger  le  lerme  ^  F"(u;)  devant  F(m;), 
ainsi  que  les  termes  en  -^,  devant  ceux  en  -  et  prendre  par 
suite 

On  trouvera  d'une  façon  semblable 

.•=_i!!^F.(,j.>3F.(..)cos,(iîi-l). 


En  remplaçant  F  et  F^  par  leurs  valeurs,  il  vient 

'-;;S-,h(-^)--(<-^)«-&:-<)} 

la  valeur  maxima  de  x^  aura  lieu  sensiblement  pour  ?  =  —  /q 

Iw        \ 

ces  » 1  U=s  1 , 

\Wq  f 

et  on  aura  alors  pour  x^  la  valeur 

ar'A.IO'/»    "L        «'«        iO'l         11^/ J' 
Si  dans  cette  formule  on  prend  pour  w  la  valeur  qui  oorres- 


456  —  i90  — 

pond  à  II  =  300,  et  que  I*on  donne  à  t^  la  valeur  (g  20**  (pour 
tenir  compte  de  ce  fait,  que  Tangle  de  chute  est  plus  grand  que 
Tangle  de  tir  et,  par  suite,  à  Tinslant  final,  —  t  >  t'o),  on  trouve 
pour  X,  une  valeur  négative  plus  petite  que  l^'.KO",  la  portée 
étant  de  pins  de  7  000";  on  voit  que  cette  influence  peut  être 
complètement  négligée. 

On  aurait,  d*une  façon  semblable, 

l'W^f        Kw'\(         Pgiw'\  Iw         \ 


On  aurait  ensuite 


.»/  =^fi(ix  ^J{it  H-  1,)  (dx,  -♦-  rfx,), 
ou,  en  nous  bornant  à  la  même  approximation  que  plus  haut, 

c  esl-à-dire,  en  posant  encore 
avec 


«Vo  *"0 


Mais  en  prenant  toujours 


P//m  Pwdw 


^^*  a^u'^Xr*       ar*A.iO* 


—  191  —  137 

Donc 

*•       pr*K\0'J       \\         10*/  \         r'AlO"/       '^  \w„ 


u»,\  10V  \         r*A10*' 

iP       /••*.,     /         Km;*\    .       (w         \  , 
*A10V  \         10«/       '^Vt^o        / 


f/w» 


ctr 


El  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  reconnaitrail 
que  la  variation  pour  ?/  est  complètement  négligeable. 

Donc,  en  résumé,  le  mouvement  de  la  projection  du  mobile 
sur  le  plan  de  tir  peut  être  traité  sans  tenir  compte  du  mouve- 
ment du  projectile  autour  du  centre  de  gravité,  et  comme  si  Taxe 
du  projectile  coïncidait  constamment  avec  la  tangente. 


VIII 


Calcul  de  la  durée  du  trajet  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  allons  maintenant  calculer  un  élément  relatif  au  mouve- 
ment du  centre  de  gravité,  que  nous  avions  laissé  de  côté  jusqu'à 
ce  moment,  par  suite  de  son  importance  un  peu  secondaire  :  c'est 
la  durée  du  trajet. 

On  a 

du  rV* 

—  = —  9(v)  C086  , 

dt  p   ^^  f 

d'où,  en  adoptant  riiypoihèse  du  général  Didion, 


Pdu 
dt=^-' 


aîrrç,(ai/) 


138 


—  192  — 


ou,  en  passant  à  la  variable  z» 


10« 


dt 


P        -1 


2rM0 


Mais 


x(z)  =  R  -♦-  A 


z  —  a 


[/(z  —  aY-^V 


avec 


R  =  1,5J,         A  «0,495,        a  =  9,5,        6' =  2,2 


On  aura  donc 


dt 


2r«.iO»y     ^ 


R-^  A 


z  —  a 


\/(z  —  a;«  ^  6' 


clz 


Considérons  donc  rintëgrale 


/-[« 


'-"        ]dz. 

—  a)*  +  6' J 


l/(z  —  a) 


Celle  intégrale  est  égale  à 


2R2Î  -*-  A 


Ao  /  -—==:== 

l/zflz  — o)'-»-  b^l         J  l/iUz  — oy  +  6«l 


l/z[(z  —  o)'  -^  6'] 


L(2_a)'^-6'1 


Mais  en  passant  aux  fonctions  elliptiques,  comme  nous  Tavons 
fait  plus  haut,  nous  avons 


/ 


lu 


l/z|(î-o)'-»-fc*j 


en*  M 


z  =r 


sn^  u  dn^  u 


—  493  —  139 


et,  par  suite, 


-  s=  —  2r  / du  y 

l/r[(z-.a)*-4-6«]  '^    sn'udn'ti 

y,  k,  K,  K',  if  i'  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  valeurs  que  précédem- 
ment, puisque  ici,  comme  plus  haut,  la  quantité  sous  le  radical  est 

Mais  on  a 

cn'ti  i  fc"         ,    . 

,    ,  ,    =  -^ — r-  =  A'sn*(u  -♦-  tK')  -  dn«(ii  -♦-  K). 

sn^'tidirti       sn*tt       dn'ii  x  /  v  / 

D'ailleurs 

A«sn«.  =  i-D.^, 
K  0(11) 

d'où  Ton  déduit 

J  04  (U) 

^  ^       K        "ô.(ti) 

dn*  (11-4-  K)  =  i  —  Jt'  sn»(ii  -♦-  K)  =  i  —  i  H-  D.  ^^ . 

K  h{u) 

de  sorte  que  Ton  a,  en  définitive, 

cn'ti  2J  0;(fi)  6i(M) 

TT  =  17  —  ^  —  *^-  TTTx  —  ^- 


sn^tidn^ti        K  6,  (m)  63(11) 

Mais  ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  le  module  étant  très 
voisin  de  1,  il  y  a  lieu  de  substituer  les  fonctions  â  aux  fonc- 
tions 0.  Nous  aurons  pour  cela  recours  aux  formules  déjà 
employées 

&(«l)  &|(ll)  &,(m)  &3( 


BAu)        y    K 


ô(w)       te.  (m)      ô,(u)      6i{u) 
XV.  13 


uo 


-  194  — 


d*oii  Ton  déduit 


h\  (m)                   Tft/ 

o,(w)            l'K'K 

-t- 

»;(«) 
».(«) 

-t- 

H») 

On  aura  donc 

cil*  u 

-'  -1 

su''  (/  dn^  K 

K 

D. 


D. 


9,(1/) 


2K'K 
ÏKÏK 


D. 


D. 


a,(tt) 

^3(1/) 


K'K         '^.(11)  "^3(w) 


Mais  la  relation  connue 


KJ'  — JK'  = 


—  » 

«9 


donne 


2J 

"k 


2J' 


de  sorte  qu*il  viendra 

/zdz 


-  =  --2r 


Mais 


-  1     :,-     y   j =   y\)X =  O'UA    =  V 

Ml  M  (iii  M  dn  u  bj^u)  L^i(w)       ^3(w)J 


D  où  Ion  déduit 


zJl 


^i('0 


/ 


T 


^;(w) 


et,  par  suitr, 
Donc  enfin 


^3'.  M)  '     ^.(W) 


Z* 


4-')r« 


2r 


^;(«) 

*.{«) 


'■■] 


y.-W.-5(»-A,='_«[.(^_,)-^]..u,ï^! 


—  i95  —  i4i 

Mais  en  nous  reportant  aux  résultats  obtenus  précédemment, 
nous  avonSy  pour  calculer  ti,  les  équations 

Mais  si  nous  posons,  comme  plus  haut, 


—7=  m,               tlim  =  cos(, 

nous  aurons 

tlim  — 2:  ^Y/rtg-. 

- 

loff  cet- 
e       2 

loge 

avec 

/:  =  sinp,             r'=  —=9.615, 

/  —  8»  52'  t>7", 

p  =  85"  53'  47". 

On  pourra  d  ailleurs  dans  le  cas  présent,  en  se  reportant  à  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment,  prendre 


»;(«) 

Tt 

ch 

ru 
2K' 

£r,(«) 

2R' 

<;h 

;rw 

— :  coth  m . 
2K' 


2K' 
De  sorte  qu*en  posant 


4AK'r    /2J'         \       al       ^^        2Arîr 
/    z  *%(z)rfze=M|  Iz'—zîJ -+- N|(iif^, — m) -«-L| (coth m — cottifnj. 


442 


—  496  — 


et,  par  suite,  si  I  on  pose 


î2rM0* 


H, 


f  =  H    M|(s'  —zl)  -+-  N|(mj,— tw)  -f-  L,(cothm  —  coih  wj    • 

Nous  avons  d*ailleurs,  en  nous  reportant  aux  valeurs  numé- 
riques déjà  obtenues, 

M,  =  4,650,  logM,  =0,21î249, 

N<  =  0,0486,  log  N,  =  5,26954 , 

L,  =  6,4  306 ,  Jog  L,  =  0,78750 . 

On  a  de  plus,  dans  le  cas  du  canon  de  400  tonnes, 

et,  si  Ton  se  suppose  placé  dans  le  cas,  que  nous  avons  examiné, 
du  tir  sous  langle  de  4S^  avec  la  vitesse  de  450"*, 


donc 


r„  =  5,4682, 
tn^  =  3,005 
log  thtWo  =  4,99786, 

log  H  =  4,00237 
Jog  M,  =  0,24219 
log  4  =  0.35667 

4,57123 

log  H  =  4 ,00257 

log  L,  =  0,78750 

log  cothw.  =  0,00214 


logzj  =0,55667, 

log  mo  =  0,47756, 

log  coihfWo  =  0,00244; 


log  H  =  1 ,00237 
log  N,  =  2,26951 
log  m„  =  0,47756 

1 ,74944 

HM,4  =  57,259 
HL,  collimo  =61,946 


4,79201 


99,205 
nN,iWg=    0,562 


98,645 


Donc,  dans  le  cas  actuel, 

t  =  HM.s«  —  HN.w  -h  HL,  colh  m  —  98,643, 


—  i97  — 


145 


avec 


log  HM,=i  1,21456,    log  HN,  =  1,27188,    log  HL,  =  1,78987. 

Si  l*on  veut,  en  particulier,  calculer  le  temps  écoulé  jusqu*à 
rinstant  où  u  est  réduit  à  300",  c*e$t-à-dire  à  peu  près  le  temps 
mis  par  le  projectile  pour  arriver  au  point  de  chute,  on  aura,  en 
se  reportant  aux  valeurs  données  plus  haut, 


log  nM,  =  1,21456 
Jog  jz«  =  0,51770 


log  th  m 
Jog  coth  m 

1,75226 
=  r,96350 
=  0.03450 

HM12U 
L|  coth  m  = 

=  53,984 
=  66,737 

120,721 
98,945 

log  HN,  =  r,27 1 88 
Jog  m  =  0,20770 


T,479o8 

logHL, 

=  1,78987 

log  coth  m 

c=i  0.03450 

• 

1,82457 

HN.m 

=  0,302 

98,645 

98,945 


«  =  21,776 


On  trouve  donc,  en  nombre  rond, 


«-=21'- 

4 


IX 

Calcul  de  la  durée  du  trajet  eii  supposant  la  résistance 
proportionnelle  à   la  quatrième  puissance  de   la  vitesse. 

Pour  ne  pas  recourir  à  l'emploi  des  fonctions  elliptiques,  on 
pourra,  au  besoin,  calculer  la  durée  du  trajet  en  prenant  la  résis- 
tance proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse.  Si 
la  durée  du  trajet  est  un  élément  que  Ton  ne  cherche  pas  à  cal- 
culer avec  une  grande  approximation,  on  obtiendra  un  résultat 
suffisant. 


i44  —  198  — 

En  supposant  la  résistance  proportionnelle  à   la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse,  on  a 

Pc/m  Pdii 


ou,  en  posant 


i?*r'A  ces  5  Aa'wS* 


10' 
w  =  — 

OH 


d*où 


P 

dl  =  a  ?rVl/' , 

Ar-  10 


ôr^.AiO'W?         / 


Dans  le  cas  présent,  comme 

P=IO', 


cette  formule  devient 


ut      iw 


1=     "»  sk:,.-! 

ôr*A.IO  \ui 


Nous  avons  d'ailleurs 


log  Wq  =  log  zÎ  =  0,35667 , 
log  M^  =  1 ,07004 

—  log  3  =  r,52288 

—  logr'=  1,30340 

log  ^^=1,890^9. 

Si  maintenant  nous  prenons  d'abord  pour  A  la  valeur  déduite 
de  la  portée 

Aj.lO*  =  6,975,  log  A,  =  6'.84356, 

et,  par  suite, 

log  -î^,  =  \  ,89629  H,  =  1  i  ,29i , 

3r' 

—  log10*A,  =  î,iS644 
log  H|«- 1,05273 


—  199  -  14Î5 

on  aura 


M)' 


Si  nous  prenons  ensuite  pour  A  In  valeur  déduite  de  la  dériva- 
tion 

A,.1 0*  =  7,577 ,  log  A,  =  6.86786, 

on  aura 

log  -.-,  =  1 .89629 
or 

—  log  iO*A,  =1,13214 

log  II,  =  1 ,05f843  II,  =  \  0,676 , 

et 


,.=„.g-.). 


D*aillcnrs,  si  Ton  cherche  le  temps  écoulé  depuis  Tinslanl  ini- 
tial jusqu'à  celui  où  la  vitesse  horizontale  u  est  réduite  à  300*", 
on  a 

logf~—  1 1  =  0,31006, 

et,  par  suite»  avec  la  première  formule, 

log  (,  =  1 ,36279 ,  f ,  =  23',0[)6 . 

et,  avec  la  seconde, 

log/,  =  1,33849,  /,=  21*,80l. 

On  voit  qu'en  particulier  la  seconde  valeur  diiïcre  de  la  valeur 
obtenue  plus  haut 

/  =  2f,776, 

seulement  de  CjOSS,  par  suite  d'une  quaniilé  négligeable. 


U6  _  200  — 
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d'us 


SYSTÈME  ORTHOGONAL  TRIPLEMENT  ISOTHERMI 


PAR 


M.  le  V^«  de  SALVERT 

Professeur  à  l'Université  Catholique  de  Lille. 


CHAPITUE  V. 

Détermination,  pour  le  cas  le  plus  général,  de  Texpression  des 
trois  coordonnées  rectilignes  en  fonction  des  coordonnées  cur- 
vilignes. 

Système  d'équations  alx  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

AUQUEL  satisfont  SIMULTANÉMENT  LES  TROIS  COORDONNÉES  RECTILIGNES, 
LORSQUE  l'on  TIENT  COMPTE  DES  RÉSULTATS   PRÉCÉDEMMENT  ACQUIS.  — 

Etant  venu,  dans  le  Chapitre  prccc^dent,  heureusement  à  bout 
des  obstacles  qui  hérissaient  la  première  moitié  de  la  carrière  que 
nous  avons  à  parcourir,  nous  pouvons  espérer  maintenant,  sans 
trop  de  présomption,  conduire  de  même  à  bon  port  le  Lecteur  au 
terme  définitif  de  la  recherche,  s'il  veut  bien  nous  accorder 
encore,  pour  la  seconde  moitié  de  la  carrière,  le  même  crédit 
de  patience,  toujours  en  considération  de  la  difficulté  du  pro- 
blème d'Analyse  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Celte  seconde  partie  de  notre  programme  consiste,  ainsi  que 
nous  l'avons  dit  en  posant  le  problème  dans  le  Chapitre  III,  à 


336  —  202  — 

déterminer  les  (rois  coordonnées  reetiligncs  x,  y^  z^  en  fonction 
des  coordonnées  curvilignes  f,  ^,  m,  par  la  condition  de  satis- 
faire simultanément  aux  six  équations  du  premier  ordre  non 
linéaires  (20),  dans  lesquelles  les  quantités  P,  Q,  R  représente- 
ront maintenant  les  (rois  expressions  déterminées  que  nous 
venons  d  obtenir  comme  résultat,  à  la  fin  du  Chapitre  précédent, 
c'est-à-dire  celles  fournies  par  les  formules  (65),  (66),  et  (67)  de 
ce  Chapitre. 

Cela  posé,  nous  pourrons,  comme  on  le  verra,  atteindre  le 
but  en  question  par  deux  voies  pour  ainsi  dire  inverses  Tune  de 
fautre,  et  dont  voici,  en  quelque  sorte,  pour  chacune,  le  pro- 
gramme et  les  traits  essentiels. 

Pour  la  première,  formant  par  la  diSërentiation  le  système 
complet  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
auxquelles  devra  satisfaire  isolément  chacune  des  trois  fonctions 
inconnues  x,  t/,  r;  puis,  adoptant  ces  équations  comme  point  de 
départ,  en  déduire  par  l'intégration,  pour  ces  mêmes  inconnues, 
des  expressions  de  même  forme,  mais  plus  larges,  que  celles  qui 
conviennent  proprement  à  la  question;  et, enfin, ces  expressions 
une  fois  obtenues,  déterminer  les  arbitraires  surabondantes 
qu'elles  renfermeront  ainsi  par  la  condition  de  satisfaire  aux 
équations  proposées  elles-mêmes.  Pour  la  seconde,  commencer, 
au  contraire,  par  former  l'intégrale  la  plus  générale  de  chacune 
des  trois  équations  du  premier  ordre  (20)  du  Chapitre  III  qui 
ne  renferment  qu'une  seule  inconnue,  c'est-à-dire  des  (rois 
équations  de  gauche  de  ce  groupe;  puis,  parlant  alors  de  l'expres- 
sion ainsi  obtenue  pour  chaque  inconnue  x,  y»  z,  et  s'aidant  au 
besoin  d'une  partie  des  équations  du  second  ordre  déjà  envisa- 
gées dans  la  première  méthode ,  déterminer  les  arbitraires 
introduites  par  les  trois  intégrales  générales  que  nous  venons  de 
dire,  parla  condition  de  satisfaire  ensuite,  avec  les  mêmes  expres- 
sions de  X,  v,  z,  aux  trois  équations  de  droite  du  même  système 
proposé  (20). 

La  première  de  ces  deux  méthodes  étant  la  plus  courte  et  la 
plus  directe,  c'est  celle-là  seulement  que  nous  développerons 
dans  ce  Chapitre,  et,  pour  ne  pas  fatiguer  le  Lecteur,  après  l'avoir 
conduit  au  but,  nous  reporterons  en  appendice,  dans  les  Notes  II 
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et  III,  la  démonslration  et  Tapplicalion  de  la  seconde  méthode, 
qui  devra  nous  amener,  bien  entendu,  exactement  au  même 
résultat  que  la  première. 

Mais,  avant  de  commencer  Texposiiion  de  cette  première 
méthode,  voyons  tout  d'abord,  aussi  bien  en  vue  de  Tune  que  de 
l'autre,  ce  que  deviendra  le  système  proposé  (20)  du  Cha- 
pitre III,  lorsque  nous  y  introduirons  les  résultats  acquis  à  la  fin 
du  Chapitre  précédent,  c'est-à-dire  les  valeurs  (65)  de  P,  Q,  R, 
et  dans  ce  but,  commençons  par  eiTectuer  dans  ce  système  un 
changement  linéaire  des  variables  indépendantes,  en  prenant,  à 
la  place  de(p,  ij/,  m,  les  nouvelles  variables 

?»  =  .7?  -^  /»  ?       -h  =  y'^  -*-  /*',       '^i  ==  y"^  -*-  h'\ 

c'est-à-dire  les  arguments  eux-mêmes  des  fondions  elliptiques 
qui  figurent  dans  les  expressions  (06)  de  *,  ^,  H. 

A  cet  effeï,  remarquant,  en  premier  lieu,  qu'en  convenant  de 
désigner  par  u  l'une  quelconque  des  coordonnées  rectilignes, 
les  trois  équations  de  gauche  (20)  du  Chapitre  III  qui  seront  alors 
comprises  sous  le  type  unique 

n 

(76)  ^^(;)"-q(7)  -«fâ^'^OK, 

s'écriront  de  même,  en  ayant  égard  aux  expressions  précitées  ((35) 
deP,Q,R, 

.  (fluV  (duV  [duV 

/  =Ba6rC^'-^)(^ -*)(*— m); 

puis,  introduisant  de  nouveau  les  trois  quantités  /,  m,  ii,  déjà 
considérées  dans  notre  Chapitre  II,  et  que  nous  utiliserons  encore 


*)  En  la  traduisant  à  l'aide  de  la  clef  définie  par  notre  note  de  la  page  ?.(yÈ  ci-dessus, 
celle  équation  reproduit  le  type  (30)  du  §  LXV  des  Leçon.^  sur  les  Coordonuéen  Curvi- 
lignes (|)age  li5',  qui  représente  lui-même  le  type  (â9)  du  $  L  précédent  de  Lamé. 


(80) 


338  _  204  _ 

dans  le  Chapitre  VI  ci-après»  savoir  celles  définies  par  les  égalités 

(78)  /«  =  a*— 6*,  fii'  =  6«  — c«,  n«  =  c'— o', 

qui  permettront  d'écrire  les  valeurs  (67)  des  constantes  gr,  g\  g", 
k,  k',  k'\  sous  la  forme  plus  simple 

g=Wi    s'-^-Vl     y-^-W-' 

,_  ,      ,  /m  ▼    a  Win    »     6  ni  ^    y 

(79)  I  

'-V^-    ^'W^     '-N^.. 

et^  par  suite,  les  trois  dérivées  de  u  ainsi  qu'il  suit 


du       du  dfx       du  1   •    /s  du 

df       dfi  df       dfi         Im  ^   a  d^, 


du        ^   \  /*  '''^  ^"       ^  \  /*  ''** 

Ton  voit  qu'en  substituant  ces  dernières  valeurs,  multipliant  par 
le  produit  t^m^n^^  puis  développant  le  second  membre,  Téquation 
ci-dessus  (77)  prendra  alors  la  forme 

{<^-'- »■  c^r  ^  <"-♦)•'•  Ci)' M- --•  o'j 

«  —  UmW.a&y  [{^t  —  11)  **  -♦-  (n  —  4»)  ^*  -t-  (*  —  v)n']; 

ou  définitivement,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  divisant  par  5,  puis  introduisant  de  nouveau  la 
constante  c/^  définie  par  la  relation  (74)  du  Chapitre  précédent, 
et  convenant  enfin  d'effacer  à  présent  Tindice  1  qui  spécifiait 
nos  nouvelles  variables: 

,_.,o[„.g.i:j.,„_,[,.(-)vg 

(81)       \ 


—  205  —  339 

Semblablement,  pour  les  trois  équations  de  droite  (20)  du 
Chapitre  III,  leur  type  sera,  si  Von  désigne  par  u  et  t;  deux  coor- 
données reetilignes  quelconques  (supposées  différentes), 

du  dv  du  dv       _  du  dv 

df  df  af  d^  du  cla 

et  deviendra  tout  d'abord,  en  y  remettant  comme  tout  à  Thetire 
les  valeurs  (65)  de  P,  Q,  K, 

du  dv         ,  ^    du  dv  ,  du  dv 

«(M-ii).— ---f.6(n-*).—  -  -nr  *  — *F).  — —  =  0, 

df  df  d^  a^  drs  du 

puis,  en  la  transformant  dans  le  nouveau  système  de  variables 
par  la  substitution  des  dérivées  (80),  et  multipliant  de  nouveau 
par  le  produit  /*#n*w^ 

r  .     .  c/w  dv  ,^  du  dv  ^  du  dv  "1 

«   (Y-ii).«'  — — -^(n-*)./«  — —  ^(*--'F).i/i*  — —   =0, 
L  dft  dfx  d^i  a<fi  dui  dux_\ 

ou  simplement,  en  supprimant  le  facteur  constant  5,  et  effaçant 
encore  les  accents, 

/«^.       ,  V  J^^^^      .         .M^^^^     ,  ^    ^dudv 

(82)  (4-n);i*---*-(n-<i>)/*— ---*-(<i>-^)m'---  =  0. 

cie  (If  a<p  af  du  du 

Le  système  des  six  équations  du  premier  ordre  (20)  du  Cha- 
pitre m,  que  nous  avons  à  intégrer,  est  ainsi  représenté  main- 
tenant par  les  deux  types  (81)  et  (82),  dans  lesquels  0,  \F,  Il 
figurent  actuellement,  par  suite  du  changementadmisde  variables, 
au  lieu  des  expressions  (66),  les  expressions  plus  simples 

(     <l>  =  —  a*cn'v  —  bhï\*fy  m'  =  —  6*cn*f  —  c'sn*^, 

(83)  \ 

{  U  =^  —  c'cn'o  —  a'sn*a, 

et  ne  contiendra  plus  dès  lors,  par  suite  de  ces  dernières  valeurs 
de  4>,  ^,  n,  les  constantes  primitives  a,  6,  y,  mais  seulement  les 
constantes  a^,  6^,  c^,  d^,  par  Tintermédiaire  des  constantes  /^,  m^, 
n^  et  A,  k\  k\  définies  en  fonction  de  celles-ci  par  les  égalités  (78) 
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el  (79).  Si  donc  Ton  convient  de  prendre  désormais  pour  con- 
stantes arbitraires  indépendantes  g,  g\  g'\  à  la  place  de  a,  p,  y^ 
celles-ci  étant,  dans  ce  cas,  supposées  déterminées  en  fonction 
de  celles-là  par  les  mêmes  relations  (79),  on  voit  qu*alors,  d*une 
part,  le  système  que  nous  avons  à  intégrer  (81)  et  (82)  ne  ren- 
fermera plus  comme  constantes  explicites  que  les  quatre  con- 
stantes a*,  6-,  c^,  cP,  et,  d  autre  part,  que  nos  nouvelles  varia- 
bles (p,  4*9  ^>  qui  figurent  dans  les  expressions  (83),  contenant 
implicitement,  chacune  par  définition,  deux  constantes  complète- 
ment arbitraires,  savoir  g  et  A,  g'  et  A',  g'  et  A",  seront  précisé- 
ment désormais  les  paramétres  thermométriques  des  trois 
familles  coordonnées,  entendus  dans  le  sens  général  que  nous 
avons  donné  à  cette  expression  pour  une  famille  quelconque  de 
surfaces  isothermes. 

Indication  générale  de  la  méthode  d'intégration  et  degré  de 
LIMITATION  de  LA  SOLUTION.  —  Ccs  préliminaires  indispensables 
pour  la  position  claire  et  nette  de  la  question  étant  désormais 
entendus,  voyons  d'abord,  avant  tout  calcul,  à  quelles  conclu- 
sions elle  devra  nous  conduire,  au  point  de  vue  de  la  délimitation 
exacte  de  la  solution  cherchée. 

A  cet  effet,  examinant  tout  d  abord  quel  sera  le  nombre  des 
équations  aux  dérivées  parlielles  du  second  ordre,  auxquelles 
devra  satisfaire  isolément  chaque  coordonnée  reclilignc,  équa- 
tions qui  constitueront,  avons-nous  dit,  le  point  de  départ  de 
notre  recherche,  nous  reconnaîtrons  de  suite  que  ce  nombre  est 
de  six.  Car,  si  nous  avons  en  vue  la  coordonnée  x,  par  exemple, 
les  six  équations  proposées  (81)  et  (82)  étant  différenliées  à  la 
fois  en  f,  ^,  t?,  fourniront,  en  les  comptant  elles-mêmes,  un 
total  de  6  x  4  =»  24  équations,  entre  lesquelles  il  suflira  d'éli- 
miner toutes  les  dérivées  des  deux  inconnues  y  et  z,  soit  neuf 
dérivées  pour  chacune,  dix-huit  pour  les  deux^  les  fonctions 
inconnues  n'entrant  pas  elles-mêmes  dans  lesdites  équations. 

Gela  fait,  convenant  de  poser  pour  ce  second  problème, 

du  du  du 

(84)  -  =  L,  7-=  M,  7-  =  N. 

tly  (li  da 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
(85)  du  =  Ldf  -♦-  Md^  -h  Nrfo , 

et  de  dénoter,  par  un,  deux,  ou  trois  accents,  les  valeurs  de  L,  M, 
N,ou  de  toutes  autres  quantités,  spéciales  à  chacune  des  coordon- 
nées X,  2^,  z,  supposons  que  nous  introduisions  dans  ces  six 
équations  du  second  ordre,  qui  ne  contiendront,  évidemment,  pas 
plus  que  les  équations  proposées  d'où  elles  proviennent,  la 
fonction  u  elle-même,  à  la  place  des  trois  dérivées  premières,  les 
irois  quantités  L,  M,  N,  et  à  la  place  des  six  dérivées  secondes, 
les  quantités 


d*u       dL 

(Pu       dM 

cPm       (/n 

df*       df 

d^if*        d^ 

(/o*        drs 

(Pu        r/N       rfM 

cTu        (IL      c/iN 

d^u       dM      dL 

c/'f(/t3         (/<f          da 

dud'f       da      d'f 

dfd^       (h       dp 

Si,  pour  faire  celte  opération,  nous  avons  la  précaution  de 
résoudre  auparavant  le  système  de  ces  six  équations,  par  rapport 
aux  six  dérivées  du  second  ordre  de  ti,  il  est  clair  qu'alors  les 
trois  premières  équations,  c'est-à-dire  celles  qui  fourniront  les 
valeurs  des  trois  dérivées  quadratiques  |j*"»  jjj^t  ^^^^»  ne  don- 
neront, après  cette  transformation,  qu'une  seule  équation  cha- 
cune, tandis  que  les  trois  autres  équations,  qui  fourniront  les 
valeurs  des  trois  dérivées  rectangles,  seront  susceptibles  chacune 
de  deux  expressions  différentes  :  d'où  il  suit  évidemment  que 
nous  aurons  obtenu  par  ce  procédé  neuf  équations  simultanées 
distinctes,  fournissant  pour  les  neuf  dérivées  premières  des  trois 
quantités  L,  M,  N,  les  valeurs 


(86) 


dl 

7--L., 
d9 

ê 

dl 
df'^^' 

du 

*"'  -  M 
,         -"1» 

«r 

d,  =  ^'^ 

dM 
du 

rfN 

d,  =  ^" 
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avec  les  conditions 

Li^L) ...  ,M| ...  ,^3,  étant  des  fonctions  déterminéesde  L,  M,  N,des 
variables  indépendantes  ç,  4»,  w^  et  des  constantes  a^,  6*,  c*,  d*, 
existant  à  Tavance  dans  les  équations  proposées  (8t)  et  (82).  Or, 
ce  résultat  équivaut  manifestement  à  dire  que  ces  mêmes  incon- 
nues L,  M,  N  seront  déterminées  par  la  condition  de  vériGer  le 
système  des  trois  équations  simultanées  aux  diSërentielles 
totales 

(87)  \    rfM  =  M|(/'^  -f-  M,(/^  H-  Msrfc, 

problème  entièrement  équivalent,  comme  Ton  sait,  à  trouver  une 
solution  commune  aux  trois  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  simultanées 

o 

(la  du  da  du 

di)  da  da  da 

da  da  da  da 

— +L,-+M,—  +N,— =0, 
'      da  dL  (iM  dî\ 

et  résolu  théoriquement  dès  lors  (en  le  supposant  possible  dans  le 
cas  actuel)  par  les  belles  méthodes  de  Jacobi,  Bour,  et  Mayer  {**), 
relatives  à  cette  seconde  ibrme  de  la  même  question  {***)- 


[')  Voir  à  ce  sujet,  si  l'on  veut,  les  Chapitres  VI  (pp.  Î20G-250),  et  Hl  (pp.  i73-179)  du 
Livre  H  de  l'excellente  et  précieuse  monographie  publiée  par  M.  P.  Mansion  sous  ce 
titre  :  Théorie  des  Équations  aux  Dérivées  Partielles  du  Premier  Ordre,  ou  encore 
Jordan,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  tome  111,  %%  59-70  (pp.  67-79),  cl 
S§  200-263  (pp.  33o-3;^»). 

(••)  Jacudi,  Vorlesungen,  33«  leçon,  pp.  2î>7-263;  BOLR,  Journal  de  l'École  Poly- 
technique, tome  XXXIX;  Mayer,  Mahcmatitche  Annalcn,  tome  V,  pp.  4-48-470. 

(***)  11  est  évident,  à  première  vue,  que  le  succès  d'une  pareille  méthode  est  fondé  tout 
entier  sur  la  surabondance  du  système.  11  est  donc  intéressant  de  se  demander  quelle 
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Pour  qu'il  existe  des  systèmes  orthogonaux  triplement  iso- 
thermes en  dehors  de  ceux  déjà  rencontrés  dans  le  Chapitre  III 
(ce  qui  n'est  nullement  évident  ni  démontré  a  priori),  deux  con- 
ditions successives  seront  donc  nécessaires  et  suffisantes^  savoir  : 

i'*  Que  les  systèmes  précédents  (88)  ou  (87)  soient  ce  que 
Ton  appelle  complets  ou  complètement  intégrnbles  (*).  En  sup- 
posant cette  première  condition  remplie,  il  arrivera  dans  ce  cas  : 

a)qu'on  pourra  obtenir,  pour  les  inconnues  L,M,N,  trois  expres- 
sions déterminées  renfermant  trois  constantes  arbitraires  C|,G2,C3, 
en  sus  de  celles  existant  déjà  dans  les  équations  proposées  (81) 
et  (82),  et  que  Ton  peut  représenter  dès  lors  par 

(89)      L  =  /;(y,^,c,C„C„C3),      M  =  /i(f,f,c7,C|,C„C8),       N=/*5(f,<f*,a,C„C„Cj); 

devra  être  pour  le  moins  la  mesure  de  cette  surabondance,  pour  qu'elle  soit  applicable  et 
puisse  fournir  la  solution  du  problème  analogue  le  plus  général. 

Soit  donc  donné,  entre  m  fonctions  inconnues  et  n  variables  indépendantes,  un  système 
de  N  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  contenant  de  même,  avec  les 
variables,  seulement  les  dérivées  des  inconnues,  à  l'exclusion  de  ces  inconnues  elles- 
mêmes.  11  est  bien  clair,  comme  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter,  qu'il 
suffira  encore  de  posséder  l'expression  de  toutes  les  dérivées  secondes  sans  exception, 
en  fonction  des  diverses  quantités  qui  figurent  dans  le  système  donné,  pour  être  en 
mesure  de  former,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  un  système  de  m  équations  différentielles 
totales  simultanées  entre  les  dérivées  premières  de  ces  m  inconnues,  considérées  comme 
inconnues  auxiliaires.  11  suffira  donc  de  compter,  d'une  part,  le  nombre  des  équations 
fournies  par  une  première  différentiation  du  système  donné,  et,  d'autre  part,  le  nombre 
des  dérivées  secondes  introduites  de  cette  façon.  Le  premier  est  mnnife>tement  N71;  quant 
au  second,  pour  chaque  inconnue  en  particulier,  on  voit,  en  supputant  encore  séparément 
les  dérivées  quadratiques  et  rectangles,  qu'il  sera  n  -4-  "^"y"  .  Par  conséquent,  pour  qu'il 
soit  possible  d'obtenir,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  l'expression  des  dérivées  secondes 
des  m  inconnues  sans  exception,  il  faudra  que  l'on  ait 

^      /         n(n— 1)\                       ^,  .        /         n  -  1\ 
Nn>mlnH 3 u         ou  N>mllH I, 

condition  qui,  étant  récrite  sous  cette  autre  forme 

N  —  m  -^  n  —  i 

m  â 

indique  ainsi,  par  une  formule  simple  et  lucide,  la  limite  inférieure  de  la  surabondance 
que  devra  réaliser  le  système  donné,  pour  que  le  problème  puisse  être  ramené  de  la 
sorte,  d'abord  à  l'intégration  d'un  système  d'équaiions  différentielles  totales,  et,  en  suppo- 
sant ce  système  complètement  intégra ble,  ensuite  à  de  simples  quadratures. 
(*)  Eu  égard  à  la  forme  particulière  sous  laquelle  elles  se  présentent  dans  la  question 
.  actuelle,  ces  équations  (88)  formeront  alors  ce  que  Ion  appelle  un  syntéme  de  Jacobi, 
(voir  Mansion,  loc.  cu ,  p.480,  au  bas,  ou  encore  Jordan,  ibid.,  t.  III,  S  64  (p.  73),  €t|26i 
(pp.  335  336). 
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6)  qu'avec  ces  mêmes  valeurs  des  qnanlilés  L,M>  N,  la  différen- 
tielle (85)  sera  une  différentielle  exacte,  puisque  lesdiles  valeurs 
de  L,  .H,  N  satisferont  alors  par  hypothèse  aux  équations  (86)  et 
(^SC**'*),  qui  sont  eoniplétemenl  équivalentes  au  système  en  ques- 
tion (87).  Par  conséquent,  en  y  remettant  ces  valeurs,  cette 
différentielle  fournira,  par  simple  quadrature,  l'expression  de  la 
coordonnée  rectiligne  t«,  à  l'aide  des  mêmes  constantes,  et,  en 
sus,  d'une  nouvelle,  simplement  additive,  Uq, 

2°  Il  faudra  en  outre  qu'après  avoir  formé,  à  l'aide  des  expres- 
sions précédentes  (89),  les  valeurs  des  neuf  dérivées  de  x,  y,  r, 
savoir 

ilx  dx  ,     ,      ,      '^^ 

T  =/l(î'iT'»''î^^^i'Q»       ■7-=A(?,f»»»^M)^i>Q?     7-=^/x(';'»'f'ïW»^'I>CI,Ci] 

rt^  m  Urs 

(90)  (  -T-  =  /i(f>'/'>o,c',',c;',C3),    -T-=/i(f,i,o,cj\ci',c'5),  y  =/'3(?,f,w,c',',(:i,cï 

(Iz  , dz  ,,  ^^     dz 

T"^A(t'»'^»'=^»^'*'^'*'^5)»       -7-=A(?''f»'^»C|'>^fiQ)'      -r=/3(?»'^'^»^'n^«'^3 

tif  dp  (lu 

l'élimination,  entre  les  neuf  égalités  que  nous  venons  d'écrire, 
des  neuf  eonslanles  arbitraires  C,  introduites  par  l'intégration 
(à  trois  reprises  différentes)  du  système  (87)  que  nous  avons 
substitué  au  système  proposé  primitivement  (81)  et  (82),  repro- 
fluise  ce  même  système  composé  de  six  équations,  condition  qui 
serait  évidemment  impossible  si  ces  neuf  constantes  C  étaient 
indépendantes  les  unes  des  autres,  et  qui  ne  pourra  être  rem- 
plie que  si  elles  se  réduisent  à  trois  distinctes  seulemerrt,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  si  ces  neuf  constantes  sont  liées  entre  elles 
par  six  relations  :  ce  qui  revient  encore  à  dire,  que  si  l'on  remet 
dans  les  six  équations  proposées  (81)  cl  (82)  (représentant, comme 
nous  l'avons  dit,  avec  le  nouveau  système  <les  variables  ç,  ^,  w, 
le  système  en  question  (20)  du  Chapitre  III),  à  la  place  des  neuf 
dérivées  de  m,  les  valeurs  précédentes  (90),  ces  mêmes  relations 
devront  se  transformer  par  là  en  autant  de  relations  distinctes, 
dans  lesquelles  ne  pourront  entrer  que  les  neuf  constantes  C 
précitées,  et  les  constantes  figurant  antérieurement  dans  lesdites 
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rqunlions  (81)  cl  (82),  mais  à  roxchision  des  variables  (p,  •>{;,  -sr 
elles-mêmes. 

Nous  ne  sommes  donc  nullement  assure  à  l'avance  que  le 
problème  actuel  comporte  une  soluiion,  mais  ce  que  nous  pou- 
vons affirmer  avec  certitude,  c'est  ce  fait  capital,  que  rien  jus- 
((u'ici  n'avait  permis  de  prévoir,  à  savoir  que,  s'il  en  est  ainsi  en 
réalité,  la  solution  la  plus  générale  du  problème  en  son  entier 
ne  comporlera  aucune  fonction  arbitraire,  mais  encore  (comme 
le  premier  problème  partiel  qui  a  fait  l'objet  du  Chapitre  précé- 
dent) seulement  dix  constantes  arbitraires,  qui  seront,  d'abord 
les  quatre  constantes  antérieures  a*,  6*,  c*,  d*,  puis  irois  nou- 
velles constantes  simplement  additives  Xq,  j/q»  ^o>  et  enfin  trois 
dernières  à  prendre,  comme  on  voudra,  au  nombre,  ou  en  fonc- 
ïlon,  des  neuf  constantes  C  liées  entre  elles  par  six  relations,  de 
manière  qu'il  en  subsiste  seulement  trois  de  réellement  arbi- 
traires, ainsi  que  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  neuf  cosinus 
relatifs  à  tout  système  d'axes  rectangulaires. 

Si  l'on  admettait  comme  connu  le  Système  Ellipsoïdal  ou  des 
Coordonnées  Elliptiques,  cette  conclusion  si  simple  et  si  précise 
suffirait  à  elle  seule,  sans  qu'il  soit  besoin  d*intégrer  effective- 
ment  le  système  d'équations  aux  différentielles  totales  (87),  pour 
fournir  immédiatement  avec  certitude  la  solution  la  plus  gêné 
raie  du  problème  envisagé  dans  ce  Chapitre.  Mais,  nous  étant 
proposé  précisément  dans  ce  Mémoire  de  découvrir  en  quelque 
sorte  (si  l'on  veut  bien  nous  passer  cette  métaphore,  qui  fera 
comprendre  mieux  que  tout  autre  mot  notre  pensée),  par  un  pro- 
cédé d'investigation  uniforme  et  rationnel,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  fait  en  partie  dans  notre  Chapitre  III,  totis  les  systèmes  tri- 
plement isothermes  qui  existent,  il  nous  est  dès  lors  interdit  de 
considérer  comme  acquise  aucime  notion  antérieure  à  ce  sujet  (*j, 


(*}  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  pourrait,  si  l'on  voulait,  arriver  logiquement  k  cette 
notion,  par  l'inlégration  d'une  seule  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre, 
en  suivant  la  voie  que  nous  indiquons  dans  la  Note  II  de  rAp|)endicc.  Nous  montrons,  en 
effet,  dans  cette  Note  que  l'on  parvient  très  aisément  de  cette  façon  à  constituer  directe- 
ment de  toutes  pièces  un  système  orthogonal,  composé  de  trois  familles  isothermes  du 
second  ordre, toutes  trois  du  type  (  116)  du  Chapitre  11  que  nous  avons  reconnu  être  le  plus 
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el,  par  conséquent^  nous  ilevons  roieénienl,  pour  iniiier  le  pro- 
blème, suivre  de  point  en  point,  pour  rappliquer  dans  toute  sa 
teneur,  la  méthode  dont  nous  venons  d*indiquer  les  grandes  lignes, 
en  abordant  maintenant  sans  hésitation  les  différents  problèmes 
d*Analyse  sur  lesquels  elle  repose. 

Système  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
auxquelles  satisfont  isolément,  dans  le  cas  le  plus  général  du 
système  orthogonal,  chacune  des  trois  coordonnées  rectilignes. 
—  La  méthode  qtie  nous  venons  d'indiquer  à  grands  traits  dans 
le  paragraphe  précédent  s*appliquerait  exactement  de  la  môme 
façon,  ainsi  qu*on  le  reconnaît  immédiatement,  en  adoptant  pour 
point  de  départ,  au  lieu  des  équations  (81)  et  (82),  c'est-à-dire  des 
équations  (20)  du  Chapitre  III  spéciales  au  cas  du  système  tri- 
plement isotherme,  les  équations  (5)  du  même  Chapitre  relatives 
au  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal.  Comme  d  ailleurs, 
dans  cette  nouvelle  hypoihèse,  les  calculs  ne  seront  ni  plus 
longs,  ni  plus  diflieilcs,  mais  plutôt  plus  simples  comme  écriture 
qtie  dans  Ihypothèse  précédente,  c'est  sur  ces  dernières  équa- 
tions (5)  elles-mêmes  (dont  les  suivantes  (20)  ne  sont  que  les 
transformées  avec  les  quantités  F,Q,R  substituées  comme  incon- 
nues aux  invariants  Ai^,  Ai'^//,  A,z<7),  que  nous  allons  effectuer  à 
présent  les  calculs  indiqués  tout  à  Theure,  de  sorte  que  le  sys- 
tème d'équations  différentielles  totales  (87)  auquel  nous  parsieii- 
drons  ainsi  fournira  la  solution  de  la  question,  aussi  bien  pour 


général  pour  cet  ordre  de  surfaces,  mais  distinctes,  c'est-à-dire  de  variétés  ditTéi ciitos. 
système  dont  les  coefficients  dépendront  alors  de  quatre  constantes  ou  paramètres  arbi- 
traires, a-,  /»-,  c^,  d*,  eu  écrivant  -,  à  la  place  dr.  h  dans  l'équation  (titi).  Or  si  l'on 
effectue  un  simple  changement  de  coordonnées  rectilignes  dans  les  équations  de  ce  sys- 
tème, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  pour  passer  du  type  (1 16)  ou  ^1^7)  à  la  forme  (1:28), 
sous  cette  nouvelle  forme  les  mêmes  équations  contiendront  bien  alors  les  dix  coiistantrs 
arbitraires  exigées  pour  la  solution  la  plus  générale,  dont  trois  simplement  additives, 
■i'o^  2/0'  -o«  *<in^^  MU6  nous  l'avons  déjà  constaté  dans  le  Chapitre  11.  à  propos  des  coeffi- 
cients '1:29;  de  l'équation  (1:28).  Et  dès  lors  le  système  en  question,  présentant  sous  cette 
forme  tous  les  caractères  de  généralité  que  nous  venons  de  reconnaître  en  propre  à  la 
solution  la  plus  générale  du  problème,  constituera  évidemment  de  nouveau,  tout  comme 
pour  l'autre  question  envisagée  dans  le  Chapitre  II,  la  solution  la  plus  générale  elle  même. 
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le  cas  le  plus  général  du  système  orthogonaly  que  pour  le  cns 
parliculier  du  syslcme  triplemenl  isotherme,  spôeialcmeni  envi- 
sagé jusqu'ici  dans  ce  travail. 

A  cet  eiïet,  rappelant  de  nouveau  les  valeurs  <|uc  nous  avons 
données,  dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvi- 
lignes, sous  le  numéro  (18)  (page  19),  pour  les  neuf  cosinus 
directeurs  des  trois  normales  aux  surfaces  coordonnées,  et  con- 
statant dès  lors,  encore  une  fois,  que  ces  équations  (5)  ne  sont 
autre  chose  que  les  six  relations  connues  entre  ces  neuf  cosinus, 
relations  susceptibles,  comme  on  sait,  de  deux  formes  distinctes 
complètement  équivalentes,  au  lieu  de  prendre  ces  équations 
sous  la  forme  (o)  elle-même,  nous  les  considérerons  sous  Pauire 
forme  équivalente 

\b/  \o/  \cr/  \f  'i'         f  ^         f  "P  f 

OU,  ce  qui  sera  la  même  chose,  en  négligeant  dans  les  équations 
de  droite  les  facteurs  placés  devant  la  parenthèse  qui  ne  peu- 
vent être  supposés  nuls,  et  multipliant,  pour  la  même  raison,  les 
trois  équations  de  gauche  respectivement  par  les  trois  quan- 
tiics  H  =  Ar'?,  K^Ar*'!',  J  =  ArV  déjà  envisagées  à  la  fin  du 
Chapitre  précédent,  puis  renversant  enfin  les  deux  membres  de 
ces  dernières  équations, 

2  /..\t  /„\ï 
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équations  qui   ne  sont  autres  que  les   six   relations  (18)   du 
Mémoire  déjà  cité  tout  à  Theure  (page  17),  formules  déjà  rap- 
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pelées  dans  k  Chapitre  !•'  decelui-ei  (voir  la  noie  de  la  page  30). 
Parlant  doue  de  là,  cl  coitsidérantd^abord  le  groupe  de  gauche 
de  CCS  dernières  équations,  nous  différentierons  la  seconde  par 
rapport  à  ^,  et  la  troisième  par  rapport  à  ^^  ce  qui  nous  don- 
nera 

puis  de  même  nous  trouverons,  en  différeniiant  les  (rois  équa- 
tions de  droite,  respectivemcnl  par  rapport  à  9,  <p,  w, 

XX         y  1/-       z  z        X  X*       y  y       z  z 

^  ^'     y  y^     ^  ^*     ^  ^*     y  y*     ^  ^^ 
h-  — i- 1 1 1 =  0, 

.1  X"       1/  î/*       Z  7}       XX*       \j  y^       z  z'* 
h'-"^ — I- -♦- 1 1 =  0; 

et,  ajoutant  alors  les  deux  dernières  de  celles  que  nous  venons 
d*écrire,  en  rch'anchant  en  même  temps  la  première,  et  divisant 
par  2,  nous  obtiendrons  celle-ci  : 

9  t  i 

X  J          y  y         z  z 
(1)5)  H^— -*- =  0. 

•f  fer         f  ^^  'i  P^ 

Or,  si  nous  récrivons  ici,  pour  plus  de  clarté,  les  valeurs  des 
cosinus  directeurs  que  nous  venons  de  rappeler  un  peu  plus 
haut,  en  y  introduisant  de  même,  à  la  place  des  invariants  A|'^, 

A,t[>,  Ai37,  les  irois  quantités  équivalentes  par  définition  11""% 

K    %  J    %  savoir 

-i  X  -i  y  ^1  z 

f  'Y  ? 

(94)  A'  =K   '  -.  p'  =K   -  :^,  /  =K   «-, 

-  *    X  -  *    f /  *    " 
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on  voit  que  les  trois  équalions  que  nous  venons  de  former,  (93) 
ei  (92),  ciaiit  niullipliées  respeeiivemenl  par  II  %  K  %  J  *, 
pourront  alors  être  écrites  sous  la  forme 


(95) 


Cela  pose,  pour  former  une  équation  du  second  ordre, 
à  laquelle  devra  satisfaire  isolément  la  coordonnée  x,  par 
exemple,  nous  multiplierons  ces  trois  dernières  équations  res- 
pectivement par  /,  X',  ).",  et  nous  les  ajouterons,  en  tenant  compte 
des  relations  précitées  entre  les  cosinus  de  tout  système  d*axes 
reciangulaires,  ce  qui  nous  donnera  Téquation 

ou,  en  tenant  compte  des  valeurs  ci-dessus  (94)  des  neuf  cosi- 
nus (*), 

x'      1     -IK      -J  X      1    -IJ     -Ix       i/Kx      1/Jx 
(9G)  —  =  -K   *~.K   *--f.-J   --J   '-= ¥- 

l>is       "2  ts  'f2  ^  a         "2   us   ^p        '2  ^  o 


{'}  Nous  venons  de  refaire  ici,  pour  établir  celle  équation  (Oii;»  la  démonstration  qu'a 
ceriaincraenl  eu  l'intention  de  présenter  Sekukt  dans  son  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
lutàiral  (i.  I,  §  ;i33,  I*"**  édition,  pp.  i>0-2-50;ij.  Mais  il  faut  convenir  que  l'émincut  Profes- 
seur, d'ordinaire  si  précis  et  si  complet,  a  élé  dans  la  circonstance  victime  d'une  étrange 
inadvertance,  et  que  sa  démonstration,  telle  qu'il  la  produit,  n'établit  nullement  le  résultat 
qu  il  énonce,  si  on  ne  la  rectitie  et  la  complète,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire,  en 
ayaui  égard  aux  valeurs  des  neuf  cosinus  des  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées, 
et  tenant  compte  des  relations  connues  entre  ces  neuf  cosiuus.  En  elTet,  ayant  établi  tout 
d'abuid,  comme  nous  l'avons  fait  d'après  lui,  les  trois  équations  \^^\^)  et  ;^*â;,  il  se  contente 
cn>uite  simplement  de  nmltiplier  ces  équations  (7/tv(-7/<4'm('x.  respectivement,  d'abord  par 
'-  ,  7  ,  ^ ,  puis  pur  V  .  ^  ,  o ,  puis  enfin  par  .*  ,  r ,  ^ ,  et  de  les  ajouter;  et  il  énonce  alors 
(oiiiiiic  un  fait  que  le  réMiltat  de  ces  trois  opérations  successives  est  à  chaque  fois  une 
équation  du  iy])e  ^Dt);,  tandis  que  ce  résultat  est  en  réalité  tout  autre,  et  uc  semble  réduc- 
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Ce  seul  résultat  acquis,  il  nous  suffira,  pour  obtenir  immédia- 
icmciil  le  premier  système  demandé,  de  remarquer  encore  une 
l'ois,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  nos  deux  précédents 
Mémoires  où  il  était  question  du  système  triple  orthogonal  (*), 
que  ridentité  du  rôle  joué  dans  cette  théorie  par  les  trois  axes 
coordonnés  entre  eux,  d'une  part,  et  par  les  trois  surfaces  coor- 
données entre  elles,  d'autre  part,  imposent  aux  formules  géné- 
rales de  celle  théorie,  prises  dans  leur  ensemble,  une  double 
symétrie  nécessaire,  et  que,  dès  lors,  ces  formules  sont  a  priori 
susceptibles  d'un  double  mode  de  permutation  circulaire,  cor- 
respondant à  chacun  de  ces  deux  points  de  vue  diiïérenls.  En 
effet,  pour  ce  qui  est  en  particulier  des  formules  (9i)  et  (94), 
«nussi  bien  que  pour  les  relations  entre  les  neuf  cosinus,  qui  sont 
les  seules  dont  nous  ayons  fait  usage  dans  la  question  actuelle 
pour  arriver  à  l'équation  précédente  (96),  on  voit  de  suite  que  si 
l'on  permute  d'abord  les  trois  surfaces  coordonnées,   ce  qui 
équivaut  à  permuter  à  la  fois  dans  ces  formules  les  cinq  groupes 
(?»^i^)*  (H,  K,  J),  (X,  l\  /.'),  (a,  |x',  ^"),  (v,  v',  v")  sans  tou- 
cher au  groupe  (x,  j/,  z),  les  trois  équations  de  chaque  colonne 
s'échangeront  alors  les  unesdans  les  autre»,et  que  si  l'on  permute 
ensuite  de  même  les  trois  axes  coordonnés,  ce  qui  correspond,  au 
contraire,  à  permuter  les  quatre  groupes  (x,  y,  z),  (X,  ^,  v), 
[V,  u\  v),  [V\  p",  v")  sans  toucher  aux  deux  groupes  (cp,  (};,  w)  et 
(H,  K,  J),  les  trois  termes  semblables,  dans  chaque  ligne  sépa- 
rément, s'échangeront  les  uns  dans  les  autres,  ce  qui  met  en  évi- 


tible  par  aucune  transformation  avec  ce  même  type  qu'il  s'acit  précisément  d'établir.  C'est, 
en  effet,  seulement  sur  les  mômes  équations  transformées  (95),  et  non  sur  les  équations 
(93;  et  (92),  qu'une  série  d'opérations  analogue  à  celle  indiquée  par  Serret  peut  conduire 
à  un  résultat  analytique,  non  pas  identique^  mais  simplement  équivalent,  en  tenant 
compte  des  relations  entre  les  neuf  cosinus,  aux  trois  équations  de  la  forme  (96),  aux- 
quelles il  se  proposait  d'arriver. 

{*)  Nous  nous  sommes  déjà  servi  de  celte  remarque,  une  première  fois  dans  notre 
Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  (pp.  79-80),  pour  établir  les  formules 
générales  et  théorèmes  de  Lamé,  relatifs  aux  courbures  principales  de  tout  système 
orthogonal,  et  une  >econde  fois  dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  dps  Coordon.  Curvil. 
(pp.  8-9;,  pour  obtenir  l'une  des  trois  formes  (dues  à  Guiraudet,  et  rapportées  par  Lamé.' 
des  équations  du  mouvement  d'un  point  en  coordonnées  curvilignes,  dont  nous  avons 
ensuite  déduit  successivement  les  deux  autres. 
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dence  pour  ces  formules  la  double  symétrie  essentielle  que 
nous  venons  de  rappeler. 

Effectuant  donc,  sur  la  formule  unique  (9G)  obtenue  tout  à 
Theure,  successivement  les  deux  modes  de  permutation  en  ques- 
tion, en  commençant  par  le  second,  celui-ci  nous  donnera  d'abord 
simplement  les  trois  équations  représentées  par  le  type  unique 

ti*  _MKu      \  Un 

H  étant  Tune  quelconque  des  trois  coordonnées  rectilignes;  puis 
de  là^  le  premier  mode  de  permutation  nous  fournira,  pour  la 
même  coordonnée,  les  (rois  équations  suivantes  qui  constituent 
le  système  indiqué  seul  par  Lamé  : 

n 


(97) 


Ce  premier  groupe  étant  établi,  il  nous  sera  facile  à  présent 
d'obtenir  également  le  second,  car  dans  le  système  du  premier 
ordre  propose  (5)  du  Chapitre  III,  les  trois  équations  de  gauche 
ne  renfermant  chacune  qu'une  coordonnée  rectiligne,  et  pouvant 
dès  lors  être  représentées  synthétiquenient,  comme  plus  haut  en 
partant  de  la  forme  (20),  par  le  type 

(98)  ^\f  i^^J  H-  AU  (-)  -H  Aîa  (3  ==  ^  ' 


(')  Ce  sont  les  équations  28)  du  §  Ldes  Leçons  sur  tes  Coordonnées  Car:  iUynes{{i.S&)fen 
y  tenant  compte  des  définitions  H  =  àj'^y,  K  =  ^ ,  'r,  J  =  ^r*^»  ^^  ^^  **  ^'*/»  donnée  une 
fois  pour  toutes,  pour  ces  traductions  dans  la  note  de  la  page  302  ci-dessus  (Ghap.  IV). 
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il  sudira,  cvidenimcnlydc  difTérciilicr  cette  dcriiicrc  cqualion  suc- 
cessivement par  rapport  aux  trois  variables  9,  ^^m  pour  obtenir 
par  1:^  trois  nouvelles  équations  du  second  ordre,  ne  contenant 
comme  elle  que  la  seule  et  même  coordonnée  ti,  et  qui  seront 
certainement  distinctes  des  équations  précédentes  (97),  du 
moment  que  celles-là  n'ont  été  obtenues  qu'en  faisant  intervenir 
dans  le  calcul  à  la  fois  les  six  relations  entre  les  neuf  cosi- 
nus >,  fx,  V  1', ...  v",  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  à  la  fois  les  six 
équations  (5)  du  Chapitre  III,  tandis  que  celles-ci  proviendront 
uniquement,  d*après  ce  que  nous  venons  de  dire,  des  trois  seules 
(îgurées  par  le  type  précédent  (98),  c'est-à-dire  des  seules  équa- 
tions (le  gauche  de  ce  même  système  proposé  (5). 

Uécrivanl  donc,  à  cet  effet,  l'équation  précédente  (98),  en  j 
introduisant,  pour  la  plus  grande  commodité  des  écritures,  à  la 
place  des  invariants  Àff,  Aji];,  A^^  eux-mêmes,  les  trois  quan- 
tités H,  K,  J,  ce  qui  la  transformera  dans  la  suivante 

"-(;)*--(")' --£)■='• 

et  la  différentiant  en  (p,  par  exemple,  nous  obtiendrons  par  là 
cette  nouvelle  équation 

.      MU*          ,11    /îi\*          ,     utr  ,K    /m\* 

Il  *.i----  II-*--   -    -♦-  K-Vi K---.   - 


qui  pourra  s'écrire  également 


et  deviendra  dès  lors,  en  y  substituant,  pour  les  trois  dérivées 
rectangles  de  u,  les  expressions  fournies  par  les   équations  pré 
cédemment  acquises  (97), 
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„     M  /    m'       /Il  u\  ,  M  [in  u       /K  H       IK  u\ 


ou,  en  réduisant, 


u(     ,      u*  /H    u  JH   u         jn    u\ 

-   H-*.2--  — H-* -4-  K* -^  J-* U=0, 

f  \  f^  ?      ?  1      'f'  ts      al 

Ci,  par  eonséqucnl,  en  multiplianl  par  H  et  divisant  par  2r.> 
nous  obtiendrons  déflniiivement  la  première  des  trois  autres 
équations  linéaires,  analogues  aux  précédentes,  mais  que  n'in- 
diquent cependant  ni  Lamé,  ni  Betti  : 


u*       I  !l\l    u       H  /Kl    u       H  /H    u 


C) 


(99) 


w"_  1  //K  u  K/K    M       K/K  w\ 

^^"""21^  ^  Joe       Hjj  ^/ 

tt*_i  //J  u  J  'J     w_  i  (f  ^ 

o^       2  \o  c  II  ?      ?        K  ^  f, 


Le  groupe  ci-dessus(97)de  Lamé  elceluique  nous  venons  d'ob- 
tenir représentent  donc  ensemble,  pour  le  cas  le  plus  général  du 
système  orthogonal,  les  six  équations  du  second  ordre  auxquelles 
chacune  des  coordonnées  rectilignes  est  astreinte  à  satisfaire, 
ainsi  que  nous  Favons  vu  plus  haut. 

Si  Ton  demandait  les  équations  analogues  propres  spéciale- 
ment au  cas  du  système  triplement  isotherme,  c*esl-à-dirc  celles 
(|ue  nous  envisagions  expressément  à  la  (in  du  paragraphe  pré- 
eèdcnt,  il  n*y  aurait  évidemment,  pour  les  obtenir,  qu'à  remplacer 
dans  ces  six  équations  les   trois  quantités  11,  K,  J  par  leurs 


;*;  L;i  (iissYiiiéliic  dos  Umiiks  t\(:s  socuiids  iiieinbrt's  «Ir  ces  équations  n'a  rit-n,  dans  le 
cas  actui'l,  (|ui  doive  in^iuiricr  ni  Nnr[inrn<lre,  puisrjuc  dans  chacune  d'elles  la  \ariahle 
indépcndanlu  corresi>ondante  au  premier  terme  joue,  relativement  aux  deux  auircs,  un 
rôle  manifcslemcni  execplionuel. 
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valeiirs(10)duChapiirc  m,  savoir  H  =  QR,  K=RP,  J  =  PQ, 
puisque  si  Ion  introduit  (rnbord,  dans  tes  équations  (5)  du  Gha- 
pilre  m,  ces  quantités  II,  K,  J  comme  inconnues  à  la  place  des 
invariants  A,'^,  A,'}»,  A,îî:,  c'est  précisément  en  faisant  ensuite  la 
substitution  que  nous  venons  de  dire,  que  ces  équations  (5)  se 
transformeront  alors  dans  les  équations  (20)  du  même  Chapitre, 
que  nous  avions  admises  comme  point  de  départ  pour  le  calcul 
des  équations  en  question. 

Eqiiations  simultanées  aux  différentielles  totales,  pour  le 
cas  le  plus  cénéual  du  système   orthogonal,  entre  les   trois 

DÉRIVÉES    PREMIÈRES    d'uNE  MÊME    COORDONNÉE  RECTILIGNE.    IlltrO- 

duisons  maintenant  dans  les  six  équations  du  second  ordre  (97) 
et  (99),  que  nous  venons  d'obtenir  comme  résultat  de  la 
recherche  précédente,  les  trois  quantités  L,  M,  N  à  la  place  des 
dérivées  premières  de  w,  savoir  ^  |»  ^»  ^«  Elles  donneront  nais- 
sances alors,  ainsi  que  nous  Pavons  annoncé,  aux  neuf  égalités  : 

'   L       1  //H  H  /H  II  /Il     , 

-  =  -_.L M— -  —  -N 

f        ^  \  f  K  ^  Jo 

,   M       I  //K    „      K  /K     ^,      K  /K    , 

N       i  //J  J  /J  J  U 


a 


(101) 


J    (4         \ 

M 

2  \  o     '         H   ?  K  -^       / 

-  =  —  =  -— -M  H N» 

•I  cr         2  \  ûT  «f         / 

cr  f         2  \  f  c         / 

M      L       1  //li    ,       /K    ,; 

—  =-  =  -    —    Lh M 

o  4>  2  \  «f  f 


De  ce  résultat  il  suit  immédiatement,  comme  nous  l'avons 
déjà  explique,  que  ces  trois  inconnues  L,  M,  N  devront  alors 
vérifier  le  système  des  trois  équations  aux  différentielles  totales: 


'  (Il 


(102) 


—  2il  — 


Il  lu      II  m   , , 

__M N)rfy 

K  'j/  J  7 
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1  //H         /J     \  , 

♦-  -  — L  H —  N  acr, 


1/m 

f/M=-  — L 


-M  U?  -H  -    —M—  --  — \ L  W/i 

?      I  2  \   ^  J   a  11   9     /     • 


I//K         /J    \ 

2\a  .!;      y 


f/N  =  - 


I//H 


2 


/J    \  ,        1  //K 


-iN  )  ih 


1     //J 

:2  \o 


J  /J  J  /J    \ 

H  ?  K  <^     / 


J  U 


dans  lesquelles  H,  K^  J  représentent  par  hypothèse  les  expressions 
eomplèlemenl  déterminées  en  »,  ^jTu,  qui  résulteraient  de  Tinlé- 
gralion  des  sysièmes(5)  et  (4)  du  Chapitre  III,  supposées  expri- 
mées à  Taide  de  ces  inconnues  au  lieu  des  invariants  A,'^,  A,6,A,z!7. 
En  supposant  donc  que  ce  dernier  système  (lOâ)  soit  com- 
plètement intégrable,  cl  que  Ton  en  ait  formé  l'intégrale  gêné- 
raie,  laquelle  consistera,  s'il  en  est  ainsi,  dans  trois  expressions 
déierminées  de  la  forme  ci -dessus  (89),  dont  on  déduira 
ensuite  immédiatement,  par  un  simple  jeu  d'accentuation,  pour 
les  neuf  dérivées  L,  iM,  N,  des  valeurs  telles  que  celles  figurées 
par  le  tableau  (90)  et  correspondanles  aux  trois  coordonnées 
X,  2/»  Zy  il  faudra,  pour  qu'il  existe  une  solution,  qu'en  substituant 
îdors  ces  valeurs  dans  le  système  proposé  (3)  du  Chapitre  III, 
les  six  équations  obtenues  de  cette  façon,  savoir 

f    H  M-    +K-'.M*  +  J-'.iV- =1,    II-M'L"  -f-K-'  M'M"-4-J-Vi>"> 'S=o, 
15)    \  H  *,L'-  H-K-*.M"-  -hJ-».N"-==I,    H-M/'L'-hK-».M"'M' -♦.  J-'..\"'iN  =0, 


puissent  être  satisfaites  identiquement  par  le  moyen  des  fonc- 
tions arbitraires  qui  entreront  dans  les  expressions  précitées  de 


U,  K,  Jy  auquel  cas  elles  sorvironl  ilôs  lors  à  tiélerniincr  plus  on 
moins  complètement  Icsdiles  Fonctions  arbitraires. 

Or,  d*une  part,  la  forme  môme  de  ce  système  (102)  on,  plus 
clairement  encore,  les  six  équations  (101),  montrant  immédiate- 
ment qu'en  le  supposant  intégrable  la  différentielle  (85)  le  sera 
clle-môme  par  simple  quadrature,  et,  d'autre  part,  le  problème 
d'Analyse,  auquel  seul  se  trouvera  par  conséquent  ainsi  rame- 
née la  recherche  dti  système  orthogonal  en  général,  étant  dtî 
ceux  que  Ton  sait  résoudre  et  pour  lesquels  il  existe  plusieurs 
méthodes  que  nous  avons  rappelées,  toute  la  difficulté  dans  la 
question  est  donc  réduite  désormais  à  la  seule  détermination 
on  cp,  (p,  tzr  des  trois  quantités  H,  K,  J,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  trois  invariants  A|cp,  \^^,  X^m,  laquelle  dépend,  ainsi 
(|ue  nous  Pavons  vu  au  début  du  Chapitre  III,  d'un  système  de 
six  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  entre  ces 
trois  inconnues  (*). 


',')  Ces  trois  inconnues  ^ip.  Ai/',  Aiw  étant  déterminées  par  les  six  équations  du 
second  ordre  (:<)  et  (i)  de  ce  Chapitre  lli,  si  l'on  se  propose  de  ramener  l'intégration  de 
('es  équations  k  la  détermination  d'une  seule  de  ces  inconnues,  il  faudra  les  diiïéreniier 
toutes  simultanément  un  nombre  m  de  fois,  assez  grand  pour  que  le  nombre  total  N  des 
équations  dont  on  aura  par  là  la  disposition  surpasse  d'une  unité  au  moins  le  uomhre 
total  ;Mies  dérivées  des  deux  autres  inconnues,  et  de  ces  inconnues  elles-mêmes.  Kn 
agissant  ainsi,  comme  cette  opération  introduira  pour  rliaque  inconnue  toutes  ses  déri- 
vées jusqu'à  l'ordre  m  H-  !2  inclus,  on  aura  évidemment  à  la  fois 

^  (m  -t-  i )  (m  -4-  2)  (m  -v  5)                        (m  -4-  5)  (m  -h  4)  (m  -4-  5) 
N  =.  0  ; ,  rj  =  9 , 

et  m  sera  dés  lors  le  plus  petit  nombre  entier  positif  pour  lequel  on  aura  N  >  w, 
ou,  N  —  'i  >  0,  c'est-à-dire,  eu  égard  aux  valeurs  «lue  nous  venons  d'écrire, 

5  (m  -h  3)  [5  {m  -f-  1)  (m  4-  2)  —  (m  -♦-  -t)  (m  -♦-  5)]  >  0, 

ou  bien 

5  (m*  -♦-  3  m  4-  2)  -  (m«  -♦-  9  m  -♦-  20)  >  0, 

c'est-à-dire 

2m«  — i4>0,  ou  m«>7, 

condition  qui,  exigeant  que  l'on  prenne  m  =  3,  donnera  par  conséquent, pour  les  nombres 
N  et  n  ci-dessus,  les  valeurs  N=  4. .H. 6  =  120,  n  =  2.7.8  «  i12,  et  pour  leur 
différence  N —  n  =  i20— 412  =  8.  D'oli  il  appert  (autant  du  moins  qu'il  est  possib'e 
(le  l'évaluer  a  priorf)  que  le  problème  d'intégration  ainsi  traité  consistera  dès  lors  dans  la 
détermination  d'une  seule  inconnue  par  le  moyen  de  huit  équations  simultanées  aux 
dérivées  partielles  du  cinquième  ordre. 
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Pour  oblenir  les  mêmes  équations  auxquelles  nous  venons 
trarriver,  exprimées  à  raitic  des  trois  inconnues  P,  Q,  R,  spé- 
ciales au  cas  du  système  triplement  isotherme,  il  suflira,  avons- 
nous  dit,  de  nous  rappeler  les  formules  (10)  et  (8)»le  notre  Cha- 
pitre III,  snvo'r 


n  =  Qn,    K-=RP,   J  =  PQ, 


p  Q  W 

-=(),  -:r-_=(),  -=0, 


desquelles  nous  tirerons  stieccssivemenl 


(104) 


(lOîi) 


I 

\ 


Il      Q 
K      P 

K 

7  " 

U 

Q 

J 
ïï 

p 

■   —  » 

II 

II 

7~ 

u 
'p' 

K 
M 

P       J      0 
y       K      R 

/Il  =  /Q 

4-  /H 

* 

/K  —  l\\  -^ 

i\\ 

/J  -  /P  -♦-  /Q, 

/Il       /R 

/K       (P 

/J       /Q 

V 

<                    1 

/H       /Q 

13               *T 

/K       l[\ 

/J     /p 

0  "~  .^  ' 

valeurs  qui,  étant  remises  à  la  fois  dans  les  deux  systèmes  pré- 
cédents (102)  el(  105),  en  multipliant  toutefois  chacufie  des  équa- 
tions du  second  groupe  par  le  produit  PQR,  les  transformeront 
alors  respectivement  dans  les  deux  suivants  : 


f/L 


(100) 


I//.QU         Q/R         R/Q 

'1  \     V  .    !>    I  P  a 

I  (10  /M     \ 

..(^l-.-in),/., 
1  //p      /p  \ 


f/>- =-.  1  (  "  L  ■+-  -Nlr/j, 


2\o 


I  //p 

-     -  M 


7 'h 


P/Q 


—  -  —  L —  —  —  M   dcr; 

R  ?  R  f     /      ' 
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PI/*   -i-QM'*   -♦-RN'*=PQR,      PL''L"'-4-QM'M  '^RiV'M  '=0, 

(107)  l  PL"*  +QM'*  -i-RN '*=PQR,       VV'U  +QM'"M    +RN"'N'  =0, 

PL'"*  +  QM"'*-»-RN''*  =  PQR,       PL'L"    -i-QM'M"   -♦- RN'N"  =0, 

dans  lesquels  P,  Q,  Il  représenlerom  de  nouveau ,  par  liypo- 
(licsts  les  expressions  complètement  déterminées  en  <p,  tp,  m, 
successivement  obtenues  dans  nos  Chapitres  III  et  IV,  qui  con- 
viendront au  cas  général  ou  particulier  que  Ton  se  proposera 
de  traiter. 

Seulement,  comme  dans  la  plupart  de  ces  cas,  et  notamment 
dans  le  cas  le  plus  général  de  ce  problème,  lesdiies  expressions 
de  P,  Q,  R  ne  renfermeront  point  de  fonctions  arbitraires,  il 
arrivera,  comme  nous  Pavons  dit  dans  un  paragraphe  précédent 
(pp.  o44-545),  que  le  second  de  ces  systèmes  ne  pourra  être 
vcriOé,  <|uelles  que  soient  les  variables  Oy  ^,  m,  que  si  chacune 
des  six  ('M|n:itions  qui  le  composent  se  réduit  î\  de  simples  rela- 
tions entre  les  neuf  constantes  arbitraires  introduites  par  Finté- 
jiçration  du  premier  système  (106),  envisagé  successivement  pour 
les  (rois  coordonnées  x,  y,  z,  relations  dans  lesquelles  poiUTont 
(*ntrcr  toutefois  les  constantes  figurant  antérieurement  dans  le 
système  proposé  lui-même,  eu  égard  aux  expressions  précitées 
de  P,  Q,  R. 

Nous  ferons  emploi  de  ces  deux  derniers  systèmes  (106)  et 
(107)  eux-mêmes  dans  la  Note  IV  de  rAppondice  qui  terminera 
ce  Mémoire. 

Si  maintenant,  en  vue  de  nous  servir  des  équations  que  nous 
venons  d*établir  pour  traiter  le  cas  le  plus  général  du  système 
isotherme,  nous  réalisions  dans  ces  systèmes  (102)  ou  (106) 
le  changement  linéaire  de  variables  que  nous  avons  opéré  au 
début  (lu  présent  Chapitre  sur  le  système  proposé  lui-même  (20) 
du  Chapitre  III,  nous  arriverions  très  aisément,  à  Taide  des  for- 
mules (80) et  (74),  à  constater,  comme  plus  haut,  que  le  système 
ainsi  transformé  ne  contiendrait  plus  de  nouveau  les  constantes 
a,  (3,  y,  et  s,  mais  seulement  les  quatre  constantes  a*,  6*,  c^,  (P, 
dont  dépendent  seules  les  nouvelles  expressions  (85)  de  4>,  ^f,  FI, 
après  ce  changement  de  variables. 
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Toutefois,  comme  même  après  ce  etiangement  ces  équations 
(102)  ou  (106)  contiendront  toujours  les  variables  indépen- 
dantes engagées  sous  des  fonctions  elliptiques ,  dont  la  pré- 
sence constituera  très  probablement  une  dilliculté  de  plus  pour 
rintégration ,  nous  nous  débarrasserons  de  cette  complica- 
tion de  pure  forme  par  le  moyen  d*un  second  changement  de 
variables,  en  prenant  cette  fois  pour  variables  indépendantes,  à 
la  place  des  nouvelles  coordonnées  thermométriques  <p,  tp,  Wy  les 
fonctions  <p,  %  Il  elles-mêmes,  définies  par  les  égalités  ci-dessus 
(83),  ainsi  que  nous  Tavons  fait  déjà  dans  le  dernier  numéro  7*" 
de  ce  même  Chapitre  IV,  parce  que  les  expressions  (72)  des  déri- 
vées ^',  W,  II',  et  (65)  de  P,  Q,  R,  devenant  alors  algébriques 
par  rapport  à  ces  nouvelles  variables,  il  est  bien  clair  que  le  sys- 
tème (106),  obtenu  tout  à  l'heure  à  Taide  de  simples  diiïérentia- 
tions  et  combinaisons  algébriques,  en  parlant  du  système  pro- 
posé (20)  du  Chapitre  111,  ne  renfermera  plus  lui-même  les 
variables  que  sous  forme  simplement  algébrique. 

Pour  obtenir  le  nouveau  système  qui  résulterait  ainsi  de  ces 
deux  changements  successifs  de  variables  indépendantes,  il  ne 
sera  pas  nécessaire,  d'ailleurs,  de  recommencer  la  même  série 
d'opérations  et  de  calculs  ;  il  suHira  d'observer,  en  premier  lieu, 
qu'en  posant  alors  par  analogie 

du  =  Wi^  -4-  tïïL(/T  -♦-  (J&rfn, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose^ 

dit       j>  du  du        .- 

—  =    <  ,  -r-  =  JIL  ,  -—  =  »A- , 

(i*  d^'  du 

les  dérivées  L,  M,  N,  précédemment  considérées  (84),  se  trans- 
formeront alors  dans  les  valeurs 

u      du  (/*       .  j  u      du  d^v       -  „     . 

(i08)        ( 

^^      u       du  dx\       _    , 

\  xt        (ili  drs 

XV.  i5 


360  —  220  — 

et  que  Ton  aura  semblabloment  pour  les  dérivées  secondes,  par 
exemple, 


I  d  lu\        d  d  dSfL 

^^1  d  (u\       d,  ^    .,       d  ,  ^     ,     ,      d:^TL    ,   , 
^  \  f/a\f/       dw^  r/n^  dn 

ci,  par  eonséquent,  en  permulant,  les  neuf  valeurs  : 

,-      ci*  0.*        dw  o*      c/n 

(i09)    s 

— =  —  M'n  =— ; — »f'n',    — =  —  n*'  =  ---iiV,    —==---— 4>''i  =— 

•fer         ttH'  an  af       f/IJ  a*  ^1  tt'I»  //1 

Substituanl  dès  lors  ces  valeurs  (108)  et  (109)  dans  les 
équations  (99)  et  (97),  en  y  introduisant  en  même  temps,  à  la 
place  des  quantités  H,  K,  J,  leurs  valeurs  (68),  les  premières 
équations  de  ces  deux  groupes  (99)  cl  (97)  se  transformeront 
alors  respectivement  dans  les  deux  suivantes  : 

î!^  *'« H- 4V  =  i  [-^  (/.  H.O  *\ ^V- Ji^ 


(/h  dn  2  dir  ^  2  dM'  ^  ' 

ccst-À-dirc  plus  simplement,   en   les   divisant   respectivement 
par  *'«  cl  Wn\ 

di>       4>'*  2ld*^    *  ^  K.  dT  J,  du         J 

(110)      / 

^      ^      '  dSI.  dc/TL       id/K,   .„        Id/J,  ^ 

d4^         du        2  dn  2  dr 
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Or,  d*une  part,  au  second  membre  de  la  première  de  ces 
équations,  le  second  terme  en  ^  détruit  le  terme  correspondant 
du  premier  membre,  car  son  coeflicient  a  pour  valeur 

(/♦         df  d*       *'    *'       4»" 

D*autre  part,  H>|,K|,Jii  représentant  maintenantdans  ces  équa- 
tions les  expressions  (75)  du  Chapitre  précédent,  c'est-à-dire,  en 
les  écrivant  à  Taide  de  la  constante  d'  définie  par  Tégalité  sui- 
vante (74),  celles-ci  : 

1  (♦--Y)(i»— n)  ^   4  (t— n)fY— *)  i   (II— 4,)(n-Y) 

''"ïir         />)        '        '""4d*         J{^)  '^ïd'        /"(rï) 

dont  on  déduira  par  la  diiïércntiaiion 

(//II,       _1 1 /■'(*)      2<i>  —  (y  -4-  n)      f  (<fi) 

rf*"^*!'  — Y      ♦  — n      /*(*)      (*— Y)(*— n)      /'(♦)' 

(//H,         —  i  r//H|  i  r//K,         —  i  dU^  1 


c/k      *  —  M-         f/ii       n  —  *        du       Y  —  n         </»f       Y  —  n 

ces  mêmes  équations  (110)  deviendront,  en  y  remettant  ces  der- 
nières valeurs, 

dX'JHw-^  n  -2<»      r  W\  p      n  ^»  /-(.F)/^  i  \    ., 
d^      2  [\(4.— xj)(n— *)      /•(*)/  Y— n/'(*)\*— J   ''^ 

Y— n  f(^)ii  —  ♦      J 

d«ni       dcTTl.      ^    —  *     .,,       ^      ^       vr 
d^  du        2  »F  —  n  2  y  —  n 

Et,  par  conséquent,  si  nous  convenons  de  représenter,  pour 
abréger  récriture,  par  û  le  produit 

(Mi)  û  =»  (▼  —  u)  (Il  —  ♦)(♦  —  y), 
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on  voit  par  là  que  nous  aurons  dénnilivemenl,  à  l'aide  de  per- 
nmialions  circulaires  évidentes,  les  neuf  égalités,  analogues  aux 
précédentes  (100)  et  (101),  savoir  : 


^^'        1     rw 

—  «= (^'  — 11)  (^y 

(h       2Q/'(4')*- 


-- — = {0 — *)(n 

ciT       2a/(«^)L<^         ^^ 


dn       2û/^(n)L«^  ^^ 


n-2*)/'{*)-ûr(+)t.4' 

*-2T)/-(Y)-û/"{M0!.,m. 

4_2n)/'(n)  — Q/'(n)i.a^ 
^  (,.  --  n)Y(4>). 4:*  -  (n  -  *m>r). .)IL] 


£<T       dn        2(y— II)'     c/n" 


d*      2(n— *) 


d* 


d^'       2(*  —  ^') 


lesquelles  permettent  encore  de  former  immédiatement,  comme 
plus  haut,  le  système  des  trois  équations  simultanées  aux  diffé- 
rentielles totales,  auxquelles  seront  astreintes  à  satisfaire  les  trois 
nouvelles  dérivées  4J*>  *^9  3>T»  lorsque  Ton  aura  adopté  les 
fonctions  4>,  ^F»  H  pour  variables  indépendantes  à  la  place 
de  ?,  ^f  zj. 

Intégration  générale  de  ce  système  d^équations  aux  différen- 
tielles TOTALES. —  Adoptant  donc  ce  nouveau  système  de  variables 
pour  former  effectivement  ces  équations  et  procéder  ensuite  à 
leur  intégration,  nous  substituerons,  comme  simple  notation,  en 
vue  seulement  de  la  plus  grande  commodité  de  lëcriture,  aux 
lettres  majuscules  $,  W,  II,  les  lettres  cursives  i,  a,  v,  en  récri- 
vant ici,  par  conséquent,  les  égalités  de  définition  précitées  (83) 
et  (79)  sous  la  forme 
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(112)     /  fi=MW=-6»cnV-c'sn'^  A-'==y  _  ===\/ j^^— ;, 

y  =  ii(a)  =  -  c'cn'a  -  a'sn'a,  k"  =\/  ,•=  V"^  -; — r-  ' 

▼     —  m         ^    c  —  fr 


du 

du 

M=  — . 

N—  .  . 

d^ 

(/y 

\ 

Alors  si  nous  posons  comme  tout  à  Thcure,  pour  une  coor- 
donnée recti]if:nc  quelconque  u, 

(  H  5)  liu  =  ArfA  -+.  MrfA*  -H  y  (h , 

ou 

(m)  A==_ 

Cl 

A,  M,  N  lenanl  ainsi  la  place  de  -(^  ;^R ,  3^^  et  0  de  ii,  les  équa- 
tions que  nous  venons  d'établir  tout  à  Theure,  étant  récrites  avec 
ces  nouvelles  notations,  ainsi  qu'il  suit 

H-  (v  -  X) YM .  M  —  (X  -  A.j'A")  •  N] , 

,,„;,  h-(x-h)YW-N-(m-=')T(a).a]. 

+  (^  -  y)Y(x).  A  _  (y  _  x)Y(^).M, 


1    (/X  _  rfM  _  N  _  M       (/A      rfN        A  -  N       »/M      rfA  _  M  —  A 

iIm~'  dy~  '■2(/i  —  v)'       rf:-   ~  f/X  "^  2  (y  —  X)         f/X  °°rffi  ~2(X  — ft)' 
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fourniront  immédiatement,  pour  le  système  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales  qui  devront  déterminer  nos  inconnues  A,  M, 
Ny  les  trois  équations,  linéaires  par  rapport  à  ces  inconnues  (*), 

^W/  (a) 

-(x-^)Y(.)N]rfA  +—- î— (M-A)rfu  +  -J— ,  (A-N)rf-.. 

dN  = î — -  (A  -  N)dx  + î — -(N  —  M)  rffi 

+  (^  _  v)Y(A)  A  -  (y  -  a)Y(a.)  M](/v; 

et,  en  supposant  ce  système  complètement  intégrable,  il  résulte 
à  première  vue  de  sa  forme  même,  ou^  en  termes  plus  clairs, 
de  la  dernière  ligne  des  équations  (116),  que  la  différentielle  (113) 
sera  bien  alors  une  différentielle  exacte. 

C'est  donc  de  ce  système  qu'il  s'agit  actuellement  de  trouver 
la  solution  la  plus  générale. 

Cette  question  offrirait  sans  doute,  si  l'on  voulait  se  la  propo- 
ser, un  bel  exemple  d'application  des  savantes  méthodes  de 
Jacobi  et  Bour,  ou  de  Mayer,  déjà  rappelées  plus  haut.  Mais, 
malgré  la  puissance  et  la  fécondité  de  ces  profondes  théories, 
les  opérations  qu'elles  exigent  sont  malaisées  à  réaliser  pour  ce 


(')  11  est  à  peine  besoin  de  signaler  encore  une  fois  que  ce  système  (H7)ne  se  trouve 
pas  dans  Lamé,  puisqu'il  n'est  que  la  traduction,  sous  une  autre  forme,  des  neuf  équations 
précédentes  (li6),  dont  l'illustre  Auteur  ne  donne  pas  les  trois  premières,  comme  nous 
l'avons  dit,  mais  seulement  celles  de  la  dernière  ligne  qui  reproduisent  son  type  (34)  du 
S  LXHI  des  Coord,  Curvil.  (p.  ii2).  (Voir  la  cUfde  la  note  de  la  page  30!2,  Chapitre  IV). 


(118). 
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système  particulier,  parce  qu*étant  compliquées  (""),  multiples, 
et  non  symétriques,  elles  accumulent,  dès  lors,  dans  la  même 
proportion,  les  difficultés  de  calcul  et  les  chances  d'erreur; 
c'est  pourquoi  il  sera  tout  à  la  fois  plus  simple,  plus  rapide,  et 
surtout  plus  sur  (**),  de  profiter  de  la  symétrie  extrêmement 
remarquable  de  ces  mêmes  équations  pour  en  instituer  un  mode 
d'intégration,  qui  serait  sans  doute  inapplicable  dans  la  plupart 
des  cas,  mais  qui  suffira,  comme  on  va  le  voir,  dans  le  cas  actuel, 
pour  résoudre  la  question  d'une  façon  sûre  et  commode. 

Dans  celte  pensée,  partant  de  ce  fait  que  le  système  propose 
des  équations  aux  différentielles  totales  (tt7)  est  complètement 
équivalent,  comme  exprimant  une  seule  et  même  chose,  au  sys- 
tème des  neuf  équations  aux  dérivées  partielles  précédentes  (Il  6), 
lesquelles,  ne  renfermant  chacune  que  des  dérivées  relatives  à 
imc  seule  variable,  sont  assimilables,  par  groupe  de  trois,  à  des 
équations  différentielles  ordinaires  simultanées,  l'on  voit  ainsi 
tout  d'abord  que  la  question  proposée  revient  en  fait  à  trouver 
une  intégrale  générale  commune  aux  trois  systèmes  d'équations 
différentielles  ordinaires,  savoir,  en  premier  lieu. 


(IM  i  ,,  <IS  I 

-r-  = (M  — A),  ■— = A-N), 


;*  Pour  l'une  comme  pour  l'autre  de  ces  méthodes,  en  effet,  il  faudra  nécessairement 
commencer  par  rechercher  au  moins  une  intégrale  de  l'un  des  systèmes  ci-après  (iiS), 
(  H9j,  ou  (^SO),  ou  de  l'un  des  systèmes  analogues  correspondant  au  système  (iiT)  supposé 
transformé  à  l'aide  d'une  certaine  substitution  du  second  degré  des  variables  indépen- 
dantes f^  'p,  o  :  problème  difficile  dans  tous  les  cas,  dont  la  remarquable  symétrie  de  ce 
même  système  (ilT)  va  nous  dispenser  fort  heureusement,  comme  on  va  le  voir,  de  pos- 
séder la  solution. 

("]  Ces  méthodes,  d'ailleurs,  n'ayant  nulle  part  encore  pénétré  dans  l'enseignement 
classique,  leur  emploi  nous  était  par  cela  seul  complètement  interdit  en  raison  du  but 
essentiel  que  nous  nous  proposons  dans  cet  ouvrage  (de  même  que  dans  nos  deux  autres 
précédents,  si  souvent  rappe'és\  qui  est  précisément  de  mettre  à  la  portée  des  jeunes 
débutants  dans  la  carrière  scientifique,  en  possession  des  seules  connaissances  classiques» 
les  belles  et  fécondes  théories  qui  constituent  l'œuvre  admirable  et  trop  peu  connue  de 
Lamé. 
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la  variable  indépendante  étant  X  dans  ce  premier  système,  et  ^ 
et  V  y  étant  considérées  comme  des  constantes;  puis,  en  second 
lieu,  le  système 

= M -A), 

a 

dons  lequel  la  variable  indépendante  est  fx,  v  et  X  devant  être 
considérées  comme  des  constantes;  enfin  ce  dernier  système 


(i20) 


d\  1  ,       ^,,  dM  I 

av        2  h  —  A)  dv        2  (m  —  y) 

rfN_      1 


[l(X-A^)(A^fx-2v)/-(v)-e/^(.)lN-h(A.--»')Y(A)A-(v-A)V(^)M], 


dans  lequel  v  étant  la  variable  indépendante,  X  et  u  devront  être 
traitées  à  leur  tour  comme  de  simples  constantes. 

Or  cette  recherche  directe  d'une  intégrale  commune,  qui  en 
général  présenterait  les  plus  grandes  didicultés  et  serait  en  fait, 
la  plupart  du  temps,  complètement  impraticable,  est,  au  con- 
traire, dans  le  cas  actuel,  non  seulement  possible,  mais  relative- 
ment facile,  comme  on  va  le  voir,  en  raison  des  deux  circon- 
stances suivantes  : 

i**  En  théorie  générale,  que,  chacun  de  ces  trois  systèmes 
simultanés  étant  linéaire  et  homogène,  il  suflira  pour  avoir  Tin- 
tégrale  générale  de  Tun  quelconque  d'entre  eux  en  particulier, 
de  posséder  simplement  trois  solutions  particulières  de  celui-là, 
obtenues  d'ailleurs  par  tel  procédé  que  l'on  voudra; 

2*  En  fait,  et  dans  l'espèce,  que,  pour  rencontrer  ainsi  la  forme 
en  >,  fx,  V  de  trois  solutions  particulières  communes  aux  trois 
systèmes,  il  suflira,  comme  on  va  le  voir,  de  considérer  dans 
chaque  système  les  deux  équations  les  plus  simples,  la  vérifica- 
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lion  de  Téquation  la  plus  compliquée,  c'est-à-dire  des  trois  pre- 
mières équations  (1 16),  se  réduisant  ensuite  à  établir  de  simples 
relations  entre  les  constantes  qui  entreront  dans  chacune  de  ces 
trois  solutions  particulières. 

Posée  en  ces  termes,  la  question  que  nous  devons  résoudre  en 
premier  lieu  se  réduit  donc  à  celle-ci  :  trouver  trois  solutions 
particulières  communes  aux  six  équations 

dM  (m 

dN  (L\ 

(121)  (   ^2(fz-  v)— =N-M,  2(A— fx)— =  M-A, 

a/u.  dfjL 

a 

d\       .         ,  ,  dM 

2(.-x)--  =  A-N,  2(^-v)  — =  N-M, 

question  dont  il  est  facile  à  présent  de  venir  à  bout  à  Taide  de 
simples  considérations  de  symétrie,  en  Tabordant  de  la  façon 
suivante. 

Considérant  d*abord  les  deux  équations  de  la  première  ligne 
empruntées  au  système  (H 8),  et  dans  lesquelles,  par  consé- 
quent, fx  et  V  sont  des  constantes;  nous  les  mettrons  sous  la 
forme 

(122)  2(A  —  A*)—  —  M  =  î2(A  -  y)- N  =  -  A , 

aA  (lA 

et  nous  essayerons  tout  d'abord  de  vérifier  la  première  de  ces 
deux  dernières  équations,  c'est-à-dire  celle  fournie  par  l'élimina- 
tion de  rinconnue  A,  entre  les  deux  équations  précitées. 

A  cet  effet,  nous  récrirons  celte  é<|uation  elle-même  ainsi  qu'il 
suit,  en  introduisant,  par  addition  et  soustraction,  dans  ctiaque 
membre  une  constante  indéterminée  : 

2ft,  ^  x-(^.  +  ^l]'-^  -  M  =  2  [t,  -4-  A-  (A-,  -^  =')];^  -  ^^ 

Sous  cette  forme,  l'on  voit  que  celte  même  équation  se  trouvera 
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vérifiée,  s1l  est  possible  de  salisfaire  à  la  fois  aux  Irois  équations 

(lA  (lA 

Or,  les  deux  premières  de  ees  équations  devenant,  en  séparant 
les  variables, 

r/M       i      dA  dN       1      dA 


M       2Aj-hA  N        2*",  -4-A 

donneront  en  intégrant 

1  1 

/M  =  -  /(/:,  -I-  A)  -I-  /  const ,  /N  =  -  / (t,  -4-  A)  -h  /  const.. 

ou 

(  1 24)  M  =  i>, (u.  v)  l/A|^  A,  N  =  *, (m,  y)  V^A, -♦-  A, 

d'où,  par  suite,  en  différentiant, 

rfM  *ï>i(/^,v)  dN  *i(/x,  v) 


dA  fc)  i/i.    _^  \  dA         c: 


■•  » 


2^^i^, +  A  «^     2i/it, +  A 

et  alors,  comme,  en  reportant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équa- 
tions (123),  celle-ci  deviendra 

(*,  -H  A*)  *,  (fL,  v)         (/:,  -♦-  y)  *,(^,  v) 


on  voit  qu'elle  ne  pourra  être  vérifiée,  elle  aussi,  qu'à  la  condi- 
tion de  prendre  à  la  fois 

fci  =  *«=  *,  cl  (fc  4-  /u)4»,(a£,  ï/)  =  (A  -4-  v)*,!;*,  v)=4>(fA,  v), 
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d  où,  par  suite,  pour  4>|  et  <&2  '^^  valeurs 

*!(/«*»>')  =  7 '  et  1.,(^,y)=- 

k  -i-  fjL  k  -\'  V 

En  reportant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (124)  et  la 
seconde  équation  (122),  on  aura,  dès  lors,  pour  première  expres- 
sion des  inconnues  A,  M,  N  vérifîant  à  la  fois  les  deux  équa- 
tions (122),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  deux  de  la  pre- 
mière ligne  (121), 

k  -^  fi  k  -¥-  V 

avec 

OU  simplement: 

A  =s 


Ce  premier  résultat  obtenu,  si  Ton  remarque,  au  sujet  des  six 
équations  proposées  (121),  que  les  trois  équations  de  chaque 
colonne  se  déduisent  les  unes  des  autres  en  permutant  à  la  fois 
les  deux  groupes  (X,  p,  v)  et  (A,  M,  N),  on  conclura  de  là  que 
le  même  procédé  de  tâtonnement  rationnel,  successivement 
appliqué  à  chacun  des  trois  systèmes  de  deux  équations  formés 
par  chaque  ligne  de  ce  tableau  (121),  fournira  respectivement 
pour  ces  trois  systèmes  les  trois  solutions,  particulières  consis- 
tant chacune  dans  les  trois  expressions  inscrites  semblablement 
dans  une  même  ligne  du  tableau  suivant 

y/km  *  +  "  *  +  * 
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On  obtiendra,  dès  lors,  une  solution  commune  aux  trois  sys- 
icmes  correspondant  aux  trois  lignes  du  tableau  (121),  en  iden- 
tiBani  séparément  les  trois  valeurs  qui  figurent  dans  celui 
que  nous  venons  d  écrire  (12;i),  d*abord  pour  A,  puis  pour  M 
et  enfin  pour  N.  La  première  de  ces  identifications  donnera  en 
particulier 


ou,  sons  forme  plus  syméirique,  en  multipliant  par  l/&  -+-  X,  et 
divisant  par  V^&  -*-  fx  1/&  -+-  v, 


^^(f*,v)  M  (y,  A)  ll(A,fx) 


i/irrLi/Fr'v    [/k-^u^k-*- )^   y/k^xv^k-^ 


=  D, 


la  valeur  commune  D  de  ces  rapports  ne  pouvant  être  qu'une 
constante,  puisque  cette  valeur  ne  peut  dépendre,  ni  de  X  d'après 
la  première  expression,  ni  de  u  d'après  la  seconde,  ni  enfin  de  v 
d'après  la  troisième. 

Tirant  donc  de  ces  trois  dernières  égalités,  pour  les  fonctions 
arbitraires  0,  \F,  II,  les  valeurs 


Il  (A,fz)=nl/(Ar-t.A)(A-  +  A*), 

et  les  reportant  dans  l'une  quelconque  des  trois  lignes  du 
tableau  (125),  nous  aurons  donc  obtenu  ainsi,  pour  solution  com- 
mune aux  six  équations  proposées  (121),  les  trois  expressions 


=  oV 


(k  -t-  m)  (k 


(126)    ■ 


N  =  ny 


/(fc 

-+-  v)  (k  -♦- 

^) 

/t   -4-   fA 

''(^• 

-+■  A)  (k  -*- 

f^) 

y 
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La  question  est  donc  réduite  à  chercher  maintenant  s'il  est 
possible  de  disposer,  de  trois  façons  diiïérentes,  de  la  seule  indé- 
minée A,  de  manière  à  satisfaire  n  la  fois  aux  trois  équations  res- 
tantes (118),  (119)  et  (120),  c'ost-à-dire  aux  trois  premières 
équations  plus  compliquées  (116),  car  il  est  visible  qu*cn  intro- 
duisant ces  valeurs  dans  ces  dernières  équations,  Tautre  indéter- 
minée D  disparaîtra  par  suite  de  Thomogénéité. 

A  cet  eiïet,  déduisant  d*abord  par  la  diiïérentiation  de  la  pre- 
mière des  expressions  (126) 


r/\  1        \/{k  -+-  A^l  (A  -+-  >) 

"Ï7Â^~"Ï  (k  -¥-  X)]  ' 

puis  reportant  cette  dernière  valeur,  ainsi  <|ue  les  trois  expres- 
sions (126),  dans  la  première  de  ces  équations  (116),  et  faisant 
passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  nous  trouverons 


(127) 


^    {k-*-x)\^k-^\     -M(^;L  \^k-ix 


\  [^k-i-'j.  l    A  -♦-  > 

et  alors,  en  multipliant  par  -ïf /"(>•). (A-i-X)  l'^(& -h /)(/:-f-,a)(/t-i-i/), 
et  ayant  égard,  en  outre,  à  In  valeur  de  définition  (1 15)  de  B, 
qui  peut  s  écrire 

B  =  —  (u  —  V  .  '  A  —  •/;  (A  —  |ji)  :  -    —  (yu  —  y)  !  A-  —  ijt*  -♦-  y)  A  -♦-  /uv  j, 

nous  obtiendrons  ainsi  Téquation 

-  (a*  -  y)  I  A-  -  (^  +  y)  A  H-  iiy\f{X),(k  -+-  fx)  (A  +  v) 
128)    \    -^(fx-v);(/x-^v  -2A)/'(A)^iA'^-;>-*-y)A-4-uy(/-'(A)J.(AH-A)(A-+-A^)(A-^y) 
(y  -X)'M.(k^v)(k^  Xr  -  (A  -  A.)Y(v).(A-t-/x)(A  H- A)'  =  0, 

qu'il  s*agity  par  conséquent,  de  rendre  identique. 


=0; 


372  —  Î238  — 

Dans  ce  bul,  nous  poserons,  on  vue  d'abréger  les  écritures,  et 
pour  ce  calcul  seulement, 

A  c=  û'  H-  6'  -•-  c«.        B  =  6V  -4-  c'a^  +  aV,        C  =  a*6V, 

en  sorte,  qu  avec  ces  notations,  les  expressions  de  la  fonction  f, 
définie  par  Téquation  (71),  et  de  sa  dérivée,  seront  pour  une 
variable  quelconque  p: 

(i  29)  f(p)  =  p»  H-  Ap'  +  Bp  -*-  C ,  /  '  (p)  «  5p'  -H  2 Ap  +  B. 

Cela  posé,  si  après  avoir  remis  ces  valeurs  dans  Téquation  en 
question  (128),  on  la  suppose  ensuite  ordonnée  par  rapport  à  X, 
il  est  deux  termes  en  particulier  dont  on  pourra  assez  facilement 
calculer  les  coefficients,  à  savoir  le  premier  et  le  dernier,  qui 
seront  respectivement  de  degré  5  et  0  en  i  :  car  le  premier  de 
ces  termes,  qui  proviendra  uniquement  des  deux  premières 
lignes  de  Téquation  seulement,  sobtiendra  évidemment  en  y 
réduisant  chaque  facteur  simplement  au  seul  de  ses  termes  de 
degré  le  plus  élevé  en  \  et  le  dernier  terme  en  réduisant,  au 
contraire,  tous  les  facteurs  à  leur  seul  terme  indépendant  de  \ 
c'est-à-dire  en  faisant  simplement  1  =  0  dans  chaque  facteur  en 
particulier.  Or,  on  obtiendra  de  cette  façon  pour  le  terme  en  >.^ 

—  (^-  y)  A*.  >?(k  -^ii){k'\'y)-\-  {fi—v)  j(  -  2X)  )?  -♦-  A*.dX']  .  X(k  -^  A*)  (*  -*-  v) 

=  (^  —  v) (^  H-  ^)  (fe  -4-  v)  I  — .  A»  ^  (—  ax*  -t-  3A*).x]  =  0, 

expression  qui  dores  et  déjà  est  donc  identiquement  nulle,  ainsi 
qu'il  est  demandé  ;  puis,  en  second  lieu,  pour  le  terme  indépen- 
dant de  X,  en  ayant  égard  aux  expressions  (129), 


(130) 


-(A.-v).A^vY{0)(*-*-/c.)(*-*-v)-t-(M--v)[(A.+  y)AO)+A*v/^(0)]A(fc  +  fx)(fe^.v) 

+  v'  f(y)  [k  -^  v)  k^  -  piYM ,{k^f^)  k' 
=  (u-y)  (it-i-pi)  (fc-^y)  [- A^^C-^  )(a*  H- v)  Ch-a^v B  j  *] 
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Or,  comme  des  mêmes  expressions  (129)  on  déduira  successi- 
vement, en  premier  lieu, 

et  de  même,  en  second  lieu, 

(152}    <  f  , 

(  =  (v — ^)  I^ApV  -+-  B^cy (  y  -4-  z^)  -^  C(y*  -i-  /^y  -+-  pi*)J, 

Texpression  ci-dessus  (150)  qu'il  s'agit  de  calculer  deviendra, 
en  remettant  dans  sa  seconde  forme  ces  deux  valeurs  (151)  et 
(132),  puis  développant,  et  ordonnant  les  différents  facteurs  par 
rapport  à  k, 

^  (p  —  y)  I^V— B^v~C(At  -♦-  y)]k^  -*-  {u-/x)[XfiV'  ^  B;tty(-.  ♦-  u)  4-  C(u^ -^  fiu -^  f^)]k* 

=  (a  — v)[j(^  ^  ;,)C4-^vB|it*-+-  j  {;u  4- v)' C -f- {/U  -♦-  v).ayB  — pivCjil* 

-H  j  /te;'  (/4  -H  y)  C  -♦-  /aV  B  —  (fjL  -^  v)fjivC\  k  —  /u^y *  C 

-4-  }a^V  -   Bfxy-C(f*  -♦-  y)lit*  —  jAttV  "h  B^y  (A*  ■♦-v)-h  €(/.'-«- Atj/-+-v»)|ifc«J 
^  (u  -    y)  [A^V/b'  -f-  î  (a*  -+-  y)*  C  —  A/^^y^—  C(m* -h  2/.y  -♦-  y') }  k^  4-  /.VB/fc  —  ^VC] 

=  (^  -  y)  aV  (A'  -  A*'  -H  B.^  —  C)  =  -  (^  -  v)  ^V./'(—  k) . 

Et  dès  lors,  s'il  est  possible  de  véri6er  également  cette  première 
équation  (116)  avec  des  expressions  de  la  forme  (126),  cela  ne 
pourra  être  réalisé  qu'en  prenant  pour  —  A:  l'une  des  trois 
racines  de  l'équation  f(p)  «=>  0,  racines  qui  sont,  d'après  la  défi- 
nition (71),  —  a',  —  6',  —  c*,  c'est-à-dire,  par  conséquent,  en 
prenant  pour  A:  l'une  des  trois  constantes  données  a',  6',  c'. 
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On  pourrait  se  proposer  de  reconnailre,  en  calculant  ainsi 
successivement  les  coeflicienls  des  quatre  autres  ternies  en  X,  X', 
A3,  cl»  de  la  même  équation,  que  c'est  toujours  cette  même  con- 
dition qui  procurerait  Tannulation  de  chacun  de  ces  coeiTicients, 
et,  par  suite,  qu*elle  sera  suffisante  pour  la  vérification  de  chacune 
des  trois  équations  proposées  (116),  puisque  celle  condition 
n'est  pas  modifiée  par  la  permutation  circulaire  qui  échange 
les  unes  dans  les  autres  ces  trois  mêmes  équations.  Mais  le 
calcul  serait  ainsi,  comme  on  peut  aisément  le  prévoir,  extrê- 
mement long  et  laborieux,  et  nous  parviendrons  beaucoup  plus 
rapidement  au  même  but,  maintenant  que  nous  savons  déjà  que 
cette  condition  est  nécessaire  pour  la  vérification  des  trois  équa- 
tions précitées  (116),  en  nous  assurant,  n  posteriori,  qu'elle  est 
en  même  temps  suffisante  pour  le  même  objet,  par  Tinlroduclion 
directe  de  cette  condition  dans  la  même  équation  (127)  que  nous 
venons  de  considérer. 

En  effet,  multiplions  cette  même  équation  (127)  par  le  pro- 
duit ^ f-^ll  - :  ,elle  deviendra 


1 — 


[k  -t-  A)-      H 


puis  faisons-y,  par  exemple,  k=  a*,  et  désignons  par  À  ce  que 
devient  le  premier  membre  dans  celte  hypothèse,  expression  qu'il 
s'agira,  par  conséquent,  de  démontrer  être  identiquement  nulle. 
Si  l'on  a  égard  à  la  définition  (71)  de  la  fonction  f,  il  est  clair 
que  celle  même  expression  À  pourra  s'écrire 

(133)  A=-^-^-^--'^-^  ^ 

(a-  -4-  A)-        rrn-  A         9 

en  faisant,  pour  abréger, 

(154) 
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Or,  si  Ton  effectue  d^abord,  dans  chaque  lerme  de  cette  der- 
nière expression  S,  seulement  le  produit  des  deux  derniers  fac- 
teurs, et  qu'on  l'ordonne  ensuite  par  rapport  aux  constantes  (*), 
il  est  clair  qu'elle  pourra  alors  être  écrite  sous  la  forme 

^  =  <A>6V  •+-  011(6*  ^c')'^ej 

les  valeurs  des  trois  coeiTicients  JU,  d2>,  C  étant  respectivement 
les  suivantes 

Jt«.(/*  — v)  (^  -♦-  y— 2X)  -*-  (v  —  A)'—  (X  — ^)* 

=^*_y«  — ^2A{a*— v)-+-(v*  — 2vX-4- A*)  — (A*  — 2X^-»-  A**)  =  0, 

ï(î,==(^  — j/)  (yu-f- y  — 2A).  A -^  (v*  — 2vA-^  A').At— (A»— 2A/A-+-y[4*).v 
=  (^  — v)j(^-+-y)A— 2A'(H-yV  — A**î'  -♦-  A*(^  — v) 
=  (i^— »')i(A*H-v)A  — A»— ^^^(^-(a*— v).(A— v)(A— A*)=©, 

G  =  (/a  —  ;')  (^ -*- y  —  2A) .  A* -t- (v*— SvA -f- A') .  A*'  — (A*— 2A/U -♦- A**) . y' 
=  (a**— y*)A*  — 2(At- v)  A»  — 2lA»/^'  — A^cv*) -H  A*(a.'— v») 
=  2(a**— v*)A*— 2(At-v)A'  — 2A^y(A*— y) 
=  2A(>t4-v)j(/u-+.:/)A-A'-A*v|=  — 2A(At— v).(A  — j/)(A-A*)-=2Ae; 

et,  par  conséquent,  la  valeur  ci-dessus  (1 34)  de  l'expression  S 
sera  simplement 

S 
,S  =  e(A' +  O -h2Ae,  d'où  -  =  6*-f.c«-4-2A. 

D'autre  part,  comme  l'on  aperçoit  de  suite  que  Ton  a  éga- 
lement 


aa)      rw       (a«^A)r(A)-AA) 


d  f  fW  \ 
dx  W  -*•  A/ 


(a»  -♦-  A)'       o*  ^  A  (ci'  -♦-  A)' 

.^[(6«^A)(C*+A)]=  — ^[6V-*-(6»-*-C*)A-^A»]  — —  (6'-^C»H-2A), 

lïA  («A 


(')  Un  procédé  semblable  nous  a  déjà  réussi  dans  le  Chapitre  précédent,  on  s'en 
souvient,  à  propos  d'une  qucslion  toute  pareille,  mais  plus  compliquée  encore  que 
celle-ci  (pp.  3à4-a26). 

XV.  16 
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il  esl  donc  démonlré  par  là  que  Texpression  proposée  (133)  de  A 
est  bien  idenliquement  nulle,  ainsi  que  nous  voulions  nous  en 
assurer.  Et  il  est  clair  qu'il  en  serait  encore  de  même  en  prenant 
successivement  pour  k  les  deux  autres  valeurs  A:=  6«,  et  A:  =  c*, 
puisque  les  calculs  correspondants  se  déduiraient  de  ceux  que 
nous  venons  d*e(Tectuer  en  permutant  simplement  les  (rois 
lettres  a\  6*,  c*. 

Il  est  donc  ainsi  prouvé  qu'en  attribuant,  dans  les  expres- 
sions (126),  à  k  successivement  ces  trois  valeurs  a*,  6*,  c*,  et 
la  constante  D  reslant  d'ailleurs  arbitraire.  Ton  aura  ainsi 
à  chaque  fois  une  solution  particulière  distincte  commune  aux 
neuf  équations  (116)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  aux  (rois 
systèmes  linéaires  et  homogènes  (118),  (119) et (120),  d'où  Ion 
pourra  conclure  immédiatement,  dès  lors,  une  intégrale  géné- 
rale commune  à  ces  trois  systèmes,  c'est-à-dire  précisément  celle 
du  système  d'équa(ions  différentielles  totales  (117)  que  nous 
nous  proposions  de  trouver. 

Toutefois,  avant  d'écrire  cède  intégrale  générale  ainsi  formée, 
ce  dernier  système  (117)  n'étant  lui-même  en  réalité  qu'un 
intermédiaire  dans  la  question,  puisque  les  véritables  équations 
du  problème  sont  actuellement  les  équations  (20)  ou  (5)  du 
Chapitre  III  supposées  transformées  en  X,  p,  y,  c'est-à-dire  alors 
l('s  six  équations 

\A/  \p/  V'*'/  A  A  fi/u,  V  V 

(I54'"')(  AÎA  (^)V  AÎA^.  f-^]  H-  Aîv.f^]  =  I ,         AjA.^- H-AÎA.  --  ^  ^îv.f -=0, 

^  1  \A/  W  \vJ  a  a  fl/JL  vv 

*  \A/  \A*/  \y/  A  A  ixiL  V   j 

il  y  a  lieu  de  se  demander  main(enant,  sans  modifier  ni  res- 
treindre en  quoi  que  ce  soit  l'intégrale  générale  que  nous  venons 
d'indiquer,  si  les  trois  solu(ions  particulières  trouvées  tout  à 
riicurc,  et  que  nous  désignerons  par  (A,,  M^,  N^),  (Aj,  Mj,  N^), 
(A3,  M5.  N3),  pourront,  é(ani  a(tribuées  chacune  à  une  coordon- 
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née  rectiligne  différente,  et  en  disposant  convenablement  de  la 
constante  indéterminée  D  qui  y  figure,  être  considérées  chacune 
comme  une  solution  particulière  du  problème  lui-même  défini 
parles  équations  précédentes  (134^^), ou,  en  d'autres  termes,  si 
Ton  pourra  faire  en  sorte  qu'elles  satisfassent,  non  pas  seulement 
au  système  précité  (117),  mais  encore  aux  six  équations  repro* 
duisant  ces  mêmes  équations  (134^'')  dans  le  mode  de  notation 
convenu,  savoir 

(135)  {  AÎA  Aï  -♦- AÎA*  Mi-+-AÎ.  Nî=  1,        AÎA.AA-+- AÎa^.MsM,  .*-AÎv.N3N,=0, 
AÎA  AJ  -H  AÎA*.  Mî  -H  Aîv.  N;  =  1 ,         AÎA.A.A,  h-  AÎa^.M.M,  *  Aîy.N|N,=0, 

parce  que  Ton  conçoit  que,  si  cette  circonstance  se  réalise,  Tin- 
terprétation  des  conditions  qui  nous  restent  encore  à  satisfaire 
relativement  aux  constantes  devra  être  rendue  par  là  plus  claire 
et  plus  facile. 

A  cet  effet,  récrivant  le  type  de  solution  trouvé  ci-dessus  (126) 
sous  la  forme  abrégée 


(,55-)  A  =  D^^.  M  =  D»3^.  N  =  D^-iM 


V 


en  convenant  de  faire  dans  ce  calcul,  pour  plus  de  commodité, 

F(k)=>{k'^'X)(k-^lx){k-^y) 

=  fc*  -+-  (A  -♦-  M  -H  v)  fc*  -♦-  (/uv  -4-  vA  -♦-  X/x)  k  -H  X/xVy 

puis  attribuant  à  A:,  dans  cette  dernière  formule  (135^"),  succes- 
sivement les  valeurs  a^,  6^  c^,  nous  formerons  ainsi  les  trois 
solutions  particulières  en  question 


A,_D,'^L"''.       M,-D,4ï«,      N._U,^' 


(i56)  ^'"«^'M^a'       '"'^'''V:^'      ^'=='^'6^^ 


A^^,X^,      M,  =  ,),^.       N,  =  D.^^-(^'' 


(.    -«-  a  c* 
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et  alors,  remettant  ces  valeurs  tout  d*abord  dans  le  groupe  de 
droite  des  équations  précédentes  (ISS),  en  même  temps  que 
celle  des  invariants  À|X,  A^/jl,  A|V  qui  seront  fournies  par  les 
expressions  (75)  dans  lesquelles  on  aura  écrit  \  u,  v  à  la  place 
de  ^y  ^y  n,  ce  qui  donnera  pour  leurs  carrés  les  valeurs 

(ne»»'')  Aîx==4r^. !^l^ ,    AV=4(r. (^ .    A,V=4rf«.        ^^'^ 


(A-^)(A-y)  (^-;,)(^-x)  (v-X)Iv-m) 

en  particulier,  le  premier  membre  de  la  première  équation  de  ce 
groupe  deviendra  successivement 


id-:  1),1),F  (6»)  F  (c')  Ï—I^i—  - 


A)  (c»  -H  X)      (/i—v)  (fi—  X)  (b*  -h  ft)  (c*  +  fi) 
,  fi") i___] 

4rf*.D,DjF(6«)F(c')  , 
'=-, n— ^777r-^(^ -")("+*)  +  ("-*)(«*+'*) -^(*- a)  (a' H- y)]  =  0. 

par  où  Ton  voit  déjà  que  le  groupe  de  droite  (135)  est  satisfait, 
quelles  que  soient  les  constantes  D,  par  les  solutions  envisa- 
gées {i  36). 

Quant  au  groupe  de  gauche,  les  trois  équations  qui  le  com- 
posent étant  comprises  sous  le  type  unique 

(157)  AJx.A*  -♦-  AV.  M'  ^  Aîv.N'c=  1 , 

il  ne  reste  donc  plus  qu'à  s'assurer  si  Ton  pourra,  pour  chacune 
des  trois  solutions  en  question  (136),  disposer  de  la  constante  D, 
de  manière  à  satisfaire  à  cette  seule  équation  (137),  laquelle, 
en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  et  multi- 
pliant ensuite  par  le  produit  ^  =  ^^  (|^  —  y)  (y  —  i)  (^X  —  fx), 

pourra  s'écrire  alors,  eu  égard  aux  valeurs  (136"'), 

« 

(iô8)  {fc-y)f(X).A'  +  {y-X)f{f.)  M'  +  (A-A.)/-W.N«-H^  =  0. 
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Or,  si  Ion  reporie  les  valeurs  (13S^")  dans  Téquation  que  nous 
venons  d'écrire,  en  la  divisant  par  D'F(A:),  elle  deviendra 

Cela  fait,  si  Ton  décompose  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle  p^,  les  racines  du  dénominateur  étant  simples  et 
égales  respectivement  à  —  \  —  p,  —  y,  la  formule  classique 
relative  à  ce  cas  donnera  dans  Tespèce 

1  11  11  11 


0) 


F(/fe)       F'(— A)it-f.A       F[—fi)k-^pL       r(-v)k-*.v 

11  il 


V 


(—  X  -♦-  Ac)  ( —  X  -^  v)k  -^  X       (—  A«  ■+-  v)  ( — fjL-\-  X)k  -^  /Ji. 

\                          1 
-^ 

( —  y  -♦-  A)  ( —  y  -h  ^a)  A:  -♦- 

d'où  Ton  conclura,  par  conséquent,  en  multipliant  par  6, 

e 


?(k) 


ri  1  il 

(/.—  y)- -H  (y-  X)    ^(x  —  f£)   

L  /C-+-A  /C-+-A6  *-t-yJ 


et,  par  suite,  en  reportant  cette  même  valeur  dans  Téquation 
envisagée  (139),  et  rapprochant  les  termes  semblables,  celle-ci 
pourra  s'écrire  de  nouveau 

i  -\\J^ \ M  ,  .     , J  f('-) ! Ll 


(*-/«) 


rJM___L_Ll=o, 

[(fe-^y)*        4DVJfc-HyJ 


D*ailleurs,  la  constante  k  des  expressions  (126)  ou  (135*^*) 
étant,  par  hypothèse,  pour  les  solutions  considérées  (136),  Tune 
des  trois  quantités  a^,  6^,  c',  Ton  calculera  très  aisément  les  trois 
facteurs  semblables  entre  crochets  de  cette  équation  (140),  en 
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remarquant  que,  pour  la  première  solution,  par  exemple,  c'est-à- 
dire  pour  &=  a^y  la  simple  division  algébrique  donnera,  quel 
que  soit  p, 

e*^)       TZrrTt^ ITT =  TTi =  pH-S|-»- 


(a*  -+-  p)'  a'  -*-  p  p  -H  «*  fi  H-  a* 

en  désignant  par  S|  et  G^i  les  deux  constantes 

(i  i^J)        S,  =  6*  -♦-  t*  -  a\  G,  =  6V  —  (6'  ■*-  c')  a'  -4-  a*=  (a*  —  /j*)  (a*  -  c') . 

d'où  Ton  déduira,  par  suite, 

n?) ! L_=     s    (g --\  — 

(o*^p)*       4D*ci»a*-*-p       P"*"    •'*'i    •        4D*cr/o«^p' 

Dés  lors,  on  voit,  en  faisant  successivement  p  =  X,  fx,  y  dans 
cette  dernière  formule, et  reportante  chaque  fois  la  valeur  obte- 
nue dans  réquation  (140),  que,  pour  la  première  solution,  elle 
se  réduira  alors  simplement  à 

et  sera  par  conséquent  satisfaite  identiquement,  à  la  condition 
que  l'on  prenne  (*) 

I                                                 1  G,"* 

G, r^  =  0,  d'où  D*= -.        cl         D==--V; 

(*)  (xtlc  condition,  qui  est  manifestement  suffisante,  est  en  mémo  temps  nécessaire, 
attendu  que  le  second  facteur  de  cette  équation  ne  peut  ôire  supposé  nul,  quelles  que 
soient  /^.,  v;  car  en  le  réduisant  à  un  seul  dénominateur, dont  la  valeur  sera  évidemment 
F(a<),  F  étant  le  symbole  employé  tout  à  l'heure,  on  trouvera  successivement  pour  celle 
du  numérateur 

(/A  -  v).(a*-h/x)  (a*-»-v)-t-(v  -  )).(a«^v)  (a*-+- >)-*-(>  -/*).  'a*-¥-X) (a*-hfi) 
s^ifjL—  v) .  j  a*  H-  (fi  -♦-  v)  a*  -+-  /xv  { -♦-  (v  —  )) . }  a*  -♦-  (  V  -♦-  X)  o*  -♦-  -A  { 
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et  Ton  obtiendrait  bien  évidemment  la  valeur  analogue  de  la 
constante  D  pour  les  deux  autres  solutions  particulières  en  ques- 
tion, en  permutant  à  deux  reprises  les  trois  constantes  a*,  t*,c^. 
Si  donc  nous  convenons  de  poser  à  la  fois,  par  analogie  avec 
la  valeur  (142), 

15)        G,=(a'-6')(a»— O,        G,=(/>*— ^  (6^  -«*),        G,  =  (c'  -a')  (c'— 6*), 

il  résulte  du  calcul  que  nous  venons  d'effectuer  que  les  trois 
systèmes  de  valeurs  de  A,  M,  N  inscrits  dans  chacune  des  lignes 
du  tableau  suivant 


si  on  les  attribue  respectivement  aux  trois  coordonnées  diffé- 
rentes X,  2/y  z,  seront  alors  trois  solutions  particulières,  non 
plus  seulement  du  système  intermédiaire  aux  différentielles 
totales  (117),  mais  encore  des  équations  réelles  du  problème, 
savoir  celles  (20)  ou  (S)  du  Chapitre  III  elles-mêmes  (*). 


Cette  observation  faite,  si  nous  désignons  par  A|,  A2»  A3  trois 
constantes  arbitraires,  il  est  clair,  comme  nous  Tavons  dit  déjà, 


(*)  C'est  cette  double  propriété  qui  assurera  seule  le  succès  du  calcul  qui  nous  reste 
encore  à  dévelop|>er  dans  le  paragraphe  suivant,  en  ?ue  de  satisfaire  à  la  seconde 
condition  formulée  dans  l'exposé  sommaire  de  notre  méthode,  et  qui  nous  fournira  comme 
résultat  la  signification  géométrique  des  constantes  arbitraires  qui  subsisteront  défini- 
tiTemeot  dans  la  solution. 

Nous  présentons  d'ailleurs  un  peu  plus  loin  une  seconde  démonstration  de  cette  propo- 
sition dans  la  note  de  la  page  386  ci-après. 
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que  rinlégrale  fjénérale  commune  aux  neuf  équations  (H 6), 
c'est-à-dire  celle  du  système  (117)  qui  nous  était  demandée, 
pourra  être  représentée  par  les  trois  expressions  : 

(145)      A=A|A,-hAA-^A3A3,      M=A,M,-+-A,M,-hA3M5,      N«A,N,-hA,N,-4- A-.N,. 

Enfin,  muni  de  ce  résultat^on  reconnaîtrait  aisément,  comme 
nous  le  ferons  un  peu  plus  loin,  qu*avec  ces  valeurs  de  A,  M,  N 
l'expression  de  la  différentielle  (113)  est  bien,  comme  cela  doit 
être,  une  différentielle  exacte,  ce  qui  montre,  par  conséquent, 
la  possibilité  d'obtenir  désormais  (en  supposant  la  seconde  con- 
dition relative  aux  constantes  A  également  remplie)  lexpression 
de  chaque  coordonnée  rectiligneà  Taide  de  simples  quadratures. 

Détermination  des  constantes  arbitraires  surabondantes  par 
la  vérification  a  posteriori  des  équations  du  premier  ordre 
proposées. —  La  possession  de  l'intégrale  générale  ci-dessus  (145) 
ne  suffit  pas  toutefois,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  dans 
lexposé  général  de  notre  méthode»  pour  procurer  dores  et  déjà 
la  certitude  qu'il  existe  une  solution  du  problème  de  la  forme 
(145)  dans  le  cas  général  envisagé  (*),  et,  en  admettant  qu'il  en 
soit  ainsi,  pour  fournir,  à  l'aide  de  la  seule  opération  que  nous 
venons  de  dire,  la  solution  complète  et  définitive  de  la  question 
proposée.  Il  reste  encore,  en  effet,  pour  cela,  à  satisfaire,  avons- 
nous  dit,  à  une  condition  supplémentaire  qui  fournira,  si  elle  se 
trouve  remplie,  six  relations  entre  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  du  système  d'équations  différen- 
tielles totales  que  nous  venons  d'effectuer  (page  344,  3",  ou 
encore  pages  355  et  358). 


(*)  Rien  ne  prouve  a  priori,  en  effcl,  que  les  équations  proposées  (134*»'»)  [ou  (S)  du  Cha- 
pitre III]  soient  compatibles,  c'est-à-dire  qu'il  soit  possible  de  trouver  trois  fonctions 
X,  y,  z,  des  variables  >,  u,  :;,  ou  ^ ,  ^,  cr,  satisfaisante  la  fois  à  ces  six  équations;  et  les 
raisonnements,  ainsi  que  les  calculs,  développés  jusqu'ici  prouvent  seulement  la  nécexsUé 
de  la  forme  de  solution  (14«^),  c'est-à-dire,  en  teimes  explicites,  que,  s  il  existe  réellement 
trois  fonctions  remplissant  cette  condition,  elles  seront  toutes  trois  comprises  dans  le 
type  (i4o),  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  d  intégration  A,  et  rien  de  plus. 
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D^ailleurs,  on  aperçoit  de  suite  que  la  raison  d'être  de  cette 
seconde  condition  correspond,  dans  le  cas  actuel,  à  la  même  cir- 
constance qui  a  déjà  plusieurs  fois  arrêté  notre  attention  et  exigé 
de  nouveaux  développements,  h  propos  de  différentes  questions 
successivement  envisagées  dans  le  Chapitre  précédent:  à  savoir, 
qu'en  supposant  qu'il  existe  une  solution  du  problème,  le  système 
d'équations  différentielles  totales,  qui  nous  a  conduits  à  ces  der- 
nières expressions,  ne  représentant  pas  les  équations  du  pro- 
blème elles-mêmes,  mais  seulement  des  conséquences  différen- 
tielles de  celles-là,  la  sol  utîon  précitée  (1 45)  se  trouve  de  nouveau 
plus  large  que  celle  du  problème  proposé,  ou, en  d'autres  termes, 
renferme  en  l'état  un  nombre  de  constantes  arbitraires  plus 
grand  que  celui  qui  convient  en  réalité  à  la  question.  Il  y  a  donc 
lieu,comme  à  plusieurs  reprises  dans  le  Chapitre  IV,de  détermi- 
ner celles  des  constantes  arbitraires  qui  se  trouventainsi  actuel- 
lement en  excès,  par  la  condition  de  satisfaire  aux  équations 
proposées  elles-mêmes  (134"')  ci-dessus  [ou  (S)  du  Chapitre  III, 
transformées  dans  le  système  des  variables  indépendantes 
l,  IX,  v],  ou  k   tout  autre   système  complètement  équivalent. 

A  cet  effet,  les  équations  en  question  étant  prises  de  nouveau 
sous  la  forme  (91),  sous  laquelle  nous  les  avons  déjà  consi- 
dérées au  début  de  ce  Chapitre,  c'est-à-dire  avec  nos  variables 
actuelles  X,  a,  y,  sous  celle-ci 


i  ""=  (î)'  -  (!)'  -  0' 


XX       y  y       z  z 

H 1 ==0, 


(U6)         (K)=(7-g) 


•'       'z\*  XX       y  y       zz 


-I  »  1 1 =  0, 

jLcl  V  X  V  X  y  X 


'"-(•r^  (?)"*(:)■ 


XX       y  y       z  z 
h  •--  H =  0, 

Xfi         X  /u.         X  fJL 


les  symboles  (H),(K),(J)  désignant  alors  les  inverses  des  expres- 
sions ci-dessus  (136^"),  c'est-à  dire  les  suivantes 

^"^=4-5^— 7(1) —   <*^)==4rfi— 7>) —   (^)=wi— rôô 
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d'après  le  mode  de  notation  convenu  dans  Texposé  sommaire  de 
notre  méthode,  les  trois  solutions  déduites  successivement  de  la 
même  formule  (14S)  pour  les  trois  coordonnées  rectilignes 
devront,  par  conséquent,  vérifier,  quelles  que  soient  >,  fx,  v,  les 
six  équations 

/   A"  -♦-  A"«  -f.  A""=-.  (H),  M' N'  -+-  M"  N"  •+-  M'"  N'"  =  0, 

(148)  I  M'*  -♦-  M"*  -t-  M'"«=  (K),  N'A'  h-  N"A"  -♦-  N'"  A'"  =  0, 

(   N'«  -H  N"»  ^  N'"*=  (j)^  A'M'  ■*-  A"M"  -♦-  A"' M'"  =  0. 

Pour  exprimer  cette  dernière  condition,  déduisant  tout  d'abord 
du  type  synthétique  (itë)  les  trois  solutions  relatives  à  chaque 
coordonnée  x,  y,  z, 

A  =a;a,  -4-a;a,  h-ajAs,    m'  =:a;m,  -f-A;»!,  -^-a^Mj,     n'  =a;  in,^a;n,  -^; 

(U9)(  A  '  =a;'a,  -4-A;'Ai -^Aj'Aj,    M"  ==a;'m,  -♦-a;'m,  -^-a^'m^,    n"  =a;'  ]v,-»-a;'ln,  +i 
A '=ArA,-4-A;"Aj-4-Ai"A5,   m'"=a;"m,h-a;"m,^a;"M5,  N'"=A;"N,^A;"N,-h^ 

puis  observant  que  dans  chacun  des  deux  groupes,  soit  de 
gauche,  soit  de  droite,  des  équations  en  question  (148),  le  pre- 
mier membre  de  chaque  équation  est  composé  de  trois  termes 
analogues  relatifs  chacun  à  une  coordonnée  différente,  nous 
remarquerons  que  les  expressions  générales  (14S)  donneront, 
comme  expression  synthétique,  pour  les  valeurs  respectives  des 
termes  figurant  dans  les  deux  premières  équations  (148), 

I     A"''=  (A, A,  -♦-  A,Aj  -♦-  A5A.O' 

=  AÎ.AÎ  H-  Aj.Aî  -H  AJ.AJ  -♦-  2A,A5.A,A,  ^  2AjA,  .AjAi-*-  2A,A,  A.A,, 

MN  =  (A,M,  -•-  AjM,  -♦-  AjMs)  (A,N,  -♦-  A,N,  -+-  A5N5) 

=  a;.m,n,  -haî.MjN,-*.  aî.MjNb 

-*-  A,A5.(MA  4.  M3N,)  H-  AsA.CMsN.-^M.Ns)  -h  A|A,.(M,i\-»-  M,N|); 

et  il  n*y  aura  plus  dès  lors  qu'à  prendre  ces  dernières  valeurs, 
successivement  pour  les  (rois  coordonnées  rectilignes,  c'est-à*dire 
à  les  récrire  trois  fois  avec  une  accentuation  différente,  et  à  faire 
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[150) 


la  somme  des  termes  ainsi  obtenus,  pour  composer  de  toutes 
pièces  les  premiers  membres  des  deux  équations  de  la  première 
ligne  du  système  (148),  d*où  Ton  déduira  ensuite  évidemment, 
par  la  permutation  des  trois  surfaces  coordonnées,  c'est-à-dire 
par  la  seule  permutation  des  trois  lettres  A,  M,  N,  sans  toucher 
alors  ni  aux  indices,  ni  aux  accents,  les  équations  des  deux  autres 
lignes  du  même  système. 

Effectuant  donc  l'opération  que  nous  venons  de  dire  pour 
les  deux  équations  de  la  première  ligne,  en  retranchant  en 
même  temps  des  deux  membres  de  Téquation  de  gauche  la 


somme   Aj 


A3,  et  des  deux    membres    de    celle    de 


droite  la  somme  MiN^  +  M2N2  +  M'sNj,  dont  nous  calculerons 
tout  à  rheure  les  valeurs,  puis  faisant  alors,  pour  abréger  les 
écritures, 


a;«h- a;'*-^  a;"*-  i=cii>,, 

A;*^  A^-H  Ai'*- 1  =cJl>„ 


Ai' 


Ar-+-Ar*-i  =  c«03, 


A;A;-f- A;'Ai'  +  ArAr=a!., 
AiA; -^  Aj'A'/ -H  Ai"A;"=  3e„ 
a;a;-h  A;'A;'^ArA;"=ai3, 


nous  obtiendrons  ainsi,  pour  résultat   de   la   substitution   drs 
valeurs  (149)  dans  les  deux  premières  équations  (148), 

JU,.  Aj  ^  oil,i.AÎ  -*-  cil>5.AÎ  ^  2S(l,.A^j  -^  291!,. AjA,  -+-  23C:.A,Ao 

=  (H)  -  (Aï  -♦-  AJ  +  A,)\ 

(1^0  (  <A>,  .M,N,  -h  <A),.M,N,  -+-  CJU3.M3IV3 

^  SB,  (M,N3  -+-  M3N,)  -h  Sd,  (M5N,  4.  M.Ns)  ^  SCj  (M,N,  -♦-  M,N,) 

Or,  on  aperçoit  de  suite  que  les  seconds  membres  de  ces  deux 
dernières  équations  sont  Tun  et  Tautre  identiquement  nuls;  car, 
ainsi  que  nous  Tavons  fait  remarquera  la  fin  du  paragraphe  précé- 
dent, les  trois  solutions  particulières  fournies  par  le  tableau  (144) 
vérifient,  d'après  la  manière  dont  elles  ont  été  choisies,  les  six 
équations  du  problème  elles-mêmes,  équations  que  nous  pour- 
rons prendre  de  nouveau  sous  la  forme  déjà  considérée  tout  à 
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(6) 


iâ) 


rheure  (146),  ce  qui  revient  à  dire  que  nous  sommes  assurés 
que  Ton  aura  ideniiqucment,  les  indices  tenant  alors  lieu  des 
accents  dans  les  premiers  membres  des  six  équations  (148)  (*)y 


A 

(152)     {  M 

N 


AJ  ^  Aî  =  (H),  M,N,  -♦-  M,N,  -4-  M5N5  =  0, 

Mî  -  Mî  =  (K) ,  N.A,  -h  NA  -4-  IV5A5  =  0, 

Nî  -H  Nî  =  (J) ,  A,M,  -4-  A^M,  -♦-  A3M3  =  0. 


(*)  Bien  que  nous  ayons  déjà  établi  plus  haut  cette  proposition,  sous  la  forme  équivalente 
des  équations  (135),  voici  encore  comment  on  pourrait  aussi  bien  démontrer  directement 
l'existence  des  six  relations  (153). 

L'identité  établie  ci-dessus  par  les  formules  (141)  et  (14^,  dans  lesquelles  on  aura 
remplacé  /?,  a*,  à*^  c*  respectivement  par  k,  >,  (&,  y,  devenant  alors  celle^îi 

(»)         ; ; =  A-+-Sj-4-- -,  2;j=/*-Hv— i,  rj  =  (X— /*)(i  — v), 

si  l'on  fait  attention,  qu'en  introduisant  de  nouveau  la  constante  G  définie  par  l'égalité  (70), 
dont  la  valeur  peut  être  écrite  tout  aussi  bien 


G=(6«— c«)(c>— a*)(a*— 6»)=— (6*— c«).(a»— c*)(a«— 6«)=— (6>--c«)  j  a*— (6«-4-c*)fl«+fcV } 
=  — (6i-.c«)a«-f-  (6<  — c«)a«— 6«c«(6»— c«)=— [(6«— Oa«-^(c«— a«)6«-t-(a»— 6*»c^], 

les  valeurs  des  trois  constantes  (143)  pourront  être  présentées  également  sous  la  forme 


—  G  -G  ^        —G 

W  ^'^ir-i'  ^•=^^=^«'  ^'^^ïIT-^ 

on  voit  alors  que  les  expressions  (144)  donneront,  en  simplifiant  et  réduisant  au  même 
dénominateur, 


(a«-6«)  fc«4-S,-^  -—W  =  —  — .û. 


a  désignant,  pour  abréger,  la  quantité 

expression  que  l'on  transformera  successivement  de  la  façon  suivante 
û=(6-— c«)  j  6VH-l6>-*-c«)i-^i*  j  -♦-(€»— a«)  j  c»a«-4-(c*^a*)>-t->«  j  -4-(a«— 6«)  j  a«6«-t-(a«-4-6")i-4-i«  | 
=  (6«— r>)  6V  -4-(c*— a»)  c*a*-^(a*—b*)a*b'  =  (  6*— c")  a*-^(c*'-a*)  6* -4-  (a«-6«)  c*  -  —  G, 
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En  conséquence,  les  deux  équaiions  obtenues  tout  à  Thcure 
(151)  fourniront,  par  la  permutation  des  trois  seules  lettres  A,  M,  N, 
ainsi  que  nous  l'avons  expliqué,  les  six  relations,  linéaires,et 
homogènes  par  rapport  aux  six  quantités  constantes  JU  et  9tt,  qui 
iJevronl  être  vérifiées  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  variables  J,  |jl,  v,  savoir  : 


i 


NJ   cA),  -f 


A|.gJI>2 

-^(M,N5-'4:M3N,)-9tti-^(M3N, 


AJ.oAos 

M'.cHos 

N3   Jloj 


2AA.  9t, 


2AA.2ft,-H2A,A,.î»,  =  0, 
2-HjM, .  35,  +  2M,M..  3C,  =  0 , 

2N5N,.3C, +  2N,N,.3Cj  =  0; 


N,A,.o)l„  ^-  N^,.Jt,  -f-  NA-A-j 


\  I M I . oAo • 


Et,  dès  lors,  il  est  manifeste  que  la  vérification  demandée  sera 
réalisée  à  la  condition  de  prendre  à  la  fois 

>A,,  =  0,        c)lo,  =  0,       c)l>5  =  0,        SB,  =  0,       ai,  =  o,        3l3  =  0, 


AfMt.olloj  -♦-  AjMs.cAos 
(AîM3-».A,M,).ai,  +  (AjM, 


M^N,) .  SB, +•  (M.N, -+.  M,N,).a3  =  0 


N,A3).9B,-«-  (N,A4  4.  NA). SBj  =  0, 


A,Mj).ai,  4-(A,M,-hAiM,).ai,  =  0. 


eu  égard  à  la  dernière  valeur  (6)  de  G  que  nous  venons  d'indiquer;  et  alors  la  première 
somme  en  question,  pour  laquelle  nous  venons  d'obtenir  l'expression  (8),  deviendra 

en  ayaui  égard  successivement  aux  valeurs  ci-dessus  {ji)  et  (148}. 

D'autre  part,  les  mêmes  valeurs  f  l-i'O  et  (y)  donneront  semblablement  pour  la  seconde 
somme  qui  nous  intéresse 

Et  les  deux  premières  des  six  relations  en  question  (  io2)  se  trouvant  ainsi  démontrées, 
les  quatre  autres  s'établiraient  évidenmient  de  même  en  permutant  simplement  les  deux 
groupes  0 ,  |i.,  y)  et  (A,  M,  N).  sans  toucher  aux  indices,  ni  à  (o*,  6*,  c% 
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c*est-à-clirey  en  se  reportant  aux  déGnitions  (150)  des  mêmes 
quantités»  d'établir  entre  les  neuf  constantes  d'intégration  A  qui 
figurent  dans  l'intégrale  générale  (145),  les  six  relations 


(155) 


Ai^  ^  a;'*  -4-  a;"*  =  I , 

Ai*  -^  AC'»  H-  \'r  =  1 , 


a;a;-4-  a;a;'h-a;"a;"  =  o, 

AiA;  4- AJ'A'/h- A^Ar^o, 

a;a;-*-a;a;  .+.  ArA;"  =  o, 


lesquelles  montrent  aior.s  que  ces  mêmes  constantes  peuvent 
être  interprétées  eomme  les  Mu/  cosinus  d'un  système  d*axes 
rectangulaires,  arbitrairement  choisi  par  rapport  aux  axes  actuels 
des  coordonnées  x,  y,  z. 


Formation  définitive  de  la  solution.  Définition  géométrique 
des  surfaces  qui  composeront  le  système  orthogonal.  —  ln^xprcs- 
sion  définitive  des  dérivées  de  u^  que  nous  avons  représe^ntéos 
par  A,  M,  N,  étant  désormais  acquise  par  les  résultats  qui  Re- 
cèdent, il  est  bien  clair  qu'il  suffira  maintenant,  pour  achever  |a 
solution  du  problème  total,  d'une  simple  quadrature  effectuée  d\^ 
trois  reprises  différentes  sur  la  différentielle  (113),  considérée  \ 
successivement  pour  les  trois  coordonnées  rectilignes;  ce  qui  se      , 
fera,  d'après  les  notations  dont  nous  sommes  convenus  et  la 
forme  (145)  des  expressions  de  A,  M»  N,  en  modifiant  simple- 
ment à  chaque  fois  l'accentuation  des  constantes  d'intégration  A 
qui  figurent  dans  ces  expressions.  Effectuant  donc  ces  quadra- 
tures, si  pour  en  écrire  plus  aisément  les  résultats,  nous  conve- 
nons de  poser  en  terminant 


\ 


\ 


\ 


(154) 


')(«■+  (*)("' -^  ■■>), 


Gr*    — 


V {y  -*■  \)  {fi'  ...  ^)('<'h    y), 


Z=-7-^(c'  +  >)(c'-f  ^)(C'-H>), 
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comme,  avec  ces  notations,  les  neuf  expressions  (144)  pourront 
alors  s'écrire  sous,  forme  abrégée. 


(154»*") 


dX 

A,  =  — . 
'      dx 

dX 

A        ''^ 

dfi 

av 

A        ''^ 

dfi 

nous  obtiendrons,  par  conséquent,  en  tenant  compte  des  valeurs 
(145),  pour  expression  de  la  différentielle  (113)  de  tt, 

du  =  Af/A  +-  MeiAc  -4-  Nr/v  =  A|  (A|(/a  -♦-  y\4f^  -+-  Njc/v) 

-♦-  At  (A,dA  -♦-  M,d/A  -♦-  Ntdy)  -*-  Aj  ^AjrfA  -•-  Maf/^*  -*■  Njdy) 

=  A,f/X  -4-  A,rfY  H-  AsdZ, 

et  par  conséquent,  en  intégrant,  pour  celle  de  la  coordonnée 
rectiligne  u  elle-même, 

M  =  w^  -h  A|X  -♦-  AjY  -+-  A3Z; 

résultat  qui  contient  à  lui  seul,  d*après  notre  mode  de  notation, 
les  trois  suivants,  lesquels  fournissent  en  dernière  analyse,  con- 
jointement avec  les  égalités  de  définition  (1K4)  et  les  relations 
(153)  entre  les  constantes,  la  solution  du  problème  tout  entier  : 

jc  ==  Xp  -4-  A  JX    -♦-  AiY    -♦-  A3Z , 
y  =  .y,.|-A;'X  +a;'Y  +Ai'Z, 

z  =  z,  4-  a;'x  -h  a;"y -♦-  a^'z. 

Ces  trois  dernières  équations  n*exprimant  plus,  eu  égard  aux 
relations  (153),  qu*une  simple  transformation  de  coordonnées 
rectilignes,  on  peut  donc  dire  que  la  solution  complète  et  défini- 
tive du  problème,  envisagé  sous  son  aspect  le  plus  général,  est 
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fournie  essentiellement  par  les  trois  équations  (154),  dont  le 
système  pourra  être  présenté,  soit  sous  la  forme  (15i)  elle-même, 
en  y  remplaçant  seulement  les  constantes  G^ ,  G^,  Gj,  par  leurs 
valeurs  de  définition  (143),  savoir 


(155) 


__  i  l/(a*  -f-  A)  (a'  -4-  /u)  (a*  -♦-  y) 
d       l/(a«  _  h^)  (a*  —  c*) 

^  1  1/(6'  -f-  A)  [b^  -4-  ^)  (6*  ^  v) 
rf        1/(6*  _  c*)  [b*  —  a') 

^    ^1  »/(c^-»-A)(c*-f /^)(r*-4-  v\ 
rf        l/(ct  -  a*)  (c*  —  6*) 


soit  sous  la  forme  équivalente  obtenue  en  éliminant  successive- 
ment entre  elles,  d*abord  fx  et  v,  puis  v  et  A,  et  enfin  >  et  /x,  opé- 
rations qui  mettront  dès  lors  en  évidence  les  équations  de  chacune 
des  familles  de  surfaces  qui  composeront  le  système. 

Pour  obtenir  la  première  de  cessurfaces,  par  exemple,  il  suffira, 
après  avoir  élevé  au  carré  les  équations  précédentes  (155),  de  les 
diviser  respectivement  par  les  facteurs  a*  -h  i,  6*  -+-  X,  c'  •+•  X, 
ce  qui,  en  introduisant  de  nouveau  la  valeur  (70)  de  la  con- 
stante G,  et  développant  les  seconds  membres,  les  transformera 
dans  les  suivantes 


x* 

6*— c» 

a' -H  A 

-GiP 

Y' 

(^—a* 

6'-»- A 

-GcP 

Z' 

a'  —  b* 

î     c' 


Gd 


[6*  -4-  (ac  -♦-  y)  6'  -4-  /uy], 


—  [c*  -4-  (/[«  -♦-  y)  C*  -+-  yay], 


puis  de  les  ajouter,  en  ayant  égard  à  la  dernière  valeur  (S)  de  G, 
indiquée  dans  la  note  de  la  page  386  précédente,  ce  qui  donnera 
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la  première  des  trois  équations 


X' 


(1S6) 


V 


a*  -+-  A      6*  -♦-  A       c*  -•-  A      ci* 


Y» 


i 


X'  Y«  Z*  1 


a 


V 


6'  -4-  y  C'  -4-  V  <P 


les  deux  autres  devant  résulter  évidemment  d'un  calcul  tout 
semblable. 

Chacune  de  ces  équations  étant  du  type  (116)  de  notre  Cha- 
pitre II,  on  voit  que  les  trois  familles  de  surfaces  qui  composent 
le  système  appartiennent  toutes  trois  à  la  catégorie  des  surfaces 
homofoeales  du  second  ordre,  qui  représentent  pour  cet  ordre, 
ainsi  que  nous  Pavons  vu,  le  type  le  plus  général  des  fiamilles 
isothermes,  lequel  ne  comprend,  en  laissant  de  côté  les  cas 
limites,  que  des  surfaces  appartenant  à  Tune  des  trois  variétés, 
ellipsoïde, ou  hyperboloîde,  à  une  ou  à  deux  nappes.  La  nécessité 
que  chacune  des  familles  représentées  par  ces  trois  équations  (156) 
soit  effectivement  distincte,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les 
trois  surfaces  se  coupent  en  un  point  unique,  impose  la  condition 
que  chacune  de  ces  trois  surfaces  appartienne  à  une  variété 
différente.  Si  donc  on  convient,  par  exemple,  d*appeler  A  le 
paramètre  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  [/.  celui  des  hyper- 
boloïdcs  à  une  nappe,  et  v  celui  des  ellipsoïdes,  et  que  Ton  sup- 
pose les  trois  constantes  a^,  6^,  c^  classées  par  ordre  de  grandeur, 
conformément  à  Tusage,  dans  Tordre  suivant  :  a*  >  6*  >  c*,  il 
faudra,  par  suite,  Tun  au  moins  des  termes  de  chaque  premier 
membre  devant  être  positif  pour  que  la  surface  envisagée  soit 
réelle,  que  Ton  ait  à  la  fois  les  trois  inégalités 


(157) 


XV. 


o'-+-  A  >  0, 

6*^  A  <0, 

C*  -H  A  <  0, 

a'^  A*>0, 

/>'  +  /.>0, 

c*-*-/.<0, 

(e  4-  V  >  0, 

/>'  -4-  y  >  0 , 

c-  -f-  V  >  0, 
17 
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lesquelles  entraînent  comme  conséquences  celles-ci,  qui  flxent 
les  limites  entre  lesquelles  seront  renfermées  les  variations  de 
chaque  coordonnée 

(158)  —  a'  <  X  <  —  6«  <  /.  <  —  c'  <  y, 

et  qui  sont  dès  lors,  ainsi  qu'on  peut  aisément  le  vérifier,  néces- 
raires  et  suffisantes  pour  la  réalité  des  expressions  (155)  de 
X,  Y,  Z,  qui  constituent  au  fond  la  solution  que  nous  venons 
d'obtenir. 

Ce  sont  exactement  les  conditions  que  Jacobi  pose  de  prime 
abord  pour  la  définition  de  son  système  des  Coordonnées  Ellip- 
tiques (*). 

Ces  inégalités  nous  apprennent  en  outre  que  ces  mêmes 
expressions  de  X,  Y,  Z  ne  pourront  s'annuler  qu'en  supposant 
que  l'une  des  trois  coordonnées  )^,  i^y  v  atteigne  l'une  de  ses 
limites,  en  sorte  que  les  trois  plans  coordonnés  XYZ  pourront 
être  considérés  tous  trois  comme  faisant  partie  du  système 
orthogonal,  chacun  pour  une  valeur  limite  de  Tune  des  coor- 
données. 

Le  système  (156)  ou  (155),  auquel  nous  sommes  parvenus 
définitivement,  comme  représentant  la  solution  la  plus  générale 
du  problème  proposé,  ne  diffère  donc  du  Système  des  Coordon- 
nées Elliptiques  de  Jacobi  et  Lamé  que  par  la  présence ,  au 
second  membre  des  équations  (156),  ou  comme  coefficient  des 
expressions  (155),  de  l'arbitraire  d,  dont  l'introduction  n'aug- 
mente en  rien  par  le  fait  le  degré  de  généralité  des  équations 
sous  lesquelles  les  illustres  Auteurs  précités  ont  présenté  ce 
même  Système  Ellipsoïdal  ;  car  si  l'on  commence  par  le  supposer, 
av(!C  Jacobi,  égal  à  l'unité,  il  suffira  évidemment  d'y  écrire  sim- 
plement 5^>  ^'  j*»  ^,»  J^,»  ^>  à  la  place  de  a\  b\  cS  1,  p,  y,  pour 
le  faire   ensuite  réapparaître   dans   les   mêmes   équations,  et 


(*)  VoRLKSUNGEN,  26«  Leçon,  page  198  ;  ou  si  l'on  préfère  un  texte  français,  voir  Laurent, 
Traue  de  Mécanique  HatwimtlleJ orne  il,  IV»  Partie,  Chap.  II,  XII  (i"  Édition,  p.  i2i). 
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pour  retrouver  ainsi  la  même  forme  d'équations  (156),  telle 
qu'elle  est  ressortie  en  dernière  analyse  de  nos  calculs.  Mais 
nous  avons  à  peine  besoin  de  faire  observer  que  si  nous  pou- 
vons actuellement,  le  problème  étant  complètement  résolu, 
admettre  cette  simpliflcation  de  pure  forme,  dont  nous  aperce- 
vons nettement  Tindifférence  quant  au  fond  des  résultats,  nous 
n'eussions  pu,  dans  le  cours  de  la  recherche,  par  exemple  à  la 
(in  du  Chapitre  précédent,  à  l'occasion  des  expressions  (75), 
attribuer  arbitrairement  à  cette  constante  d  la  valeur  particulière 
(i  =  1,  sans  risquer  d'introduire  du  même  coup  dans  la  solution 
à  intervenir  une  restriction  essentielle,  dont  il  ne  nous  eût 
pas  été  possible  alors  d'apprécier  l'importance  ni  de  mesurer 
rétendue. 

Examen  critique  du  procédé  qui  conduit  Lamé  au  même  résultat. 
—  Ayant  ainsi  encore  une  fois,  dans  ce  Chapitre,  résolu  com- 
plètement, croyons-nous,  et  de  la  façon  la  plus  générale,  le  pro- 
blème que  nous  nous  y  étions  posé,  on  nous  permettra  bien, 
sans  doute,  de  nouveau,  d'indiquer  en  quelques  mots  le  procédé 
à  l'aide  duquel  Lamé  prétend  établir  cette  même  solution,  aussi 
bien  dans  ses  différents  travaux  reproduits  par  les  Leçons  sur  les 
Coordonnées  Curvilignes  (*)  que  dans  son  grand  Mémoire  (**) 
postérieur  sur  le  même  objet,  afin  que,  par  la  comparaison  des 
deux  méthodes,  le  Lecteur  puisse  encore  apprécier  en  connais- 
sance de  cause  l'utilité  et  l'intérêt  de  celle  que  nous  lui  avons 
présentée  dans  ce  Chapitre,  ainsi  que  nous  Pavons  déjà  fait 
pour  la  question  résolue  dans  le  Chapitre  précédent. 

La  méthode  adoptée  en  pratique  par  Lamé  pour  le  même 
objet  diffère  de  celle  que  nous  venons  de  proposer  par  deux 
traits  essentiels,  qui,  ayant  pour  effet,  Tun  d'étendre  arbitraire- 
ment la  question,  et  l'autre  ensuite  de  la  restreindre  non  moins 
arbitrairement,  laisseraient  en  fin  de  compte  une  incertitude 


n  CooRD.  CURV.,  S§  LXIII-LXIX  {pp.  41i-42i). 

('•)  Journal  de  mathématiqoes   pures   et   appliquées  (Liouville).    Tome  VUI. 
Mémoire  sur  let  Surfaces  Orthogonatet  et  Itothermes,  g§  XV-XVI  (pp.  4:f7-430}. 
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absolue  sur  la  validité  même  de  la  solution  rencontrée  (*)  si 
cette  solution  ne  faisait  pas  ultérieurement  lobjet  d*une  vérifi- 
cation directe  relativement  aux  équations  du  premier  ordre  pri- 
mitivement données,  qui  sont  seules,  à  proprement  parler,  les 
équations  du  problème.  Mais  cette  vérification  a  posteriori 
n*étant  pas  opérée  alors,  comme  nous  Pavons  fait  à  plusieurs 
reprises,  tant  dans  ce  Chapitre  que  dans  le  précédent,  sur  une 
forme  de  solution  que  Ton  ait  reconnu  préalablement  être  la 
forme  nécessaire  de  cette  solution,  n'établit  dès  lors  cette  vali- 
dite  que  relativement  à  la  forme  envisagée  spécialement,  laquelle 
présente  ainsi  finalement  toutes  les  apparences  d^une  solution 
très  particulière. 

Ces  deux  points  sont  les  suivants  : 

1°  Lamé,  adoptant  comme  point  de  départ,  ainsi  que  nous 
Tavons  fait ,  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
auxquelles  doit  satisfaire  Pune  quelconque  des  coordonnées  rec- 
tilignes,  n'en  considère  que  trois  seulement  sur  six,  à  savoir  le 
premier  groupe  (97)  (**),  et  néglige  arbitrairement  le  second 
groupe  (99),  modification  du  problème  proposé  qui  comporte 
évidemment  une  solution  plus  étendue  que  celle  qui  convient  en 
réalité  à  la  question. 

^'^  Pour  intégrer  ce  système  de  trois  équations  linéaires.  Lamé 
emploie  «  le  procédé  général  adopté  en  Physique  Mathéma- 
tique (***)  »  consistant  «  à  composer  la  fonction  intégrale  d'une 
suite  de  termes  simples,  vérifiant  tous  et  séparément  les  équa- 
tions à  intégrer;  et  quand  il  s'agit  d'une  fonction  de  point, 
chaque  terme  simple  est  le  produit  de  quatre  facteurs,  le  premier 
étant  une  constante  arbitraire,  les  trois  autres  ne  variant. chacun 


(*)  11  est  bien  clair,  en  effet,  qu'étant  donné  un  champ  quelconque  O,  si  l'on  commence 
par  l'étendre  arbitrairement,  puis  que  Ton  prenne  ensuite  dans  la  nouvelle  aire  une  por- 
tion restreinte  ce  arbitrairement  choisie,  il  est  fort  possible  que  cette  aire  co  n'appartienne 
pas  en  tin  de  compte  au  champ  primitivement  donné  û. 

('*)  C'est-à-dire  les  équations  (!28)  du  §  L  des  Coord.  Curv.  (p.  89),  paragraphe  qui  porte 
comme  rubrique  <  Équations  en  u  »,  et  dans  lequel  il  n'est  fait  aucune  mention,  non  plus 
que  dans  aucun  autre  antérieur  ou  subséquent,  de  notre  second  groupe  (99). 

(***)  Depuis  Daniel  Bernouilli,  qui  l'imagina  et  le  produisit  le  premier  à  l'occasion  du 
problème  des  Cordes  Vibrantes. 
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qu^avcc  Tune  des  coordonnées  >  (*).  Et  a)'ant  ainsi  obtenu, 
sous  la  forme  d*une  suite  infinie  de  termes  semblables,  une 
intégrale  générale  commune  aux  trois  équations  du  second 
ordre  (159),  Lamé  prétend  ensuite  en  déduire,  &  Faide  de  con- 
sidérations accessoires,  la  solution  la  plus  générale  de  la  question 
elle-même,  sans  s*étre  assuré,  ou  avoir  fait  en  sorte,  au  préa- 
lable, que  cette  même  somme  vérifie  bien  également  les  véri- 
tables équations  du  problème,  c*est-à-dire  les  équations  du 
premier  ordre  non  linéaires  (134^)  ci-dessus. 

Voici  au  reste,  pour  qu*il  ne  subsiste  aucune  incertitude  dans 
Tesprit  du  Lecteur,  ce  que  devient,  traduit  dans  nos  notations,  le 
calcul  très  ingénieux  et  très  élégant  par  lequel  Lamé  obtient  la 
solution  qu*il  présente  comme  la  plus  générale,  mais  à  laquelle 
ce  même  calcul  est  bien  loin,  si  Ton  y  réfléchit  un  peu,  d'impri- 
mer précisément  ce  caractère. 

Transformant  ces  trois  équations  (97),  ainsi  que  nous  Tavons 
fait  à  son  exemple  (pages  359-363),  en  prenant  pour  variables 
indépendantes,  à  la  place  des  coordonnées  thermométriques 
ç,  ^j  TU,  les  trois  fonctions  X  =  *(»),  jjL  =  V[^((p),  v  =  n(w), 
définies  en  fonction  des  précédentes  par  les  égalités  (112),  et 
multipliant  alors  ces  trois  équations  respectivement  par  les 
facteurs  '^^-^>  -~y  ^-^n-T>  Lamé  les  transforme  ainsi  dons  les 
trois  autres  pins  simples 

du 


(159)  \     2(v  — A) 


2(A-/.) 


dfjidv 

d'u 
dvdx 

d^u 
dxdfi 


du 

du 

dM. 

dy 

^"^ 

0, 

du 

du 

^-v 

dy 

"ÏÏÂ 

^™ 

0, 

du 

du 

dx 

dfj. 

^ 

0, 

qui,  en  tenant  compte  de  la  définition  de  nos  quantités  A,  M,  N, 
sont  précisément  celles  de  la  dernière  ligne  de  notre  système  (1 1 6). 


l')  CoORD  CuRV ,  §  LXllI  (page  1 12,  dernier  alinéa  de  texte). 
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Cela  fait,  il  se  propose  de  les  vérifier  par  une  série  de  la  forme 

(160)  w  =  2u,  =  2a,m,i\,      n 

i  i 

Aj,  M«,  N,  étant  respectivement  fonctions  de  la  seule  variable 
correspondante  A,  u,  v,  et  cela  en  assurant,  par  un  choix  conve- 
nable de  ces  fonctions,  la  vérification  des  équations  proposées 
pour  chaque  terme  de  la  série  individuellement.  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir  ce  résultat,  relativement  au 
terme  de  rang  t,  consistera  dès  lors  dans  les  trois  équations 
suivantes,  fournies  immédiatement  par  la  substitution  de  ce  terme 
à  la  place  de  u  dans  les  équations  précédentes,  et  la  suppression 
dons  chacune  d'un  fadeur,  commun  à  tous  les  termes,  qui  sera 
respectivement  A.,  ou  M,,  ou  N,., 

2(/^  —  v)  m;n;  +  n,m;  -  m,n;  =  o., 

(161)  {    2  (V  —  A)  n;a;  ^  a,n:  —  i\,A;  =  o  ; 

2  (  A  —  /.)  a;m;  -4-  m,a;  —  a^w;  =  o , 

lesquelles,  au  point  de  vue  purement  algébrique,  c*est-à-dire  en 
regardant  chacune  des  lettres  qui  y  figurent  comme  représentant 
des  quantités  abstraites  indépendantes,  se  réduisent  manifestement 
à  deux  seulement,  car  il  est  visible  que  Ton  obtiendra  un  résultat 
identiquement  nul  en  les  ajoutant  après  les  avoir  respectivement 
multipliées  par  A,',  M],  N', .  Mais  si,  d'autre  part,  les  divisant 
respectivement  par  M'N^,  N;A;,  A'M|.,  on  a  égard,  au  contraire, 
à  la  signification  concrète  de  ces  mêmes  lettres  dans  la  question, 
on  reconnaît  sans  peine  alors  qu'elles  équivalent  bien  en  fait 
aux  trois  équations  distinctes  suivantes 

A,  M,  iN,  (*•) 

^     a;    '^    m;  n;     '^" 


(')  Lamé,  à  la  vénié,  «îcril  de  plus  en  évidence,  pour  chaque  terme  de  la  série,  un  coef- 
ficient constant  spécial  G,-,  mais  celte  addition  est  sans  intérêt,  chacune  des  Tonctions 
Af,  M,.  N,  devant  introduire,  comme  on  va  le  voir,  un  coefficient  propre  analogue,  dont 
le  produit  dans  chaque  terme  constituera  précisément  cette  constante  Gi  de  Lamé. 

(**)  Ce  sont  les  équations  (3(>)  du  i  LKIU  pi*écité  des  Cjord.  Cukv.  (page  118). 
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Çi  désignant  une  simple  constante;  car,  lorsqu*on  aura  mis  ces 
mêmes  équations  (161)  sous  la  forme  des  deux  premières  que 
nous  venons  d*écrire,  chacun  des  trois  membres  ne  dépendant 
plus  alors  que  d'une  seule  variable,  différente  pour  chacun,  il  est 
bien  clair  que  leur  valeur  commune  ne  saurait  être  qu'une 
constante. 

Les  trois  fonctions  cherchées  A^  M«,  N|  seront  donc  ainsi 
déterminées  par  les  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre 

12)        2(a-(/,;A;  =  A,,  2(A*-ry.)M;=  M,,  2(v-(7,)N;  =  N„ 

dont  la  première,  par  exemple,  étant  multipliée  par  A,,  donnera 
successivement 

(A  — ^,)(AJ)=Aî, =  0, 

(^  —  Si) 

et,  en  intégrant, 
A? 


^-  9i 


=  A*»  ou  A,=  A^I/a  —  ^,; 


et,  comme  les  deux  autres  équations  (162)  donneront  évidem 
ment  de  la  même  façon 


M,  =  B.  [/fx,  —  (jf„  i\  =  Ci  Vv  —  Qi , 

il  est  clair,  qu'en  désignant  alors  par  G,  la  constante  G,  =  A^B^C^, 
le  terme  simple  de  la  série  (160),  remplissant  la  condition  de 
vérifier  individuellement  les  trois  équations  proposées  (159), 
sera  nécessairement  de  la  forme 

U,  =  r..V(A-(/J{^-(/,){.-gf,). 

Partant  donc  de  ce  résultat,  et  spécifiant  encore  par  des  accents 
les  valeurs  des  constantes  propres  à  chaque  coordonnée  recti- 
ligne  en  particulier.  Lamé   présente  alors,  comme  solution   la 
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plus  générale  du  problème,  le  système  des  trois  expressions  sous 
forme  de  séries  illimitées 


T.. 


o 


(163)  !    y  =  2Gri/(A-9;')(^-9;')(v  ^g';), 

z  =  lG7V(X^g:){,.^gr)(y^g:). 

tout  comme  s*il  s*agissait  d'un  phénomène  vibratoire  de  Lumière, 
d*Aeoustique  ou  dTlasticité. 

Or,  pour  peu  que  Ton  y  regarde  d'un  peu  plus  près,  on  trou- 
vera sans  doute  comme  nous  que,  si  Ton  peut  aisément  admettre 
dans  le  cas  des  phénomènes  physiques  que  nous  venons  de  dire, 
ou  plus  généralement  de  tous  ceux  qui  sont  régis  par  la  loi  dite 
des  Petits  Mouvements^  que  la  solution  la  plus  générale  puisse 
être  atteinte  de  cette  façon,  parce  que,  dans  cette  catégorie  de 
problèmes,  toutes  les  équations,  sans  exception,  sont  linéaires  et 
homogènes,  par  rapport  aux  inconnues  et  à  leurs  dérivées  ;  dans 
la  question  actuelle,  au  contraire^  non  seulement  il  n*est  pas 
certain  a  priori^  mais  il  n*est  même  pas  présumable,  jusqu'à 
preuve  du  contraire,  que  la  solution  la  plus  générale  puisse  être 
obtenue  par  un  semblable  procédé,  attendu  que  les  équations 
linéaires  (lK9)y  dont  se  préoccupe  exclusivement  Lamé,  ne  sont 
alors  que  des  équations  subsidiaires  en  quelque  sorte,  et  que  les 
véritables  équations  du  problème  sont  ici  les  équations  du  pre- 
mier ordre  (134**''),  qui,  n'étant  plus  linéaires  comme  les  précé- 
dentes, n'admettent  pas  dès  lors  le  même  mode  général  de  solu- 
tion, équations  auxquelles  d'ailleurs  les  expressions  (163)  n  ont 
pas  été  a  posteriori  astreintes  à  satisfaire. 

Lors  donc,  qu'ayant  admis  indûment  de  prime  abord  pour  la 
solution  la  plus  générale  la  forme  (160)  ou  (163),  Lamé  établit 
ensuite  immédiatement  après,  par  une  ingénieuse  interprétation 


(*)  Ce  sont  les  équations  du  type  (37)  {ibid.,  page  413^  au  bas)  de  Lamé. 
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des  trois  facteurs  variables  qui  composent  le  terme  général  de 
chaque  série,  que  les  trois  constantes  gl,  g\',  gl"  ne  pourront  avoir 
dans  chaque  série  qu*une  seule  et  même  valeur  dans  tous  les 
termes,  ce  qui  réduit  dés  lors  chaque  série  séparément  à  un  seul 
ternie  variable  multiplié  par  le  facteur  constant  2G<  =  G,  et 
impose  ainsi  à  la  solution,  au  lieu  de  la  forme  complexe  et 
purement  théorique  (163)  (*),  la  forme  simple  et  éminemment 
pratique 

x  =  G'   l/(A-gf'  )(/.-Sf'  )(v-(/'  ), 
(164)  l    y  =  G"l/(A-gf")(/.-(^")(v-(/"), 

f     z  «  G'"  l/(A  -  gn  {f.  -  g")  (y  -  y-), 

qui  est  celle  du  système  des  Coordonnées  Elliptiques,  il  ne  fait 
ainsi  en  réalité  qu'arriver  par  une  voie  fort  détournée  (**)  à  une 
conclusion  que  semblait  imposer  a  priofH  la  nature  non  linéaire 
des  équations  du  problème  ;  mais  il  est  bien  évident  que  cette 
heureuse  simplification  de  la  forme  primitive  (163)  ou  (160), 
nécessaire  et  suffisante  pour  en  déduire  une  solution,  ne  saurait 
conférer  au  résultat  final  du  calcul  un  caractère  de  généralité 
qui  n'appartenait  pas  à  la  forme  originaire  dont  il  aura  été  tiré; 
et  dès  lors  aucune  raison  valable,  à  notre  avis,  dans  la  théorie 
de  Lamé  que  nous  venons  de  retracer,  n*autorise  à  penser  que  la 
belle  et  précieuse  conception  du  Système  Ellipsoïdal,  à  laquelle 
il  est  ainsi  conduit,  représente  à  elle  seule  toute  la  solution  du 
problème  proposé,  envisagé  sous  son  aspect  le  plus  général. 


(*)  Le%  équations  (IG^^),  en  effet,  au  cas  o(i  Ton  eût  pu  compter  avec  raison  (ce  qui  n'est 
pas  vrai  selon  nous)  obtenir  la  solution  la  plus  générale  sous  cette  forme,  n'eussent  con- 
stitué en  réalité  qu'une  réponse  illusoire  à  la  question,  n'apprenant  rien  de  ce  que  l'on  a 
le  plus  d'intérêt  à  connaître,  à  savoir  les  équations  exactes  des  trois  familles  qui  compo- 
seront le  système,  car  il  est  clair  qu'elles  ne  se  prêteraient  pas  à  l'élimination  successive 
de  deux  des  coordonnées  l^  {i,  v,  qui  seule  pourra  founûr  les  équations  des  familles  de 
surfaces  en  question. 

(**)  Nous  ne  croyons  pas  utile  de  relater  semblablement  ici  la  série  de  ces  déductions, 
basées  sur  la  considération  des  courbures  principales  du  système,  c'est-à-dire  sur  nos 
formules  (i!2;du  Chap.  111,  et  qui  font  l'objet  des  SS  LXI,  LXll  et  LXIV  (pp.  109-ill  et  il4), 
parce  qu'elles  n'intéressent  en  rien  le  fond  de  la  critique  que  nous  venons  de  formuler  k 
l'égard  de  la  démonstration  de  Lamé. 


400  ^  266  — 

Quelle  que  soit  donc  la  gloire  légitimement  acquise  à  Tinven- 
teur  pour  une  aussi  remarquable  découverte  (*),  Texposé  très 
loyal  que  nous  venons  de  faire  de  la  méthode  d*investigation  de 
Lamé  et  de  son  procédé  de  démonstration  »  aura  convaincu  sans 
peine  le  Lecteur  que  sa  théorie  sur  cet  important  sujet  ne  pou- 
vait être  acceptée  comme  définitive,  et  qu*au  point  de  vue  de 
l'Enseignement  tout  au  moins,  il  était  indispensable  de  la  reprendre 
en  entier,  pour  en  assurer  solidement  tous  les  détails,  tout  en 
respectant  scrupuleusement  Tidée  générale,  les  grandes  lignes 
de  la  méthode,  et  la  position  originaire  de  la  question,  telles  qu*on 
les  trouve  formulées  dans  la  lumineuse  esquisse  de  Tillustre 
Auteur.  Cest  pourquoi  nous  espérons  que  Ton  voudra  bien  nous 
pardonner,  en  faveur  de  la  complète  rigueur  et  de  l'absolue 
certitude  des  résultats,  la  longueur,  parfois  assez  laborieuse,  des 
considérations  et  des  calculs  développés  dans  cet  Ouvrage,  lon- 
gueur et  peine  que  Ton  sera  peut-être  moins  tenté  de  regretter,  si 
Ion  songe  encore  une  fois  à  l'importance,  aussi  bien  au  point  de 
vue  théorique  que  pratique,  pour  toutes  les  branches  d'application 
de  l'Analyse,  de  ce  problème  du  système  orthogonal  triplement 
isotherme,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  ressortir  dans  l'Intro- 
duction et  le  premier  Chapitre  de  ce  travail. 


n  II  parait  certain,  en  effet,  que  Jacobi  et  Lamé  ont  en  réalité  découvert,  chacun  de 
leur  côté,  et  sans  avoir  connaissance  du  travail  de  l'autre  sur  ce  sujet,  ce  Système  Ellip- 
soïdal ou  des  Coordonnées  Elliptiques.  Car  d'une  part  Jacobi,  dans  la  vingt-septième  des 
Vorlesungen  (pp.  â08-209},  reproche  en  termes  assez  aigres  à  Chasles  de  n'avoir  point, 
dans  ï Aperçu  Historique,  fait  mention  de  sa  priorité  relativement  aux  propriétés  des 
surfaces  homofocales  du  second  ordre  (obne  meine  Prioritàt  zu  ervâhnen),  et  k  la  fin  de 
l'alinéa  suivant  n'attribue  à  Lamé  qu'une  intéressante  application  de  celte  théorie  à  la 
Physique  Mathématique. 

D'autre  part.  Lamé,  dans  les  Leçons  sur  les  Coord.  Curv.^  s'attribue  formellement  et 
à  deux  reprises  la  même  découverte,  car  il  dit,  dans  le  Discours  Préliminaire  (p.  xvii,  avant- 
dernier  alinéa)  :  ■  J'exposerai  la  méthode  qui  m'a  réellement  conduit  aux  coordonnées 
elliptiques  »,  et  répète  la  même  affirmation  dans  les  mêmes  termes, au  S  LXVIII  (page  iSO, 
dernier  alinéa).  Pour  quiconque  a  eu  Ihoiineur,  comme  nous,  d'approcher  l'illustre  Géo- 
mètre, et  de  connaître  la  loyauté,  confinant  à  la  candeur,  de  cette  belle  figure  de  savant, 
une  déclaration  aussi  catégorique  ne  saurait  fjîre  l'objet  d'un  doute,  et  crée  l'obligation 
en  toute  justice  de  lui  faire  partager  avec  Jacobi  la  gloire  de  l'invention  si  féconde  du  Sys- 
tème des  Coordonnées  Elliptiques. 
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APPENDICE 


NOTE  II 

SDR  LA  RECHERCHE  DIRECTE  D*UN  SYSTÈME  ORTHOGONAL  COMPRENANT 
PARMI  SES  TROIS  FAMILLES  LE  TYPE  LE  PLUS  GÉNÉRAL  DES  FAMILLES 
ISOTHERMES    DE   SURFACES    DU    SECOND    ORDRE. 

Dans  chacun  des  six  Cas  particuliers  que  passe  successive- 
ment en  revue  notre  Chapitre  III,  la  connaissance  a  priori^  qui 
nous  était  alors  fournie  par  la  considération  dès  courbures  prin- 
cipales du  système,  de  la  nature  géométrique,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  Téquation  de  lune  au  moins  des  trois  familles  de 
surfaces,  nous  a  permis,  on  s^en  souvient,  de  déterminer  très 
aisément  la  nature  ou  Téquation  des  deux  autres  familles,  sans 
avoir  recours  à  la  méthode  assez  compliquée  que  nous  avons 
développée  pour  le  Cas  général  dans  notre  Chapitre  V.  C*est  un 
problème  analogue  à  celui-là  que  nous  nous  proposons  de  traiter 
dans  celte  Note,  bien  que  la  définition  de  la  surface  connue 
a  priori  ne  nous  soit  plus  imposée  dans  le  cas  actuel  par  la  con- 
sidération des  courbures  du  système,  mais  que  nous  nous  la 
donnions  cette  fois  arbitrairement,  ayant  en  vue  de  nous  servir  du 
résultat  que  nous  allons  rencontrer  pour  compléter  d*une  façon 
simple,  dans  la  Note  suivante,  la  seconde  solution,  que  nous 
avons  annoncée  au  début  du  Chapitre  V  précité,  du  second 
problème  subsidiaire  de  Lamé,  qui  fait  précisément  Tobjct  de  ce 
même  Chapitre. 

Prenant  donc  arbitrairement  pour  Tune  des  trois  familles  le 
type  le  plus  général  des  surfaces  isothermes  du  second  ordre 
représenté, comme  nous  lavons  démontré  dans  notre  Chapitre  II, 
par  Téqualion  (116),  proposons-nous  actuellement  de  reconnaître 
s*il  est  possible  de  trouver  deux  autres  familles  formant  avec 
celle-là  un  système  triple  orthogonal,  et  dans  laffirmative  de 
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déterminer  exactement  ces  deux  familles;  le  tout  sans  faire  appel 
aux  équations  (K)  de  notre  Chapitre  III,  posées  en  général  par 
Lamé  pour  la  détermination  des  surfaces  d*un  système  orthogonal, 
ni  sans  supposer  connu,  bien  entendu,  le  Système  Ellipsoïdal  ou 
des  Coordonnées  Elliptiques  de  Lamé  et  Jacobi  :  système  que 
nous  devrons  évidemment  rencontrer  comme  solution,  mais  en 
y  arrivant  sans  effort  d'invention,  à  Taide  d*un  procédé  logique 
dinvestigation  rationnelle,  tandis  que  les  illustres  Inventeurs, 
savoir  Lamé  dans  les  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses  (*\  et 
Jacobi  dans  les  Vorlesungen  (**),  posent  dVmblée  ce  système, 
sans  faire  connaître  comment  on  peut  être  conduit,  par  un 
enchaînement  naturel  de  raisonnements  ou  de  calculs,  à  cette 
notion  en  réalité  fort  compliquée,  malgré  Tapparence  de  simpli- 
cité qu^elle  doit  à  sa  merveilleuse  symétrie. 

Nous  y  arriverons  sans  peine,  en  nous  proposant  d*abord  de 
déterminer  simplement  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 
de  la  famille  de  surfaces  en  question,  mais  à  la  condition  de  diri- 
ger le  calcul  de  façon  à  obtenir  pour  chacun  de  ces  deux  systèmes 
isolément  une  équation  du  même  type  en  x,  y,  z  que  celle  de  la 
surface  proposée,  tandis  que  le  calcul  de  Monge,  présenté  dans 
la  plupart  des  traités  d'Analyse  pour  la  détermination  des  lignes 
de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre,  ne  fournissant  les 
deux  systèmes  que  par  le  moyen  de  leurs  projections  sur  Tun  des 
plans  coordonnés,  c'est-à-dire  d'une  équation  entre  deux  coor- 
données seulement,  rompt  par  là  même  cette  symétrie  entre  les 
trois  équations  connexes  du  problème,  qui  doit  nous  offrir  pré- 
cisément d'elle-même  la  réponse  à  la  question  que  nous  avons  en 
vue  dans  cette  courte  Note. 

La  considération  qui  nous  permettra  de  réaliser  ce  programme 
sera  la  remarque  fort  simple,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
utilement  dans  l'un  de  nos  précédents  Mémoires  (***),  et  que 
nous  allons  reproduire  en  quelques  lignes,  ainsi  qu'il  suit. 


(•)  s  XXXVl,  p.  47,  cl  ^  LXXX,  p.  105.  Cet  Ouvrage  |i857)  est  antérieur  de  deux  ans  aux 
Leçornt  sur  Us  Coordonnées  Curvilignes  i4859). 
(••)  26«  Leçon,  p.  198,  et  â7«  Leçon,  pp.  407  et  208. 
(•••)  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes,  §  I,  pp  31-32. 


—  269  — 


27 


Éiant  donnée  une  surface  quelconque  F(x,yyZ)  =  0,  si  Ton 
suppose  que  Ton  ait  déterminé,  par  Fintégration  de  Inéquation 
différentielle  connue,  Tensemble  des  lignes  de  courbure,  et  que 
l*on  représente  par  lei  ii  les  paramètres  correspondant  à  chacun 
des  deux  systèmes,  cet  ensemble  sera  alors  déGni  par  trois  équa- 
tions telles  que 


(i) 


*•'  (a:,  y,  z)  =  0,  F,  (X,  y,z)=K  F,  (x,  y,  z)  =  a*. 


et  Ton  obtiendra  isolément  soit  le  premier,  soit  le  second  sys- 
tème, en  associant  la  seconde  ou  la  troisième  de  ces  équations  à 
la  première,  qui  est,  par  hypothèse,  Féquation  de  la  surface  donnée. 
Or,  si  Ton  suppose  ces  trois  équations  résolues  par  rapport  à 
X,  y,  z,  c'est-à-dire  mises  sous  la  forme 


(2) 


X  =  f(>^yM'), 


y  =9  (A,  ^), 


Z  =  f\t(X,fi), 


on  pourra  envisager  encore  ces  trois  dernières  équations  comme 
représentant  à  volonté  Tun  ou  Tautre  des  deux  systèmes,  à  la 
condition  d'y  considérer  comme  une  constante  celui  des  deux 
paramètres  ^  ou  fx  qui  lui  est  relatif,  et  Tautre  comme  une  variable 
auxiliaire,  analogue  au  temps  ou  à  Parc  de  courbe,  en  fonction 
de  laquelle  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  de  la  courbe 
se  trouvent  ainsi  exprimées,  et  qu'il  y  aura  avantage  dès  lors,  par 
une  raison  évidente  de  symétrie,  à  prendre  pour  variable  indé- 
pendante dans  tous  les  calculs  relatifs  à  cette  théorie,  et  notam- 
ment, par  exemple,  pour  la  détermination  de  ces  deux  formes 
d'équations  cherchées  (1)  ou  (2)  elles-mêmes. 

Cela  posé,  Téquation  différentielle  des  lignes  de  courbure, 
qui  est,  d'une  façon  générale,  pcmr  la  surface  F(a:,  //,  jc)  =  0 , 


(r'*) 


r/x, 


''!/>  -7- 


dz , 


r/F 

dF 

r/F 
dz 


=  0, 
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dans  le  cas  particulier  de  la  surface  du  second  ordre  en  question 


(3) 

sera  la  suivante 


x^  y 


6*  -^  V        C*  -♦-  V        rf* 


dxt 


dy, 


dzy 


X 

dx 

o'-f-  V 

a?  -\-  V 

y 

z 

dz 

C*  -H  V  C*  -H  y 


0, 


ou 


— —  ( 1  dydz  H —  (-; )  dzdx 

^  -5-1- j )  dxdy^i), 

laquelle,  étant  multipliée  par  ixyz^  et  chassant  les  dénomina- 
teurs, pourra  encore  être  écrite  : 


(*) 


1 

\ 


j  z'     iydy  ^zdz  ,      j'      "^'"^z  ixdx 


(Ô'-O- 


a' -H  V   6*H-V   C*-hV 


r-.-^{''-«')lï 


6* -4-  y  c*-*-y  a*-t-v 


(„._,,.)  JL^JC^^o. 


C  -+-  V  a*-f-v  6'-f-: 


Or,  si  nous  envisageons  isolément  le  premier  système  de  lignes 
de  courbure  au  paramètre  A,  et  que  nous  nous  proposions  d*ob- 
tenir  ses  équations  sous  la  forme  (2),  en  y  considérant,  ainsi  que 
nous  Pavons  expliqué,  fx  comme  une  variable  auxiliaire,  on  aper- 
çoit de  suite  qu'on  pourra  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations 
(3)  et  (4)  en  prenant  pour  ^^^  »  -^^^  »  -~^  des  fonctions 
linéaires  de  la  variable  indépendante  fx,  c'esi-à-dirc  en  posant 
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z*                       ,                  ^zdz 
=  C,AA  -♦-  Cl ,  — =  C,diU, 

^      c  -4-  y  c  H-  V 

les  coefficients  A|,  B^,  C|,  Ai,  B;,  C;  étant  dès  lors  des  fonctions 
de  X.  Car,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les  équations  (3) 
et  (4),  qui  définissent  les  lignes  de  courbure,  devenant 

(A, -♦-  Bi  ^  c,)/t£-4.A;H-B;H-c;  =  — . 

[(6'-0(A,At-4-A;)B,C,-t-(c«-a')(B,/t£-*-B;)C,A,-t-{o«-6')(C,A£-^QA,B,]dA^«^ 
dont  la  seconde  se  réduit  simplement  à 

A,B.C.  L'-  c')  ^  -+.  (c«-  a')  ?i  -f-  (a*-  6»)  ^1  rfAc«=  0 , 

on  voit  immédiatement  qu'elles  seront  vérifiées  en  disposant  des 
constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  trois  conditions 

(6)  A,  -♦-  B.  -f.  C,  =  0,  a;  h-  b;  ^  c;  =  ^, 

(7)  (6'  -  c')  ^  -H  (c'  -  «')  ^  -*-  (a*  -  fc')  ^'  =  0. 

A,  B,  c, 

On  reconnaîtrait  exactement  de  même  que  Ton  obtiendra  les 
équations  du  second  système  au  paramètre  p,  en  prenant  pour 
-r^  '   â/t-c'  ::rir-   '^s  fonctions  linéaires  de  1 

a*-\-y      p<-+-^      n-t-v 

x'  y'  X* 

(8)       -z —  =  a,a^a;,       -^— =  B,A-f-B;,       -- —  =  c,AH-r/„ 
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dans  lesquelles  les  coefficients  Aj,  Bj,  ...  C;,  qui  sont  par  hypo- 
thèse des  fonctioDs  de  p,  vériQeraient  les  conditions 

(9)  A, -I- B, -♦-€,« 0,        a;-i-b;-i-c;  =  1. 

(,0)  (6'  -  C)  ^  +  (c' _  a»)  5î  +  (a*  _  />•)£;  =,  o. 

Ainsi  donc,  on  pourra  obtenir  simultanément  les  trois  équa- 
tions des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure,  en  prenant  pour 
^i^/  i^/  c«Vy  ^^^  expressions  qui  soient  linéaires  à  la 
fois  par  rapport  à  A  et  à  p  considérées  isolément.  On  satisfera  à 
cette  double  condition  de  la  façon  la  plus  simple  possible,  en 
prenant  pour  ces  quantités  des  expressions  telles  que 


(11) 


a    -4-  V  0    -4-  V 


.1 


c'  -4-  V 


C(A-4-  fc)(/^-i-n), 


les  coefficients  A,  B,  C,  g,  h,  k,  l,  m,  n  étant  à  présent  de  véri- 
tables constantes,  auquel  cas  ceux  que  nous  avons  appelés 
Af ,  B|,  ...  Ci,  a;,  ...  Q  dans  les  expressions  (5)  et  (8),  auront 
alors  pour  expressions 

^    A,  =  A  (A -H  y),  B|  =  B(A  4-/1),  C,  =C(A -+- <:), 

(  A',=:A(A^5f)/,         B;  =  B(x  4-  /i)m,      C;  =  C(A^Jt)ii, 

A,==A(a^4  /),  B,  =  BU-HW),  C,=iC(>c-+- /i), 

a;  =  a(/^i-/)9,      B;  =  B(/a -+-/?»)/»,    c;  =  (:(A^  <-  /ï)jt. 

Avec  ces  valeurs,  les  conditions  (6)  et  (9)  étant  alors 

(A   -♦-  B    -+-  C)  A  -♦-  Ajf    -+-  BA     -^Ck    =0, 
(A    ^B    '\'C)/ji    -t-A/    -♦- Bm    -^  Cn    =0, 

1 

{Al  4-  Bw  -I-  Cn)  A  -f-  Agf/  -+-  Bhm  -f-  C*n  =  —  » 

(Agf  -+-  BA  -♦-  Ck)  /u,  -+-  A/gf  -h  Bw/i  -♦-  C/i^  =  -- . 
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exigeront,  pour  être  satisfaites  quelles  que  soient  1  et  fA,  c*est-à- 
dire  quelle  que  soit  la  variable  indépendante  de  Fun  ou  Tautre 
des  deux  systèmes, 

(42)  A    -«-B    -4-C    =0,  Aj/ -♦- BAm -♦- C*n  =  — . 

(13)  Ay-t- B/i -f-Cifc  =  0,  M    -i- Bm    -4- Cn   =0. 

De  même  les  deux  conditions  (7)  et  (10)  deviendront  par  ces 
substitutions 

<^^)  j     (6»-c')9-*.(c'  — a')A +(a*-6')ifc  =  0. 

Outre  ces  conditions  (12),  (13),  (14),  une  nou\elIc  équation 
entre  les  neuf  coeflicients  cherchés  A,  B,  C,  </,  A,  A-,  /,  m,  n,  qui 
figurent  dans  les  expressions  (11),  résulte  de  ce  que  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  coupent  orthogoiialement, 
condition  exprimée  évidemment,  d'une  façon  générale,  par 
réq  nation 

MK)  dx(h       dydy       <^dz  ^ 

^     ^  dXdfi       c/A  d/x  "*"  dx  du 

les  diflTérentes  dérivées  qui  entrent  dans  cette  équation  étant  les 
dérivées  partielles  que  fourniront  les  expressions  (2).  Car,  nu  point 
de  rencontre  des  deux  courbes, les  cosinus  directeurs  de  l'élément 
de  ligne  du  prenncr  système  sont  proporlionnels  à  ^,  ^,  5^,  du 
moment  que,  par  hypothèse,  pour  cette  ligne,  (x  est  la  variable 
indépendante  et  ).  une  constante,  cl,  d*autre  part,  les  cosinus 
(lirecieurs  de  réiément  de  ligne  du  second  système  sont  propor- 
tionnels à  ^,  5^,  ^,  pour  une  raison  toute  semblable. 

Or,  si  Ton  a  égard  aux  expressions  (1 1)  précitées,  qui  donne- 
ront, en  chassant  les  dénominateurs  et  extrayant  les  racines,  les 
valeurs 

x«I^A(a*-+-y).(x-i.sf)(ACH.O» 


y  =  l/B  (6*  -+-  v) .  (X  -+.  A)  (iu  ^.  m) , 

z  =V/C  (r*  -4-  :/) .  iX  -♦-  k)  (fjL  -H  w), 
XV.  18 


52  —  274  — 


lesquelles  représenteront  alors  pour  le  cas  actuel  les  valeurs  (2) 
en  question,  et  donneront  par  la  différentiation 


— =-i^A(a*^v)V- —   '  3 ^^l^Aio«-4.v)\/ — ^, 

rfA2  'Vah-^  d/:£2  V    ^H-/ 

/    (/X       2  ^  ^   V    ;^^.  y^'  d^*       2         ^  ^  ▼     AcH-m 

la  condition  trouvée  tout  à  Theure  (1S)  sera  simplement 

(16)  A (a'H-  v)  H-  B (6»-+-  y)  ^.  C  (c'-+-  v)  =  0. 

II  semble  au  premier  abord  que  nous  ayons  obtenu  ainsi,  en 

rapprochant  les  égalités  (12),  (13),  (14),  et  (16),  sept  équations 

entre  les  neuf  eoeflicients  cherchés,  mais  ces  sept  équations  ne 

sont  pas  distinctes,  ainsi  quil  est  facile  de  le  voir,  car  si  nous 

joignons  cette  dernière  (16)  &  la  première  (12),  et  les  mettons 

sous  la  forme 

A  B  C 

en  introduisant,  à  titre  de  nouvelle  indéterminée,  la  valeur  com- 
mune de  ces  rapports,  ce  qui  permettra  de  les  remplacer  par  les 
trois  autres 

(17)  A  =  (6'—  0  D,         B  c=  (c*—  a»)  D ,         C  =  (a'—  6')  D, 

Ton  voit,  en  reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (13)  et  la 
seconde  (12),  que  les  premières  se  confondront  alors  avec  les 
équations  suivantes  (14),  de  sorte  que  Ton  n*aura,  en  définitive, 
à  satisfaire  jusqu'ici  qu*aux  trois  seules  conditions  entre  les  sept 
inconnues  9,  A,  A:,  /,  m,  n,  et  D  : 

!(6*  —  c')y  H-  (c«  —  a')  A     +  (a«  —  6«)  ifc      =  0, 
(6« ^c^)l  +  (c«  —  a«)iw    ^.  (a'  —  6»)n     =  0, 
D  [(6«  —  e^)gl  ^  (c'  —  o«)  hm  -*-  (a*  —  6»)  krC\  =  1. 
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33 


(19) 


Pour  trouver  niaintenani,  entre  les  mêmes  constantes,  de 
nouvelles  relations  qui  permettent  de  déterminer,  dans  la  mesure 
que  comporte  la  question,  les  neuf  eoeflieients  inconnus  qui  figu- 
rent dans  nos  équations  (11),  multiplions  respectivement  ces 
équations,  en  premier  lieu  par  7;^»  y^*  ^^^*  P"'^»  ®"  second 
lieu,  par  ^^''»  r^»  ^^  »  ^'  ajoutons-les.  Nous  formerons  ainsi 
les  deux  équations 


-.t 


=  H, 


fi^l 


m 


n 


=  K, 


dans  lesquelles  les  seconds  membres,  étant  les  valeurs 

^        H  =  A(o'-4-  y)  (^  -♦-  /)  ^  B  (6*-i-  y)  (a*  -♦-  m)  ^  C  (c*-t-  v)  (/t-+-n), 
I        K  — A{a*-f- v)(A-4-3)  +  B(6U  v){A-4- A)  -^  C  (c»-^  v)  (A -+- *), 

qui  se  réduisent  respectivement,  eu  égard  à  la  dernière  condi- 
tion (16),  à  celles-ci 


(20) 


H  =  A  (a*-v  v)l  -^  B(6'-t-  v)m  -4-  C(c*-*-  y)it, 
K  =  A  (a'-f-  v)y  h-  B  (ôV  v)A   *  C(c«  +■  v)it , 


seront,  par  conséquent,  encore  de  simples  constantes.  Et  dès  lors 
ces  deux  équations  (19),  ne  contenant  chacune  qu*un  seul  des 
deux  paramètres  ï,  ou  fjt,  représenteront  évidemment,  pour  le  cas 
actuel,  les  deux  dernières  équations  (1)  qui  définissent  isolé- 
ment, dans  notre  exposé  préliminaire,  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure,  lesquels  doivent  par  hypothèse  satisfaire  à 
la  même  équation  différentielle  (2*"**). 

Or,  comme  en  général  Téqualion  différentielle  formée  par 
réiimination  de  la  constante  ou  paramètre  p  entre  Téquation 
donnée 


x«  y'  z" 


€ 


=  G, 


et  sa  différentielle 


xdx 


y^fy 


zdz 


6 


0, 
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contiendra  évidemment  les  quatre  coefficients  distincts  a,  S,  y.  G, 
ety  par  conséquent,  sera  généralement  différente  pour  chaque 
système  différent  de  valeurs  de  ces  quatre  coefficients,  il  y  a 
donc  lieu  de  présumer,  sans  qu*on  puisse  toutefois  Taflirmer 
a  priori  (la  constante  G  pour  le  cas  envisagé  étant  une  certaine 
fonction  des  trois  autres  constantes  a,  6,  y),  que,  puisque  les 
deux  équations  du  type  précédent  (19)  doivent  fournir  la  même 
équation  différentielle  (4),  il  faudra  pour  cela  que  Ton  ait  dans 
la  question  actuelle 

(21)  y  —  /,  A  — iw,  ft  =  n, 

conditions  qui  entraîneront  semblablement,  eu  égard  aux  va- 
leurs (20),  H  =  K,  de  manière  que  ces  deux  équations  devien- 
dront alors  identiques,  sauf  la  dénomination  du  paramétre, 
cVst-à-dire  au  fond  les  limites  entre  lesquelles  chacun  des  deux 
sera  renfermé,  sans  quoi  les  deux  équations  se  confondraient 
absolument  en  réalité. 

Il  y  a  donc  lieu  d'essayer  si  ces  trois  nouvelles  conditions  (21) 
sont  compatibles  avec  les  précédentes  (18),  et  si  leur  ensemble 
peut  conduire  «^  une  forme  déterminée  des  équations  (1)  ou  (2) 
pour  la  question  actuelle. 

Partant  de  cette  donnée,  on  sera  tout  naturellement  amené  à 
satisfaire,  à  la  fois,  à  ces  dernières  conditions  (21),  et  aux  deux 
premières  (18),  par  des  expressions  de  la  forme 

(22)  y  =  /=jtt*-h  T,         A  =  m  =  ff6'-4-  T,         fr=— n^^rc*-*- T, 

parce  qu'alors,ces  équations  étant  ainsi  vérifiées  quelles  que  soient 
cr  et  T,  la  troisième  équation  (18),  qui  deviendra  en  même  temps 

(23)  D[(6'-c')K+t)»-.  (c*-a')(a6»+T)V(o«-6')((7C%  ^)']=^' 

fournira  immédiatement  la  valeur  du  coefficient  D,  et  par  suite 
les  équations  (17)  celles  de  A,  B,  G,  en  sorte  que  toutes  les  con- 
ditions successivement  posées  seront  satisfaites,  et  les  neuf  coef- 
ficients cherchés  A,  B,  G,  y,  A,  k,  /,  m,  n  seront  tous  exprimés  eu 
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fonction  des  deux  nouvelles  constantes  a  et  r,  qui  demeureront 
indéterminées.  On  va  voir  tout  à  Fheure  la  raison  de  cette  indé- 
termination. 

Effectuant  donc  ce  calcul,  Téquation  (23)  développée  sera 

D  [(6*— c»)  (tV  -I-  2(rro'  -4-  t')  h-(c«  — o*)  (a'6*-4-  Sarô'  -♦-  r«) 

-'       a 

et,  étant  ordonnée  par  rapport  à  a,  pourra,  après  réduction,  être 
écrite  sous  la  forme 

(î24)  D  [(fe«—  Oa*  ^  (c«—  a«)6*  +  (a«  —  6«)c*]  <^  =  ^• 

D*autre  part,  en  remettant  les  mêmes  valeurs  (17)  et  (22)  dans 
les  expressions  (20)  de  H  et  K,  celles-ci  prendront  semblable- 
ment  la  valeur  commune 

=»  D[(6'— c')  j(7a*-+-  (yj-t-  r)a*-4-  vr  |  -♦-  (c*—  a*))  <r6*  -♦-  (y<r-t-  r)6«-t-  yr  | 

-♦-  (o*—  6*)  { ac*  -♦-  {va  ■♦-  t)  c'-»-  VTJ  ] 

=«  D  [(6»—  c»)  «*  H-  (c»-  a«)  6*  ^  (a»—  6»)c*]  ^  «  -]s' 

en  vertu  de  Téqualion  précédente  (24).  Et,  par  conséquent,  en 
reportant  celte  valeur,  ainsi  que  celles  (22)  dans  les  deux  équa- 
tions (19),  qui  sont,  avons-nous  dit,  celles  des  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure  considérées  isolément,  celles-ci  seront  alors 
comprises  toutes  les  deux  dans  le  type  (p  étant  >.  ou  fx) 

x^  y'  «'  1 


p  ->-  ffo*  -HT        p  -♦-  ab*  -HT         p  -H  ac*  -H  T        (tU* 

lequel  peut  être  ramené  très  aisément  au  type  même  de  la  sur- 
face proposée  (3)  par  un  changement  linéaire  de  paramètre  ;  car 
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si  on  récrit  ainbi,  en  la  mulliplianl  par  a  (ce  qui  revient  à  diviser 
par  <T  au  dénominateur), 

x'  v'  z'  1 

i  \  1  rf* 

a  <r  <r 

l'on  voit  qu'il  suffira  de  faire  alors  p'  =  l(p  -t-  T),de  substituer, 
et  d  effacer  cnGn  les  accents,  pour  obtenir  ces  deux  équations  (19) 
sous  un  type  identique  à  celui  de  Téquation  (5). 

Admettant  donc  que  nous  ayons  agi  de  la  sorte  pour  chacune 
d'elles,  et  joignant  alors  les  deux  équations  ainsi  obtenues  à 
réquation  de  la  surface  proposée  elle-même,  nous  aurons  donc 
ainsi  pour  les  trois  équations  (1)  relatives  au  problème  particu- 
lier actuel  (sauf  interversion  de  Tordre  dans  lequel  nous  allons 
les  écrire)  les  trois  suivantes 

X*  y'  z*  i 


(25) 


X*              y«             2*  \ 
4-  — : 1 =s  — , 

o'-i-  /te  b*-^/JL         c*-^  fl         d* 

X*  y»  z'  i 

'      à*  •*-  V  6*  H-  y       c*  -f-  y       d* 


qui  sont,  comme  Ton  voit,  parfaitement  déterminées,  nonobstant 
l'indétermination  persistante  des  coefficients  cr  et  t,  et  qui,  par 
conséquent,  résolvent  complètement  le  problème  proposé  relati- 
vement à  la  surface  donnée  (3). 

Semblablement,  si  Ton  voulait  obtenir  de  prime  abord  le 
même  système  d'équations  sous  la  forme  (2),  il  suffirait,  en  pre- 
mier lieu,  de  récrire  l'équation  (24),  en  vertu  d'une  transfor- 
mation déjà  usitée  à  plusieurs  reprises  dans  le  Chapitre  V  (voir 
les  notes  des  pages  380  et  386),  ainsi  qu'il  suit 

—  D  (6«—  c»)  (c«—  a*)  (tt«—  6«J .  (7  =  —  » 

(7(1 

d^où 

1  — i 


D  = 


oV  ^6'— c*)(c*— a*)(o^— 6') 
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et  par  suitCien  reportant  dans  les  expressions  (17),d*en  conclure 
pour  A,  By  C,  les  valeurs 

(  C  «  [(T*cr  (c'-  a')  (c'—  V)y\ 

lesquelles,  étant  remises  à  leur  tour  dans  les  équations  (11), 
permeUront  de  les  écrire  ainsi  qu'il  suit 

f  1/  X      1  . 


1  ,x   1, 

I  .  ....  V  -(A-l-A).-(/u-4-w) 

(i7)        (  t/'  1      (X-+-A)(Ac-»-m)         i  a  a 

6*"^  "^  ^  (6»-c«)((;*— a^j^'ir  76»— c*)(6*— a*7 
X  1       (A-*-ifc)()u-t-n)  i  <r^         '  <r^  ^ 


puis,en  second  lieu,  de  remarquer  que  les  hypothèses  ci-dessus (22) 
donneront,  en  introduisant  comme  tout  à  Pheure  le  nouveau 
paramètre  p', 

1  I  .      ,       ^  •  •     1  .  ,      , 

'       -(p-^flf)=-(p  ♦  /)  =  -(p-Kro»-HT)  =  a»-f-  -{pH-T)  =  o'-i-p, 

ff  er  ff  ff 

lit  I 

-(p-4-/*)=  -(p-f-m)=-(p-*-(r6'H-T)=6'  «-  -(p-HT)  =  6»-*-p', 

<r  (7  (7  (7  • 

t  I  1  i 

-  (p  ^ fc)  =  -  (p-+-n)=  -  (p-*-<rc*  -♦-  t)  =c'-h  -  (p  -♦-  r)  =  c'-*-  p'. 

Et  dès  lors,  en  laissant  de  côté,  soit  le  second,  soit  le  premier 
membre,  de  ces  suites  d'égalités,  et  y  faisant  en  même  temps 

soit      p  =  A,     p'  =  A',  soit  p  =  ^,      p'  ="  f^\ 

puis,  reportant  les  \aleurs  qu'elles  fourniront  ainsi  dans  les 
équations  précédentes  (27),  chassant  alors  les  dénominateurs  des 
premiers  membres,  et  enfin,  cela  fait,  effaçant  encore  les  accents. 
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Ton  voit  que  nous  obtiendrons  ainsi  pour  les  trois  équations  du 
problème  correspondant  à  la  forme  (2)  de  notre  exposé  prélimi- 
naire, les  trois  suivantes 

(28)  (       ._M6'H-A)(6'H-/.)(b--^.) 

^     J        fit       (6*~0{6«-a*) 

qui  sont  bien  effectivement  celles  qui  résulteraient  de  la  réso- 
lution des  équations  précédemment  rencontrées  (25). 

Ccttepremièreformed*équations(25),quenousvenonsd'obtenir 
comme  solution,  pour  déCnir  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
donnée  (3),  fournit  immédiatement  la  réponse  à  la  question  qui 
fait  Tobjcl  de  cette  Note;  car  ce  premier  mode  de  représentation 
fait  voir  que  les  lignes  de  courbure  appartenant  à  chacun  des 
deux  systèmes  sont  tracées»  sur  la  surface  du  second  ordre  pro- 
posée, par  deux  familles  de  surfaces  appartenant  au  même  type, 
c'est-à-dire,  comme  elle,  à  centre  unique,  homofocales  entre  elles 
et  avec  celles  de  la  famille  de  surfaces  proposée,  avec  la  condi- 
tion que  chacune  des  trois  surfaces  (25)  appartienne  à  une 
variété  différente,  afin  que  leurs  intersections  deux  à  deux  soient 
réelles  (*),  ce  qui  revient  à  dire  qu'il   devra  se  trouver  parmi 


n  Si  l'on  voulait  se  senrir  de  ces  résuluils  pour  établir,  en  y  arrivant  par  un  procédé 
logique  et  naturel,  les  formules  fondamentales  relatives  à  l'emploi  des  Coordonnées  Ellip- 
tiques, il  suffirait  d'ajouter  quelques  mots  seulement  aux  développements  qui  précèdent, 
pour  montrer,  ainsi  que  nous  le  faisons  dans  notre  Chapitre  Y  ipp.  39i-89â),  après  avoir 
rencontré  ces  mêmes  résultats  comme  solution  du  problème  le  plus  général,  que  si  Ton 
suppose  les  constantes  a*,  b*,  c*  classées  par  rang  de  grandeur  dans  l'ordre  habituel  : 
a*>6*>c*,  cette  condition,  que  chacune  des  trois  surfaces  (25)  appartienne  à  une 
variété  différente,  imposera  la  délimitation  et  la  séparation  des  paramètres  exprimée  par 

les  inégalités 

-  o«  <  i  <  -  6*  <  M  <  -  c»  <  :^, 

la  famille  au  paramètre  X  étant  alors  composée  d'hyperboloTdes  k  deux  nappes,  celle  au 
paramètre  (i  d'hyperboloTdes  à  une  nappe,  et  celle  au  paramètre  v  d'ellipsoïdes.  Et  Ton 
vérifierait  en  même  temps,  qu'avec  ces  mêmes  conditions,  les  valeurs  d'jr,  y,  z,  fournies 
par  les  expressions  (38),  seront  effectivement  toojonrs  réelles. 
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elles  lin  ellipsoïde,  un  hyperboloîde  à  une  nappe,  et  un  autre  à 
deux  nappes.  Cela  posé,  Tidcntité  de  forme  entre  les  équations 
des  trois  familles  de  surfaces  (25)  montre  évidemment  que  la 
propriété,  que  nous  venons  de  reconnaître  en  ces  termes  à  la 
surface  donnée  relativement  à  ses  lignes  de  courbure,  appartient 
tout  aussi  bien  à  Tune  quelconque  de  ces  (rois  familles  de  sur- 
faces, c*est-à-dire  que  chacune  d*elles  est  coupée  par  les  deux 
autres  suivant  ses  lignes  de  courbure,  attendu  que  Ton  retombe- 
rait toujours  sur  le  même  système  d*éq  nations  (25)^  en  prenant 
pour  surface  donnée,  a  la  place  de  Téquation  (3),  Tune  quel- 
conque d*entre  elles.  La  tangente  à  Tinterseetion  de  deux  quel- 
conques de  ces  surfaces  est  donc  normale  à  la  troisième,  ce  qui 
revient  à  dire  que  les  (rois  familles  de  surfaces  forment  un 
système  triple  orthogonal  (*),  lequel  sera  évidemment  en  outre 
triplement  isotherme,  eu  égard  au  type  commun  de  chacune  de 
ces  familles  de  surfaces,  type  que  nous  avons  choisi  dans  Téqua- 
tion  (3)  précisément  en  vue  de  ce  résultat. 

Notre  but,  en  établissant  la  proposition  à  laquelle  nous  venons 
ainsi  d'arriver,  était  principalement,  avons-nous  dit  en  posant  la 
question,  de  nous  procurer  un  point  d*appui  sur  lequel  Ton 
pourra  baser,  si  Ion  veut,  la  seconde  méthode  pour  la  détermi- 
nation des  surfaces  du  système  dans  le  cas  le  plus  général,  que 
nous  allons  développer  dans  la  Note  suivante.  Mais  en  attendant, 
comme  application  immédiate  et  conclusion  de  la  présente.  Ion 

(*)  En  effet,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  G  les  trois  courbes  d'intersection  deux  à  deux  des 
trois  surfaces  (A),  (B),  (G)  représentées  par  les  équations  "î&i^  courbes  qui  seront  en  même 
temps,  d'après  ce  que  nous  venons  d'établir,  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de 
ces  surfaces,  en  entendant,  pour  la  symétrie,  que  B  et  G  soient  ainsi  les  deux  lignes  de 
courbure  de  la  surface  (A),  G  et  A  celles  de  la  surface  (B),  et  A  et  B  celles  de  la  surface  (G), 
il  est  clair  que  l'intersection  G  étant  à  la  fois  normale,  à  A  comme  ligne  de  courbure  con- 
juguée relativement  à  la  surface  (B),  età  B  comme  ligne  de  courbure  conjuguée  relatife- 
ment  k  la  surface  (A),  la  tangente  de  G  sera  normale  aux  tangentes  de  A  et  de  B,  c'est-à- 
dire  au  plan  tangent  de  G  qui  contient  ces  deux  droites;  ou,  en  d'autres  termes,  l'inter- 
section des  deux  surfaces  (A)  et  (B)  sera  normale  à  la  troisième  (Gj,  ce  qui  est  précisément 
le  caractère  essentiel  (ou  la  définition)  du  système  triple  orthogonal  de  surfaces. 

Bien  que  cette  réciproque  du  théorème  de  Charles  Dupin  ne  soit  certes  pas  difficile  à 
démontrer,  comme  on  ne  la  trouve  établie,  ni  même  énoncée,  dans  la  plupart  des  traités 
d'Analyse,  nous  n'avons  pas  cru  inutile,  pour  une  entière  rigueur,  de  l'indiquer  explicite- 
ment ici  en  quelques  mots. 
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peut  déjà  se  servir  du  dit  résultûl,  pour  parvenir  beaucoup  plus 
rapidement  et  plus  facilement  à  la  solution  du  même  problème 
général,  eo  empruntant  seulement  le  point  de  départ  et  les 
données  de  la  première  méthode  que  nous  avons  développée  tout 
au  long  dans  notre  Chapitre  V,  car  Ton  sera  ainsi  dispensé  de 
procéder  successivement  au  calcul  efTectifetà  Pinlégration  géné- 
rale du  système  d*équations  diflTérentielles  totales  (87)  ou  (117), 
dont  le  développement  a  rempli  presque  la  totalité  de  ce  Chapitre. 

En  effet,  nous  avons  reconnu,  avant  tout  calcul,  en  exposant  les 
grandes  lignes  de  cette  méthode,  que  la  solution  la  plus  générale  du 
problème  devait  contenir  seulement  dta[;constantesarbi(raires,dont 
trois  simplement  additives  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z. 

Or,  si  nous  effectuons  dans  les  résultats  précédents  un  simple 
changement  de  coordonnées  rectilignes,  c'est-à-dire  si  nous  posons 

(29)  \     y'^y'o  •*-  €'x  H-  6"y  -f-  6'"j2, 

z'=  Zo  +  r'x  -♦-  r"y  -+•  y"'zy 

X,  y,  z  désignant  expressément  dans  ces  formules  les  trois  fonc- 
tions des  coordonnées  \  fx,  v  définies  par  les  deux  systèmes 
équivalents  (28)  ou  (25),  Ton  voit  que  les  expressions  des 
coordonnées  x',  y\  z\  ainsi  entendues,  contiendront  bien  alors, 
d  après  les  équations  que  nous  venons  d'écrire,  les  dix  con- 
stantes arbitraires  demandées,  savoir  :  en  premier  lieu,  les  quatre 
constantes  a^,  b^,  c^,  d^  existant  antérieurement  dans  les  équa- 
tions (25)  ou  (28);  puis  les  trois  constantes  simplement  addi- 
tives Xq,  y'f,  zô;  et  enfin  trois  autres,  à  prendre  comme  Ton 
voudra,  au  nombre,  ou  en  fonction,  des  neuf  cosinus  a,  S\  ... 
a", .../",  liés  entre  eux  par  hypothèse  par  les  six  relations 
connues,  qui  n'en  laissent  subsister  que  trois  seulement  d'arbi- 
traires. Dès  lors  ces  dernières  équations  (29),  après  substitution 
des  valeurs  de  x,  y,  z  fournies  par  les  équations  (28),  constitue- 
ront donc  bien  de  nouveau  la  solution  la  plus  générale  du  pro- 
blème, et  par  conséquent  le  système  de  surfaces  (25)  sera 
géométriquement  le  type  le  plus  général  du  système  orthogonal 
triplement  isotherme. 
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NOTE  III 


SUR    UN    AUTRE    MODE    DE    DÉTERMINATION    DES    FAMILLES    DE   SURFACES 
QUI  COMPOSENT  LE  SYSTÈME    DANS  LE  CAS  LE  PLUS  GÉNÉRAL. 

m 

Nous  avons  dit,  au  début  du  Chapitre  V,  en  posant  le  problème 
spécial  que  nous  nous  proposions  d*y  traiter,  à  savoir  la 
recherche  de  Texpression  générale  de  chaque  coordonnée  recti- 
ligne  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  la  détermination  exacte  des  familles  de  surfaces  qui 
composeront  le  système  orthogonal,  que  cette  dernière  question 
pouvait  être  abordée  par  deux  voies  différentes,  inverses  en 
quelque  sorte  Tune  de  Tautre,  et  pour  ménager  Tattention  et  la 
patience  du  Lecteur,  nous  n'avons  développé  dans  ce  même 
Chapitre  V  que  celle  des  deux  méthodes  qui  devait  le  conduire 
au  but  par  le  chemin  le  plus  direct  et  le  plus  rapide.  Mais  Tautre 
méthode,  dont  nous  avons  également  indiqué  en  quelques  mots 
sommaires  les  grandes  lignes  et  les  traits  principaux,  même  après 
la  possession  déjà  acquise  de  la  solution  du  problème,  nous 
semble  néanmoins  offrir  encore  un  certain  intérêt,  ne  fût-ce  que 
pour  corroborer  avec  plus  de  certitude  les  résultats  fournis  par 
la  première  méthode,  et  sans  parler  des  conséquences  impor- 
tantes que  nous  nous  proposons  d'en  tirer  dans  Tune  des  Notes 
suivantes.  Si  donc  Ion  veut  bien  nous  permettre  de  Texposer 
à  son  tour  dans  cet  Appendice,  la  question,  dans  son  ensemble, 
paraîtra  sans  doute  ensuite  mieux  étudiée,  et  la  théorie  du  Sys- 
tème Isotherme  plus  complètement  possédée,  lorsqu'elle  aura 
été  de  ceue  façon  successivement  abordée  et  éclairée  par  deux 
côtés  absolument  différents,  pour  arriver  dans  les  deux  cas  exac- 
tement à  la  même  conclusion. 

L'esprit  de  cette  seconde  méthode  consistera,  avons-nous 
dit  (p.  336),  à  Tinverse  de  la  première,  à  intégrer  d'abord  isolé- 
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*  ment  les  (rois  équations  de  gauche  (S)  ou  (20)  du  Chapitre  III, 
qui  ne  contiennent  chacune  qu*une  seule  inconnue  u,  et  à  dis- 
poser ultérieurement  des  arbitraires  introduites  par  les  intégrales 
générales  ainsi  obtenues,  de  manière  è  vérifier  ensuite  simulia- 
nément  les  trois  autres  équations,  de  droite,  du  même  groupe. 
Mais  pour  débarrasser  également  ce  nouveau  calcul,  de  même 
que  le  premier,  de  la  difficulté  spéciale  inhérente  à  la  présence 
des  fonctions  elliptiques,  nous  introduirons  de  nouveau  pour 
variables  indépendantes,  à  la  place  des  coordonnées  thermomé- 
triques 9,  tp,  w,  les  fonctions  $,  Y,  Il  ou  X,  u,  y  de  ces  variables, 
définies  par  les  équations  (83)  ou  (1 12)  du  Chapitre  V,  ainsi  que 
nous  Tavons  déjà  fait  pour  Texposition  et  le  développement  de 
notre  première  méthode;  et  alors  les  six  équations  en  question, 
qui  seront  devenues  par  cette  transformation  les  équations  (134^*) 
dudit  Chapitre,  pourront  être  également  représentées  par  les 
deux  types 

(2)  AÎÀ.  --  -hAî.m--  +  Aîv.  --  =0, 

qui  figureront  respectivement  chacun  des  deux  groupes,  soit  de 
gauche,  soit  de  droite,  de  ces  mêmes  équations,  en  ayant  recours 
de  nouveau  à  la  notation  synthétique  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage  au  début  de  ce  même  Chapitre  V.  Et,  parlant  de  là,  si 
nous  remettons  dans  ces  dernières  équations,  à  la  place  de  A^A, 
A^jui,  A7v,  leurs  valeurs  correspondantes  aux  expressions  (75), 
trouvées  ù  la  fin  du  Chapitre  IV  pour  les  fonctions  4>,  ^,  U, 
savoir 


et,  si  nous  les  multiplions  en  même  temps  par  le  produit 

(3)  e=i(^  — v)(i,  — A)(A  — /.), 


comme  nous  Pavons  fait  dans  le  Chapitre  V  pour  mettre  I*ëqua- 
tion  (137)  sous  la  forme  (138),  on  voit,  qu'en  divisant  alors  par 
le  facteur  constant  icP,  les  six  équations  du  problème  actuel 
seront  figurées  par  les  deux  types 

IduV  IduV  IduV       e 

du  dv  du  dv  du  dv 

dont  la  première  n*est  autre  que  ladite  équation  (137)  du  même 
Chapitre,  eu  égard  à  la  définition  des  quantités  A,  M,  N  que  nous 
y  considérions. 


La  question  étant  ainsi  posée,  pour  avoir  toutes  les  solutions 
possibles  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (4),  nous  adopterons  la  méthode  générale  de  Lagrange,  qui 
ramène  la  formation  de  toutes  ces  solutions  sans  exception  à  la 
seule  possession  d'une  intégrale  complète,  et  pour  obtenir  cette 
solution  complète  elle-même,  nous  imiterons  le  procédé  employé 
chaque  fois  par  Jacobi,  dans  l'application  de  sa  méthode  d'inté- 
gration des  équations  de  la  Dynamique  (*),  pour  Téquation  aux 
dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  la  fonction  qu'il  nomme 
fondamentale,  et  qui  consiste  à  composer  cette  solution  d'une 
somme  de  trois  solutions  particulières  ne  dépendant  chacune  que 
d'une  seule  variable. 

A  cet  effet,  nous  récrirons  d'abord  cette  équation  proposée  (4), 
en  y  introduisant,  à  l'exemple  de  Jacobi,  deux  constantes  indé- 
terminées U  et  V,  au  moyen  d'une  somme  de  termes  identique- 
ment nulle,  et  effectuant  le  développement  du  produit  6  (3),  de 


(')  VORLESUNGEN,  24«  LeçoD,  pp.  t84-185;  S5«  Leçoo,  p.  191;  38*  Leçon,  pp.  313-314; 
39<  Uçon,  pp.  322  et  3£8. 
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la  façon  suivante 


(duV  (duV  IduV 


l 

i 

""  Vd 


-[(A.-v)A'^(y— A)f*»-t-(A  — /.)y»| 


4(r 
OU,  plus  simplement  : 

El  alors,  si  nous  cherchons  encore,  comme  lui,  è  vérifier 
cette  équation  au  moyen  d^une  somme  de  trois  termes  tels  que 

(6)  M  s=  ti>  -♦- 11^  •♦-  tiv , 

qui  ne  soient  fonctions  respectivement  que  de  X,fx,v,  et  donnent 
par  suite 

au       du)  du      dVfj,  du       du^ 

il  est  clair  qu*il  suffira  pour  cela  de  satisfaire  séparément  aux 
trois  équations 

lesquelles  détermineront  les  trois  fonctions  U;,  1/^,  Uy,ct  qui,  assi- 
gnant à  leurs  dérivées  respectives  les  trois  valeurs 
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dux        1    .  /A*  -♦-  Ua  -♦-  V  du^        \    .     Vh-  U^ 


(7) 


rfi/,        \    %    /y*  -4-  Uv  - 

"^  ^  V 


«i 


(8) 


rfy        td  V  /(,,) 

fourniront  immédialement,  pour  ces  fonctions  elles-mêmes^  les 
expressions  suivantes  : 

Dès  lors,  en  reportant  dans  Tégalité  (6),  on  voit  que  Texpres- 
sion 


M  = 


TdJ  V  -fi,-  '^  -  -fj  V  "7^-  ''^ 


) 


qui  renferme  les  trois  constantes  indéterminées  U,  V,  W,  sera 
une  solution  complète,  permettant  d*en  tirer,  conformément  à  la 
théorie  de  Lagrange,  toutes  les  solutions  possibles  de  cette  même 
équation. 

D*après  cette  théorie  générale,  ces  solutions  sont  de  trois 
sortes  différentes,  en  sus  de  Tintégrale  complète  olle-méme  dans 
laquelle  U,  V,  W  demeurent  de  simples  constantes,  savoir  :  les 
intégrales  dites  singulières^  les  intégrales  semi-singulières^  et 
rintégrale  dite  générale^  solutions  que  Ton  déduirait  de  lexpres- 
sion  ci-dessus  (8)  respectivement  de  la  façon  suivante. 

1**  Intégrale  singulière.  —  Pour  robtenir,il  faudrait  joindre  à 
cette  équation  (8)  elle-même,  en  vue  de  déterminer  les  trois 
fonctions  U,  V,  W,  les  trois  équations 

Dii  Du  du 

—  -=-0,  —  =  0,  -T77  =  0. 

DU  DV  DW 
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Or,  la  dernière  de  ces  trois  équations  impliquant  contradic- 
tion dans  le  cas  actuel,  puisqu'elle  s'écrirait  1  =0,  il  ne  peut 
donc  pas  exister  de  solution  de  cette  sorte  dans  la  question  pré- 
sente. 

2®  Intégrale  semi-singulière.  —  Elle  s'obtiendrait  en  se  don- 
nant arbitrairement  deux  des  indéterminées  U,  V,  W  en  fonc- 
tion de  la  troisième,  soit  en  posant,  par  exemple, 

(9)  u  =  /;(W),  v==/;(W), 

et  déterminant  ensuite  W  en  X,  /x,  v,  en  joignant  aux  deux  précé- 
dentes l'équation 

du  1)11  du  Dm 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  l'expression  (8)  de  u,  et  multi- 
pliant par  id,  celle-ci 


vuwj+r.cw)      ,    /•     Mr:(W)H-/-;(W) 


(10) 


dfc 


.  #    — _______ _.  rfv-»-4rtss30, 


l/nv)[v*-^./^,(W)+A(W)] 

laquelle,  donnant  séparément  W^  permettra  dès  lors  d'en  con- 
clure ensuite  successivement,  d  abord  U  et  V  par  les  équations 
précédentes  (9),  puis  de  ces  trois  valeurs,  celle  de  u  elle-même 
à  l'aide  de  l'expression  (8),  chacune  des  quadratures  y  étant  sup- 
posée eiïectuée  au  préalable,  en  y  traitant  U  et  V  comme  des 
constantes. 

3*  Intégrale  générale.  —  Cette  dernière  enfin  s'obtiendra  en 
se  donnant  de  même  arbitrairement  l'une  des  trois  quantités 
U,  V,  W  en  fonclion  des  deux  autres ,  par  exemple  en  posant 
W  =  «^  (U,  V),  et  déterminant  alors  U  et  V  en  X,  |x,  v,  à  l'aide 
des  deux  équations,  calculées  dans  cette  hypothèse,  ^  =  0  et 
-S  =  0.ûu 

du        Du  rfW  :iu       Dm  dW 

^^*^  DÛ  "*"  DW  ^""^'  dV  ■*"  DW  'dW^^' 
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cVsl-à-dire,  en  agissant  comme  tout  à  Theure,  et  séparant  en 
deux  membres,  par  le  moyen  des  deux  équations  simultanées 

/xdx  /'  fid/uL  p  vih  rfW 

1/Âa](a*^Ux-+-VJ     •/  1//^(a*)(/**Tu7vv")     J  l//*(v)(yVUv-i-V)  "^^ 

/r/A                        /•                HfA                        r              dv                              dW 
-f-  / 1-  / «= — 4(/. 

puis,  déduisant  des  deux  valeurs  ainsi  obtenues  pour  U  et  V 
celle  de  W  au  moyen  de  Thypothèse  admise  W  =  '?  (U,  V),  et 
enfin  reportant  de  nouveau,  pour  avoir  celle  de  u,ces  trois  valeurs 
dans  l'expression  de  la  solution  complète  (8),  après  y  avoir  encore 
effectué  préalablement  chacune  des  quadratures  en  y  regardant 
U  et  V  comme  des  constantes. 

Voyons  maintenant  ce  que  deviendront  chacune  de  ces  inté- 
grales, ainsi  fournies  par  Texpression  (8)  pour  chacune  des 
trois  coordonnées  x,  y,  z,  par  la  condition  de  vérifier  ensuite 
simultanément  les  trois  équations  figurées  synthétiquemeni  par 
le  second  type  (5),  cVst-à-dire  le  groupe  de  droite  du  système 
proposé  (134"')  du  Chapitre  V. 

Si  chaque  coordonnée  u  n'était  astreinte  à  satisfaire  qu  a  la 
seule  équation  du  premier  ordre  (4),  les  fonctions  f^  eif^  dans  un 
cas,  ou  (^  dans  Tautre,  c'est-à-dire  U  et  V  ou  bien  W,  demeurant 
alors  complètement  arbitraires,  pour  obtenir  une  solution  quel- 
conque, soit  à  laide  de  l'intégrale  semi-singulière,  soit  à  Taide 
de  rintégrale  générale,  il  faudrait  nécessairement  commencer  par 
se  donner  arbitrairement  Time  ou  les  autres  de  ces  fonctions, 
selon  le  cas,  et  Ton  en  déduirait  alors,  ainsi  que  nous  venons  de 
rexpliquer,  les  expressions  en  >.,  fx,  v,  soit  de  W  par  la  seule  équa- 
tion (10)  pour  rintégrale  semi-singulière,  soit  de  U  et  V  par  les 

# 

deux  équations  simultanées  (12)  pour  l'intégrale  générale.  Mais, 
dans  la  question  actuelle,  en  raison  de  la  présence,  en  sus  des 
trois  équations  isolées  (4),  des  trois  autres  équations  simulta- 
nées (5),  il  n'en  va  plus  plus  ainsi,  et  la  série  des  opérations  ana- 
XV.  19 
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lytiques  à  accomplir  pour  obtenir  une  solution  s'imposera,  comme 
on  va  le  voir,  précisément  en  ordre  inverse. 

Dans  la  question  présente,  en  effet,  les  trois  coordonnées  u 
devant  vérifier,  non  plus  seulement  isolément  les  trois  équations 
du  premier  type  (4),  mais  encore  simultanément  les  trois  autres 
du  second  type  (5),  chaque  coordonnée  u  devra  donc  vérifier 
de  nouveau,  encore  isolément,  les  trois  équations  du  second 
ordre  de  Lamé  (159)  du  chapitre  V,  qui  sont  une  conséquence 
différentielle  des  six  équations  précitées,  ainsi  que  nous  Pavons 
établi  au  début  de  ce  même  Chapitre  (pp.  347-351).  Or,  ces  trois 
équations  du  second  ordre  déterminant  complètement  en  X,  u,  v, 
avec  deux  constantes  arbitraires  seulement,  comme  nous  le 
verrons  tout  à  Theure,  les  valeurs  des  indéterminées  U  et  V  pour 
chaque  coordonnée  u  en  particulier,  à  l'inverse  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  à  Tinstant,  ce  sera  au  contraire  forcément  la 
fonction  W  qui  résultera,  par  les  équations  (12)  ou  (9),  selon 
que  la  solution  sera  fournie  par  Tintégrale  générale  ou  semi- 
singulière,  des  valeurs  ainsi  imposées  à  l'avance  aux  deux 
fonctions  U  et  V  par  les  trois  équations  de  Lamé,  que  nous 
venons  de  rappeler. 

£n  effet,  si  nous  représentons  encore,  comme  dans  notre 
Chapitre  V,  par  A,  M,  N,  les  trois  dérivées  de  u,  c'est-à-dire  si 
nous  faisons  de  nouveau 

du  du  ^,      du 

(15)  A=-— .  M  =  ---.  N=— . 

^     '  dx  dfJL  dv 

nous  aurons  alors  entre  ces  trois  quantités  At  M,  N,  non  seule- 
ment réquation  en  termes  finis 

(14)  (^-y)/(A)A«-(v-A)nM)M«^(A-M)rMiV=-^,» 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  pro- 
posée (4),  transcrite  avec  ces  nouvelles  notations;  mais  encore, 
en  particulier,  les  six  relations  différentielles  du  premier  ordre, 
qui  forment  la  dernière  ligne  de  notre  système  (116)  dudit 
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Chapitre,  savoir 

dS      (^M         N  — M         rfA      r/iN        A  — N  rfM       d\        M  —  A 

5^""Tîfir"~2(M  — vj*      "r^  ^  rfx  "^  2  (y  —  A)  '      "57  "^  "S^i  ""  2  (A  —  a«) 

et  qui  ne  sont  de  même  que  les  trois  équations  (159)  de  Lamé, 
considérées  à  la  fois  sous  la  double  forme  dont  elles  deviennent 
susceptibles  avec  ce  même  système  de  notation. 

Cela  posé,  si  nous  récrivons  les  deux  premières,  par  exemple, 
en  les  séparant,  ainsi  qu'il  suit 


;i6) 


/ 


m        N  — M  dM        M  — N 


dfi       2(a«  — V)  du       2  (y  — m) 

puis  que  nous  les  multiplions  alors  respectivement  par  2N  et 
2M,  et  que  nous  agissions  de  même  pour  les  quatre  autres 
équations  précédentes  (15),  elles  s'offriront  dès  lors  à  nous  sous 
la  forme 

rf.N*_N(N  — M)  /i.A'_A(A  — N)  rf.M«_^M(M— A) 

d/u.  fJL  —  V  dv  V  —  A  rfA  A  —  fjL 

d.W       M(M~N)  d.N'  ^N(N-~A)  (/.A»_A(A  — M) 

dv  V  —  fji  dk  A  —  V  dfjL  ju,  —  A 

D'autre  part,  d'après  la  théorie  de  Lagrange  que  nous  avons 
appliquée,  les  dérivées  de  la  fonction  inconnue  u,  propres,  soit 
à  rintégrale  générale,  soit  à  l'intégrale  semi-singulière,  auront 
la  même  expression  que  celles  fournies  par  l'intégrale  complète, 
à  la  seule  condition  d'y  considérer  U  et  V,  non  plus  comme  des 
constantes,  mais  comme  des  fonctions  de  X,  p,  v,  satisfaisant  aux 
équations  (12),  ou  (10)  et  (9),  selon  le  cas,  c'esl-è-dire  que  les 
expressions  des  dérivées  A,  M,  N  se  confondront  dans  cette 
hypothèse  avec  les  expressions  (6^**)  ou  (7),  que  nous  allons  en 
conséquence  récrire  ici  en  leur  attribuant  désormais  le  sens 
précis  qui  vient  d'être  spécifié  à  Tinstant  : 
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Dès  lors,  les  expressions  de  leurs  carrés,  savoir 


i    A»-*-  Ua  h^  V 


4tf 


rw 


w 


i      ^«  ^   U/U  -4-   V 


4cr 


/^(A^) 


N»  =  — 

4cr 


Uv 


rw 


donnant  par  la  différenlialion  respectivement  les  valeurs 


(19) 


d.A' 


d.A' 


\       dv 


rfU       d\ 
1      dfA'^dfL        dM' 
4d*       /7Â)      "'       ""57 

ciU      rfV 

4d*       /XÂ)       '      "^ 


rfU      dV 


i 

dv 

icT 

Am) 

\ 

rfU 
"dx-^ 

dv 

dx 

4d«        f(fc) 


dN' 


dA 


d.N' 
"d^T 


1 

du 
dA 

dV 

dï 

id» 

/•(") 

1 

dU 
dfA 

dV 

4d* 

f{1>\ 

la  simple  comparaison  des  valeurs  des  mêmes  dérivées,  em- 
pruntées successivement  à  ces  deux  tableaux  (16)  et  (19),  qui 
les  fournissent  Tun  et  Tautre  présentées  seulement  dans  un 
ordre  différent,  établira  immédiatement  entre  les  six  dérivées  de 
U  et  de  V  les  six  relations  linéaires  : 


(20) 


du 

dV 

i  ^(^- 

-M) 

^. 

'  d. 

A*  — 

X 

id*. 

fW 

du 

dV 

M  (M- 

-N) 

^•j; 

*d.- 

y  — 

■  A« 

4d' 

■M 

du 

dV 

N(N- 

-A) 

'dx 

^dx 

dU 


A  —  y 


^d'.fiy) 


A(A  — N) 

y — A 


M  (M— A) 

A  —  fi 


N(N  — M) 
in  —  v 


dV 


id'./W 
du       dV 

dx         dx 

^d\f(fx) 

du       d\ 

y 1 

d/u       dfi 

id^.f(v) 


Et,  dès  lors,  il  suffira  évidemment  de  rapprocher  simplement, 
parmi  ces  équations,  les  deux  qui  contiennent  dans  leurs 
seconds  membres  les  mêmes  dérivées  de  U  et  V,  par  exemple 
les  deux  suivantes,  dont  nous  renversons  les  deux  membres, 
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'^^       ^^       .-«  .,  .  M  (M -A) 

(2«)  { 

''^       ''^      L^  f<  X  ^  C^  -  ^^ 
rfx        (/X  X  —  y 

pour  pouvoir  en  tirer  isolément  les  expressions  des  deux  déri- 
vées J7  el  ^  en  \  (jl,  v,  A,  M,  N,  savoir 

''U  .  _  (v— x)/'(a.)M(M-A)  -♦.  (A— ^)/^(v)N{N-A) 

dX  (y«  — v)(v-X)(X— /*) 

''V  ,„  v(y-x)f(A.)M(M-A)-e/t(A-M)A'')N(N-A) 

— -  =  —  4rt'. : , 

f/A  (^_y)(v  — A)(A  — A*) 

et  de  même  pour  les  quatre  autres  dérivées  de  U  et  V. 

Pour  faciliter  l'écriture  de  ces  valeurs  nous  ferons,  en  tenant 
compte  de  la  définition  (3), 

<*»=— (a*— ^)A^)A(A-M),         0)=— (/u-v)nA)A{A  — N). 

(22)     \      05,=       (,_A)/-(^)M(M-N),         £  =  _(>_x)/-(a.)M{M-A), 

e  =  — (x-m)Ax)N(N— A),  ,^=-_(x_^)/-(y)N(N— M), 

et  alors,  eu  égard  à  la  permutation  évidente  de  ces  deux  séries 
de  quantités,  il  est  manifeste  que  les  six  équations  (20)  four- 
niront, en  opérant  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  les  deux 
précédentes  (21),  les  six  valeurs 

aA  a/Lt  dv 

(25)  ; 

--  =  —  {fiQ  +  vD,     3-  =  -  (vcH.  -*-  x^),     —  =  —  (x-ifi,  -H  ^(D), 

(lA  djU  ay 

Or,  ainsi  que  nous  lavons  déjè  dit  à  Toecasion  de  notre  pre- 


(24) 
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mière  méthodey  ce  résultat  équivaut  à  dire  que  les  deux  fonctions 
inconnues  U  et  V  sont  astreintes  à  vérifier  le  système  des  deux 
équations  différentielles  totales 

r/U  =      (  £  -f-  £  )  dA  -♦-  (  Jl,  -♦-  .^  )  d/ii  -h  (  \}h  -^(Q)th, 

les  symboles  JU,  iiî>,  ©,  (0,  £,  ^  désignant  pour  abréger  les 
expressions  (22),  dans  lesquelles  A,  M,  N,  et  6  représentent 
eux-mêmes  les  précédentes  (17)  et  (3). 

Pour  qu'il  puisse  exister  une  solution  du  problème,  il  faudra 
donc  tout  d  abord  que  ce  dernier  système  soit  encore  complète- 
ment intégrable,  et,  dès  lors,  en  supposant  cette  condition  rem- 
plie, les  deux  fonctions  U  et  V  relatives  à  chaque  coordonnée  u 
se  trouveront  déterminées,  comme  nous  Tavions  annoncé,  avec 
deux  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'on  les  obtiendra,  par 
Tintégration  de  ce  système,  sous  la  forme  de  deux  expressions 
telles  que 

(25)  U  =  F,  ;A,  /*,  V,  C„  C) ,  V  .^  F,  (A,  f,,  y,  C. ,  Q) . 

Les  valeurs  ainsi  imposées  à  l'avance  aux  deux  fonctions 
U  et  V  étant  supposées  acquises  de  cette  façon,  voyons  mainte- 
nant s'il  sera  toujours  possible,  avec  les  mêmes  expressions  (25) 
correspondantes  respectivement  à  chacune  des  trois  coordonnées 
reclilignes,  d'obtenir,  par  le  moyen  de  la  formule  (8),  une  expres- 
sion de  u  qui  soit  une  solution  de  l'équation  (4),  c*est-à-dire,  en 
d'autres  lermes,  de  trouver  une  troisième  fonction  VV  =  ^  (U,  V) 
qui  vérifie  conjointement  avec  elles  les  deux  équations  (H)  ou 
(12);  car  rien  ne  garantit  à  l'avance  que  les  six  équations  (4) 
et (5)  soient  compatibles,  c'est-à-dire  qu'il  soit  possible  de  trou- 
ver des  expressions  de  x,  y,  z  en  X  fx,  y,  vérifiant  à  la  fois  ces 
six  équations. 

11  convient  pour  cela  d'examiner  séparément  l'hypothèse  où 
la  solution  cherchée  pour  u  sera  fournie  par  l'intégrale  semi- 
singulière,  et  celle  où  elle  sera  procurée  par  l'intégrale  gêné 
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raie,  hypothèses  qui  sont  les  deux  seules  possibles,  puisque  nous 
avons  vu  qu'il  ne  pouvait  exister  de  solution  singulière  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  type  (4). 

A.  Pour  le  cas  de  l'intégrale  semi-singulière  d'abord,  dans 
lequel  la  troisième  fonction  inconnue  W  sera  déterminée  algé- 
briquement, avons-nous  dit,  par  la  seule  équation  (10),  les 
quadratures  y  étant  supposées  effectuées  au  préalable  en  y 
traitant  W  comme  une  constante,  trois  conditions  devront  être 
successivement  remplies,  pour  que  cette  intégrale  puisse  fournir 
une  solution  du  problème,  conditions  dont  on  aperçoit  aisément 
la  nécessité  à  Taide  des  considérations  suivantes. 

1°  Dans  cette  hypothèse,  à  la  vérité,  il  sera  bien  toujours 
possible,  en  théorie  du  moins  (c'est-à-dire  sauf  les  difficultés 
propres  à  la  résolution  algébrique)^  pour  une  forme  déterminée 
de  Tune  des  deux  fonctions  f^  ou  ^,  de  calculer,  en  partant  des 
expressions  déjà  acquises  (25)  de  U  et  V,  à  l'aide  de  l'équation 
correspondante  (9),  une  valeur  corrélative  pour  la  troisième 
inconnue  W,  mais  il  est  bien  facile  de  voir  q-u'alors,  eu  égard 
auxdites  valeurs  (25)  de  U  et  V,  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux 
fonctions  f^  et  f^  ne  pourra  plus  être  arbitraire. 

En  effet,  les  hypothèses  (9)  relatives  à  ce  cas,  qui  donnent  par 
la  difféiTntiaiion 

dv  =f\  (W)  d\y,  d\  =  /-;  (W)  (/W , 

pouvant  évidemment  toujours,  en  résolvant  la  première  de  ces 
mêmes  équations  par  rapport  à  W,  et  substituant  ensuite  dans  la 
seconde,  être  présentées  sous  cette  autre  forme  complètement 
équivalente 

(26)  W  =  ^,(U;,  V  =  FIU), 

qui  donnera  de  même  par  la  différentiation,  conjointement  avec 
les  résultats  précédents, 

r/W  I  d\       AiW) 

^^  ^'^  ^       d\]       r.(W)  ^   ^       */U       AlW) 
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et 


dV 

dV 

dV 

dx 

dV 

dV 

dy 

dV 

dx 

dft 

dy 

=  ^ir  =  -nr  =F'(U). 


on  voit,  par  l'égalité  de  ces  trois  derniers  rapports,  qu'il  faudra, 
en  premier  lieu,  que  les  valeurs  (25)  trouvées  pour  U  et  V 
vérifient  deux  quelconques  des  trois  égalités,  équivalentes  ntix 
précédentes, 


(28) 


D(U.V)      Q 


D(U.V) 
D  (y,  X) 


=  0, 


D  (U.  V) 


=  0; 


et,  en  supposant  cette  condition  remplie,  il  est  bien  clair  que, 
dans  la  seconde  équation  (26),  U  et  V  étant  les  fonctions  déter- 
minées (25),  la  fonction  F  sera,  elle  aussi,  une  fonction  com- 
plètement déterminée. 

2°  Cela  posé,,  si  nous  récrivons  à  présent  Téquation  (10), 
qui,  d'après  la  théorie  relative  à  ce  cas,  doit  nous  donner  égale- 
ment l'inconnue  W,  en  faisant  passer  le  dernier  terme  dans  le 
second  membre,  et  la  divisant  alors  par  f,  (W),  ainsi  qu'il  suit 


(28"") 


(29) 


/ r.(W) 

^   VfiXf  [X  -H  xf,  (W)  -«-  A 


(W)] 


dx 


J 


/;  (W) 


i//(/.)[;'+m7,(W)-»-/;(W)] 


d^ 


dy=  —  M. 


ruw) 


il  est  clair  qu'en  ayant  égard  aux  égalités  (9),  (26),  et  (27), 
cette  dernière  équation  équivaudra  dès  lors  à  la  suivante  : 


/ 


AH-  F'(U) 


dx 


V//'(a)[a*-4-aU-+.F(U)] 


M-+-F(U) 


1//V)[a*''  +  mU-^F(U)] 


dju. 


(/y=— 4rf.<^;(U) 
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Par  conséquent,  il  faudra,  comme  seconde  condition  néces- 
saire, que  le  premier  membre  de  celte  dernière  équation,  qui  se 
présentera,  une  fois  les  quadratures  eiïectuées,  sous  la  forme 
d*une  fonction  déterminée  de  ^,  jul,  v,  et  U,  puisse  être  réduit  h 
Taide  des  équations  (25)  et  (26),  c*est-à-dire  simplement  à  Faide 
des  deux  suivantes 

U=F,(A,A.,y,C.,C),  •     F(U)  =  F,(A,A^,v,C„C), 

à  une  autre  fonction  déterminée  de  U  seulement,  à  Texclusion 
de  >,  fx,  V,  auquel  cas  cette  même  équation  (29)  déterminera 
évidemment,  par  simple  quadrature,  sauf  une  constante  additive, 
la  fonction  ^^  ou  W.  Et  dès  lors,  les  deux  équations  (26)  étant 
ainsi  déterminées,  il  est  clair  que  les  équations  équivalentes  (9), 
cVit-à-dire  les  fonctions  inverses  /!|  et  ^2  se  trouveront  bien  éga- 
lement déterminées  avec  une  constante  arbitraire,  ce  qui  justifie 
pleinement,  pour  ce  cas  déjà,  les  circonstances  que  nous  avons 
annoncées  un  peu  plus  haut  (1°,  p.  53  et  p.  48). 

3®  Cela  fait,  enfin,  il  faudra,  comme  troisième  condition  néces- 
saire, que  les  expressions  obtenues  de  cette  façon  pour  les  fonc- 
tions fi  et  fi  étant  reportées  dans  Téquaiion  (28^"),  on  puisse 
en  déduire  alors  algébriquement  une  valeur  de  W  en  X,  u,  y  con- 
cordant exactement  avec  la  première  (26),  U  étant  Texpression 
(25),  et  <^f  la  fonction  déduite  par  quadrature  de  Téquation 
(29),  ainsi  que  nous  venons  de  Texpliquer. 

Ces  trois  conditions  étant  ainsi  reconnues  nécessaires,  voyons 
maintenant  si  elles  sont  compatibles  avec  les  données  ou  les 
résultats  déjà  acquis  dans  la  question. 

Si  nous  calculons  à  cet  effet  le  premier  des  Crois  déterminants 
fonctionnels  (28),  à  Taide  des  expressions  (23),  qui  sont  par 
hypothèse  celles  des  dérivées  de  U  et  V,  [puisqu  on  suppose 
expressément  ces  expressions  obtenues  par  Tintégration  du 
système  d'équations  différentielles  totales  (24),  qui  est  complète- 
ment équivalent  à  ces  mêmes  égalités  (23)],  nous  trouverons 
successivement,  en  réduisant,  puis  ayant  égard  aux  défini- 
tions (22),  et  récrivant  enfin  chaque  terme  de  façon  à  mettre  en 
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évidence  la  symétrie  du  résultat, 

D(U,V)      dUdW      du  dV 
D(a«,  v)       d/u,  dv        dv   dfi 

=  —  [(a^  —  v)  <A>fl.)—  (y  ^  A)  cJlolJi  —  (A  —  ya)  (O^J 

-  (.  -  A) .  (a^  -  v)/'( A)  A  (A  -  M) .  ( V  - A)/V)  M  (M-N) 

~(A-m)   (A^-v)AA)A(A-\).(A-;.)/'{-.]NlN-Mi] 

^  ~  ("b  /  ^"^  ■"  ''  ^'^^^  ^  ^^^  "  ')*  '^^^^  "^  '-^  ""  ^*'  ^^^  ~  ^^ 
-^-  (•''— >)Y(/")M(M  -N)(M-A)  -^(A— /z)YMN  (N-A)(N-M)]. 

Si  donc  nous  convenons  de  désigner  par  Q  le  facteur  entre 
crochets,  c'est-à-dire  la  quantité  symétrique  en  l,  a,  v  d'une 
part,  et  A,  M,  iN  de  l'autre, 

l  Q  =  (ya  -  v)*  f(x)  A  (A  -  M)  (A— iN)  -♦-(:/— A)*  /V)  M  (M— N)  (M  -  A) 

(30) 

(  -+-(A— ^)7^v)  xN  (N  -  A){N-.M), 

on  voit  ainsi  que  les  trois  déterminants  fonctionnels  (28)  auront 
respeclivcmeni  pour  expressions 


(3i) 


I)(U,V) 


-r^r-'-'A--.  ^h-rDv-.A^".-. 


Et  par  conséquent,  d'après  ce  que  nous  venons  d'expliquer, 
la  première  des  trois  conditions  nécessaires  pour  que  Texpres- 
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sion  cherchée  de  u  soit  fournie  par  une  intégrale  semi-singu- 
lière de  réquation  (i),  sera  que  les  trois  dérivées  A,  M,  N,  qui 
sont  déjà  astreintes  par  hypothèse  à  vérifier  les  six  relations 
diflërentielles  du  premier  ordre  (15)  et  Téquation  en  termes 
finis  (ii),  vérifient  de  plus  la  seconde  équation  en  termes  finis 
£2=^0,  û  désignant  l'expression  (30),  dans  laquelle  il  n*entre 
non  plus  aucune  constante  arbitraire. 

Or,  il  est  bien  facile  de  reconnaître  qu'une  semblable  condi- 
tion est  impossible,  et  nous  serons  dispensés,  dès  lors,  de  nous 
préoccuper  des  deux  autres  (*). 


(*)  Il  peut  venir  à  l'esprit  du  Lecteur,  au  premier  abord, que  ce  simple  résultat  démontre 
déjà  l'impossibilité  d'une  solution  du  problème  eugendrée  par  l'intégrale  semi-singulière 
de  l'équation  (4),  par  le  seul  fait  que  celte  équation  H  t=  0,  lorsqu'on  y  aura  remis  pour 
A,  M,  N  leurs  valeurs  (i7),  sera  alors  de  la  forme  F  (L,  V,  J,  {a,  >)  =  0,  tandis  que,  d'après 
l'hypothèse  {"10)  ou  (9)  relative  à  ce  cas,  il  ne  doit  exister  entre  U  et  V  qu'une  relation  de 
la  forme/ (U,  V)  =  0.  Mais  cette  seule  raison  ne  su£Bt  point  à  décider  la  question,  car  rien 
ne  prouve,  avant  d'avoir  effectué  en  réalité  la  substitution  que  nous  venons  de  dire,  qu'après 
dévelo])pement  et  réduction,  les  variables  >,  /x,  v  ne  disparaitront  pas  du  résultat;  ou, 
même  en  supposant  que  cette  circonstance  ne  se  produise  pas,  parce  qu'il  ]K)urrait  fort 
bien  arriver  que  la  forme  de  cctie  fonction  F  fût  telle,  que  l'on  pût  éliminer  à  la  fois 
les  trois  variables  ;,  /<,  v  entre  les  deux  équatious  i^j  et  cette  équation  F=  Oou  û  =»0, 
et  la  ramener  de  la  sorte  h  la  .forme  exigée  /"(U,  V)  «=  u  :  circonstance  qui  se  réalise  pré- 
cisément, comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure,  séparément  pour  chacune  des  deux 
équations  {i'2}  ou  (32)  ci- après,  relatives  à  l'hypothèse  suivante  d'une  solution  du  problème 
issue  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  (4). 

D'autre  part,  si  l'on  représente  par  Wj  le  premier  membre  de  l'équation  (29),  qui  doit 
forcément,  suivant  ce  que  nous  avons  expliqué,  se  réduite  à  une  fonction  de  la  seule 
variable  (J,  il  est  clair  que  l'on  aura  de  même,  relativement  à  cette  nouvelle  fonction  W|, 
les  trois  conditions 


D(U,W,) 


=  0, 


D(v,)) 


=  0, 


=  0. 


et,  si  l'on  calcule  encore  ces  trois  déterminants  fonctionnels,  on  trouvera,  en  suivant  la 
même  voie,  et  à  l'aide  des  procédés  que  nous  employons  dans  l'article  B  ci-après,  relatif 
à  l'intégrale  générale,  pour  le  calcul  d  un  déterminant  analogue  à  trois  variables,  les  trois 
valeurs 


1  (/*-v)û. 


D(U,WJ 


1         (v-i)Û, 


D(v,/)      ârf.e  >y(v).AAi)' 

t)(lI,W,)  1         {l—fi)^t 
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En  effet,  si  l*on  joint  aux  huit  équations  que  nous  venons  de 
spécifier  les  six  nouvelles  équations  obtenues  par  la  différentia- 
lion  en  ^,  /x,  y  de  ces  deux  équations  en  termes  finis,  on  voit  qu'il 
existera  alors  quatorze  équations  distinctes  entre  les  trois  déri- 
vées A,  M,  N  et  leurs  dérivées  premières,  quantités  dont  le 
nombre  est  par  conséquent  de  3  (1  -h  3)  =  3.4  =»  12.  Il  en  résul- 
tera donc,  par  Télimination  desdites  quantités  entre  les  équa- 
tions en  question,  deux  relations  entre  les  variables  indépen- 
dantes ?.,  fjL,  V  et  les  constantes  données  a*,  6*,  c*,  r/*,  raais  sans 
constantes  arbitraires,  dont  on  puisse  disposer  pour  procurer  la 
vérification  desdites  équations,  quelles  que  soient  les  variables 
^f  1^»  y*  Or,  ces  variables  constituant  par  hypothèse  un  système 
de  coordonnées,  une  semblable  condition  est  évidemment 
impossible,  à  moins  que  les  deux  relations  ainsi  obtenues  ne 
soient  effectivement  de  simples  identités,  circonstance  qui  n*a 
pas  lieu  dans  Tespéce,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer,  sans 
qu'il  soit  besoin  pour  cela  de  les  calculer  intégralement  (*). 


ûi  étant  cette  fois  la  quantité 

a,  =  [>-+-F'(l[)]/^(/.)/(W(M  — N)MN-t-[^i-i-  F'(U)]A(v)/^a)(N-A)NA 

-+-[vH-F'(U)]Aa)n/.)(A-M)AM. 

Par  conséquent,  la  seconde  des  conditions  sus-indlquées  équivaut  de  nouveau  à 
astreindre  les  quantités  A,  M,  N  à  vérifier,  en  outre,  des  équations  déjà  spécifiées,  la 
nouvelle  équation  A|  »  0. 

Mais  cette  équation,  à  la  différence  delà  précédente  i^  «  0,  l'enfermant  en  plus  la  fonc- 
tion U,  sa  considération  ne  faciliterait  en  rien  la  mise  en  lumière  de  la  conséquence 
à  laquelle  nous  nous  proposons  d'arriver  tout  à  l'heure,  à  savoir  rincompatibilité  de  ces 
nouvelles  conditions  avec  les  données  antérieures  de  la  question.  C'est  pourquoi  nous  ne 
jugeons  pas  utile  de  la  calculer,  ni  même  d'en  faire  mention  dans  le  texte. 

(*)  Parmi  les  quatorze  équations  que  nous  venons  de  spécifier,  les  trois  à  provenir  de  la 
différentiation  en  A,  [x^  v  de  l'équation  (14)  ont  déjà  été  calculées  par  nous  dans  notre 
Chapitre  V,  car  ce  sont  précisément  celles-là  mêmes  qui  nous  ont  fourni,  avec  l'aide  des 
trois  équations  de  Lamé,  l'expression  des  trois  dérivées  quadratiques  de  u,  lesquelles 
n'entraient  pas  dans  les  dites  équations  de  Lamé,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'expres- 
sion des  trois  dérivées  ^ ,  J^ ,  ^ .  L'rnsemble  de  ces  trois  équations  et  de  celles  de 
Lamé  n'est  donc  autre  chose  que  le  groupe  (116)  de  notre  Chapitre  V.  Reproduisant  dès 
jors  ici  ces  mêmes  équations,  en  ayant  soin  de  chasser  tous  les  dénominateurs,  afin  de 
n'avoir  à  considérer  dans  ce  calcul  que  des  expressions  entières,  et  n'écrivant  intégrale- 
ment que  celles-là  seules  dont  nous  allons  avoir  à  faire  usage,  les  quatorze  équations 
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La  solution  cherchée  ne  pourra  donc,  en  aucun  cas,  être 
fournie  par  une  intégrale  semi- singulière  de  Téquation  aux 
dérivées  partielles  envisagée  (4). 


entre  lesquelles  devra  être  opérée  l'élimination  mentionnée  ci-dessus  seront  donc  ainsi  : 
(a)  (^_v)/^(>)A«-t-{v-À^/(/*)M«H-U-/*)/^(v)N«=-— , 


(« 


(r) 


2e/ (  i)  ^  =  [ . . .  ]  A  -+-  • .  ,  2/e  0*)  ^  =  [ . .  •  ]  M  -♦. . . . , 

ai  afi  ■' 

I  2eA(v)  --  =  [O-^t)  (>^-^_2v)/(v)  -  er  (v)lN^U-  v)V(>)A  -  (v-X)V(/«)M, 

,diN  dM  rfA  dN 

2(/*-v)— =  2(^  -v)--=N-M,       2(v-i)  — =2(v-i)— =rA-N, 
u/x  av  av  ai 

dM  dA 

2U-/CC)  — =  2(X-yu)--=M-A. 
uA  d/K 

da  d.a  dix 

^"  di  d/tt  dv 

Gela  posé,  le  calcul  d'élimination  des  douze  quantités  sus-indiquées  entre  ces  quatorze 
équations  serait  sans  doute  extrêmement  laborieux,  et  peut-être  même  pratiquement 
inabordable,  en  raison  de  la  complication  des  trois  dernières  de  ces  équations,  à  savoir 
celles  provenant  de  la  différeniiation  de  l'expression  ^i  (30),  dont  chacun  des  trois  termes 
est  composé  de  cinq  facteurs  variables.  Mais  heureusement  il  n'est  pas  nécessaire,  pour 
avoir  l'assurance  que  les  deux  équations  finales  en  question,  entre  les  coordonnées  i,/*,  '-^ 
seules,  ne  sont  pas  identiques,  d'avoir  formé  ces  équations  elles-mêmes  intégralement, 
c'est-à-dire  en  laissant  toutes  les  quantités  qui  y  figurent  complètement  indéterminées. 
Car  si  ces  équations  sont  bien  effectivement  identiques,  cette  identité  se  maintiendra 
évidemment  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  variables  x,  }i.  v  ou  des  constantes 
a*,  6*,  c*,  et  par  conséquent  il  suffit  simplement  de  s'assurer  que,  pour  un  système  parti- 
culier de  ces  quantités  choisi  à  volonté,  cette  identité  n'a  pas  lieu,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  les  quatorze  équations  précédentes  ne  pourront  être  vérifiées  à  la  fois,  sans 
qu'on  soit  obligé  pour  cela  d'établir  des  relations  inadmissibles  entre  ces  mêmes  variables. 

C'est  à  quoi  nous  arriverons  assez  facilement  en  prenant,  par  exemple,  a*  «  0,  6*  -•  0, 
c*ss  0,  y  =sO,  et  laissant  les  deux  autres  variables  >  et  }i  d'ailleurs  complètement 
arbitraires,  hypothèse  qui,  étant  introduite  dans  les  définitions  (7i)  du  Chapitre  IV,  (3)  et 
(30)  de  cette  Note,  nous  donnera  les  valeurs  très  simplifiées  : 

(0      nv)=o.    rw=o,     /•{!)=>».     /•(/*)=/*•,     ^, =->/*(> -A»), 

û,  =  /l»A,(Ao-Mo)(Ao-No)-+-iV'Mo(Mo-No)(M,-Ao) 
W  K         =iVM\o-M,)[>Ao(Ao-No)-AtMJM„-.\)] 

(         =>V"(Ao-Mo)[)A;-/*M;  — .\.>Ao-.aMo^]. 
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B.  Reste  done  Fintégrale  générale  qui  seule  pourra  fournir 
Texpression  demandée  de  u.  Pour  cette  solution,  au  contraire, 
aucune  condition  ne  sera  imposée  à  Tavance  atix  valeurs  des 


En  effet,  con8idérons  en  particulier  la  dernière  des  équations  (o],  qui  sera,  étant  écrite 
à  l'aide  des  symboles  différentiels  déjà  employés  un  peu  plus  haut, 

r/û_Dû       :)Ûs  d\       au  dM       ôû,  dS  ^ 
dv        dv       DA   (iv       DM  d'j      DN    dv 

et  pourra,  par  conséquent,  étant  multipliée  par  ^Qfiy),  et  en  ayantégard  à  la  définition  (3) 
de  6,  être  présentée  sous  la  forme 

[Dû  Dû  rfA  Dû    ^  DM") 

Dv  DA  av  jH  avj 

Dû    ^^      ^  rfiN 

En  ayant  alors  é^ard  aux  deux  groupes  {y,  et  (6),  la  même  équation  deviendra 

r      Dû  Dû  Dû.      '  1 

/•(v)  ie-.  ^{f.-  v)  a •-/*)  rr . (A  - N) -f-(v-  >) (x-^ic) -T .(n  -  M) 

L      Dv  DA  DM  J 

H-^|^î(i-/*)(/-4-/^-2v)/(v)-e/^'(v)(N4-(/.-v;VWA-(v->)V(^^ 

et  pourra  dès  lors  être  écrite,  sous  forme  abrégée,  ainsi  qu'il  suit  : 

(^)  ^[(^-  v)VWA  -(v-  >)Vf/«;M]  -+-  H/^(v)+  Kr(v)  =  0, 

H  et  K  étant,  comme  on  voit,  des  expressions  entières  par  rapport  à  toutes  les  quantités, 
variables  ou  constantes,  qui  y  entreront. 

Gela  posé,  introduisons  à  présent,  dans  toutes  nos  équations  en  même  temps,  l'hypo- 
thèse spécifiée  tout  à  l'heure.  Cette  dernière  (0)  deviendra  tout  d'abord,  eu  égard  aux 
valeurs  (£), 

Or,  À,  /A,  V,  A,  M,  N  étant,  par  définition  des  variables  indépendantes,  relativement  à 
la  différentiation  en  \  l'expression  (>S)  de  Ùq  donnera 

/Dû\       Dû. 
et  par  suite,  en  reportant  cette  valeur,  l'équation  précédente  deviendra 
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fonctions  U  et  V,  en  sus  des  équations  (23)  ou  (24)  qui  les  déter- 
minent, ainsi  qu'il  en  était  toutà  Theure  pourTintégrale  semi-sin- 
gulière,  mais  dans  ce  cas,  la  fonction  inconnue  W  n*étant  plus 


Semblablement,  l'équation  (a)  se  réduira  alors  à  la  suivante 


c'est-à-dire,  eu  égard  à  la  valeur  (S)  de  8o , 

En  simplifiant  donc  ces  deux  équations,  et  joignant  aux  deux  dernières  {yj  prises 
pour  la  même  hypothèse,  on  voit  ainsi  que  les  deux  quantités  Aq  et  Mq  devront  satisfaire 
en  particulier  aux  quatre  équations  : 

Or,  la  première  ne  peut  être  vérifiée  qu'en  faisant  :  soit 
\)  A,  —  Mo  =  0,  00  A^ssMo, 

auquel  cas  ta  seconde,  se  réduisant  à 

(i*-^*)A;-l;(>-^)  =  o,        OQ        (>-/«)r(A-*-i«)Aî- i-l  =  o, 

exigerait  elle-même,  pour  être  satisfaite,  que  l'on  ait  ou  bien 


«) 

i-^  =  0, 

ou  bien 

à) 

(i-*-/«)AÎ S  =  0,         00          A,  =  M,  — ±  '         ' 

-"                             ^yx^M 

lesquelles  hypothèses,  étant  introduites  dans  les  deux  équations  (i),  les  réduirait  elles- 
mêmes  à 

soit 

B)  Uo  — /t»Mo=:0,  ou  >Ao=A«Mo 

ce  qui  réduirait  de  nouTeau  la  seconde  équation  (^  à  A  —  fue  0. 

Les  quatre  équations  (|^)  et  (0  ne  pouvant  ainsi  être  vérifiées  simultanément  quen 
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Tournie  inimédiatemeot  elle-même,  mais  seulement  ses  deux 
dérivées  en  U  ei  V  par  les  deux  équations  (1:2),  Ton  aperçoit  de 
suite  que  pour  pouvoir  arriver  par  ce  moyen  à  l'expression  de  la 
fonction  W  elle-même,  il  faudra  que  deux  conditions  se  trouvent 
successivement  remplies,  savoir: 

1*  Que  lorsque  Ton  aura,  dans  ces  équations  (12),  effectué 
les  quadratures  en  traitant  U  et  V  comme  des  constantes,  les 
premiers  membres  de  ces  équations ,  qui  seront  alors  des  fonc- 
tions de  >,  fx,v,  U,et  V,  soient  tels  que  l'on  puisse  éliminer  les 
trois  variables  l,  u,  v,  séparément  entre  chacune  d'elles  et  les 
deux  équations  antérieurement  acquises(25^),  auquel  cas  ces  deux 
premiers  membres  se  transformeront  l'un  et  l'autre,  par  cette 
élimination,  en  une  fonction  des  deux  seules  variables  U  et  V,  à 
l'exclusion  de  A,  /m,  y. 

2^  Que  les  deux  fonctions  de  U  et  V  ainsi  obtenues  réalisent 
alors  la  condition  d'intégrabilité,  auquel  cas,  en  vertu  des  deux 
équations  considérées  (12),  elles  représenteront,  à  un  même 
facteur  constant  prés,  les  deux  dérivées  partielles  en  U  et  V  de 
la  fonction  inconnue  W,  et  dès  lors  l'expression  cherchée  de 
cette  fonction  W  s'ensuivra  à  l'aide  d'une  simple  quadrature. 

La  légitimité,  et  par  conséquent  le  succès  de  la  méthode, 
reposant  tout  entière  sur  ces  deux  conditions,  il  est  donc  esssen- 
tiel,  avant  d'en  entreprendre  les  calculs,  de  nous  assurer  à 
l'avance  qu'elles  seront  bien  toutes  deux  effectivement  remplies. 

A  cet  effet,  convenant  de  désigner  respectivement  par  Wj  et 
Wf  les  premiers  membres  des  équations  en  question  (12),  c'est- 


établissant  enlrc  les  variables  indépendantes  /  et  fi  seules  des  relations  inadmissibles, 
on  est  assuré  par  là  que  les  deux  équations  finales,  résultant  de  l'élimination  dont  il  est 
question  ci-dessus,  ne  sont  pas  identiques  dans  l'hypotbèse  particulière  où  nous  nous 
sommes  placés;  e(,  par  conséquent,  elles  ne  le  sont  pas  non  plus  en  laissant  les 
variables  >,  //,  v  et  les  constantes  a*,  6*,  c*  complèiement  indéterminées,  ce  qui  est 
précisément  le  résultat  sur  lequel  se  fonde  notre  conclusion  relative  à  l'impossibilité 
d'une  solution  du  problème  fournie  par  l'intégrale  semi  singulière  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (4). 
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à-dire  posant,  en  vue  de  faciliter  les  écritures, 


dx  r  d/Lt 


l//*(A)(A*^UA-4-V)        «/    |//-(A*)(A**^U/U-f-V)        ^^^   l//'(v)(v«^Uv-4-V) 
/*  AdA  /*  Atrf/t*  r  vdv 

w,^  /  —  ^  /  +  /  

y  V//*(A)(V^UA+V)        '^^  l//*(A*)(A^*-f-UA*^V)        «/  l//(y)(y'^-Uy-4-V) 

nous  pourrons  dès  lors  conaprendre  à  la  fois  ces  deux  expressions, 
pour  les  valeurs  1  et  2  de  Pindice  t,  dans  la  formule  synthétique, 
où  p  désigne  Tune  quelconque  des  trois  coordonnées  \  fx,  v. 


(35)  "^=1  f 


p'-Vp 


et  la  dénQonstration  des  conditions  sus-indiquées  s'établira  sans 
difficulté,  indépendamment  Tune  de  Tautre,  de  la  façon  suivante. 

1**  Les  deux  expressions  (32)  ou  (33)  devenant  des  fonctions 
*  déterminées  des  seules  variables  /,  jca,  v,  lorsque  Ton  y  aura 
remis,  après  les  quadratures  effectuées,  à  la  place  de  U  et  V  leurs 
valeurs  (25),  nous  continuerons,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  jus- 
qu'ici, à  dénoter  par  la  caractéristique  d  leurs  dérivées  partielles 
prises  dans  cette  hypothèse,  et  nous  dénoterons  au  contraire  par 
la  caractéristique  d  les  dérivées  prises  par  rapport  aux  cinq 
variables  ).,  fx,  v,  11,  et  V,  considérées  simultanément  comme 
indépendantes.  Avec  ces  déflnitions,  la  différentiation  de  Tex- 
pression  (33)  donnera,  par  rapport  à  Tune  quelconque  des  trois 
variables  p, 

dW^       DW,  dU       DW,  dV       DW, 

dp    '^  lu"  d^  "*"  "dV    d^"*""^' 

en  sorte  que  Ton  aura  tout  d'abord 

XV.  20 


(38) 
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du           dV           dW, 

dx'          dA'           dA 

D  (U.  V, 

W,) 

d\}           dV           dW. 

n(A,/«, 

") 

f                    -- — t                    

d/jL            dfi             dfjL 

rfU           d\           dWt 
dv             dv              dv 

du 

dV 

DW^  dV        DW,  (iV         DW, 

dl* 

dx' 

DU    dx    '     DV    c/A          DA 

dU 

dV 

DW,  rfU        DW,  c/V        DW, 

di^' 

d^ 

DU    dM          DV    rf^    '     Da« 

du 

dV 

DW,  du        DW.  c/V        DW, 

dv 

dv' 

DU    dv          DV    c/v     '      Dv 

du 

dV 

DW, 

dx 

dA 

DA 

du 

dV 

DW, 

dA. 

d/ 

^M 

du 

dV 

DW, 

dv 

d/ 

Dv 

D(U,V)  JW, 

D(U,V1 

DW,         D(U,V) 

DW, 

D  (At,  v)     DA 


D(v,  A)     Dac  Î)(A,/a)      Dv 


Cela  posé,  si,  pour  continuer  i'analogîe  des  notations,  nous 
convenons  encore  de  représenter  par  R  la  dérivée  de  u  par  rap- 
port à  p,  en  sorte  que  les  trois  égalités  (13)  et  (17)  soient  de 
rnéme  comprises  sous  les  formules  synthétiques 


(36) 


du     i  ./7 


Vi 


(/p     M 


f{?) 


le  résultai  de  Ja  différentiation  en  ^de  Texpression  (33)  pouvant 
alors  être  écrit,  à  Taide  de  ce  système  de  notation, 


j-« 


(37) 


jW, 

Jp        l//(p)(p'H-Up-+-V)       2d  'f(f)  R 
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nous  trouverons  sans  peine,  en  substituant  cette  expression 
prise  successivement  pour  p  «=»  A,  jjl,  y  dans  le  dernier  mem- 
bre des  équations  précédentes  (3S),  puis  ayant  égard  aux 
valeurs  (31)  déjà  calculées  tout  à  Theure  à  Taide  des  équa- 
tions (23)  seulement,  e*est-à-dire  sans  faire  intervenir  aucune 
considération  spéciale  à  Thypothése  en  vue  de  laquelle  nous  les 
avons  obtenues, 

P  (U,  V>  W,)        i   rD(lJ,V)     A''«         D(U,V)     M^-*  D(U,V)    y*-*! 

d*oii  nous  déduirons  séparément,  pour  t  =  1,  et  t  =  !2,  û  étant 
Texpression  entière  (30),  les  deux  égalités 

D(U,  V.W|)  D (U,  V,  W,)      ^ 

qui  montrent  que  Ton  a,  pour  les  valeurs  de  U  et  de  V  qui  satis- 
feront aux  équations  (23),  c*est-à-dire  pour  les  expressions  (25), 

(38)  W,  =  ^,  (U,  V),  W,  =  <^,  (U,  V). 

Nos  deux  expressions  W|  et  W^,  ou  les  premiers  membres  de 
nos  deux  équations  (12),sont  donc  bien,  comme  il  le  fallait,  deux 
fonctions  des  deux  seules  variables  II  et  V,  à  Texclusion  de  ^,fA,v, 
et  la  première  des  deux  conditions  nécessaires  se  trouve  ainsi 
déjà  remplie. 

2*  Quand  bien  même  nous  n'eussions  pas  établi  le  premier 
résultat  que  nous  venons  de  démontrer  à  Finstant,  chacune  des 
fonctions  W,,  qui  s'offrent  d'après  leur  déflnition  (33)  sous 
l'aspect  d'une  fonction  de  l,  fx,  v,  U,  et  V,  pourra,  en  tout  état  de 
cause,  être  réduite,  par  le  moyen  des  équations  (25),  à  la  forme 
d'une  fonction  de  trois  variables  seulement,  telle  que 

(39)  W,  =  <^iU,  V,  X), 


(42) 
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en  y  remplaçant  simplement,  après  les  quadratures  effectuées, 
les  deux  variables  fx  et  v  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  U,  V, 
et  X,  que  Ton  tirerait  de  ces  équations  (25),  soit 

(40)  A^=/;(u,  v,A),  v=*/;(u,v,A). 

Cela  posé,  si  par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  fait  dans  le 
numéro  précédent,  nous  réservons  de  même  la  caractéristique  d 
pour  dénoter  les  différentiations  effectuées  dans  cette  dernière 
hypothèse,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  seules  variables  indépen- 
dantes U,  V,  et  ly  et  que  nous  indiquions  encore  à  Taide  de  la 
caractéristique  ^  les  dérivées  prises  par  rapport  aux  cinq  varia- 
bles ^,  fx,  V,  U,  et  V,  considérées  simultanément  comme  indépen- 
dantes, il  est  clair  que  nous  aurions  eu  encore,  par  rapport  aux 
deux  variables  U  et  V  en  particulier,  les  formules,  analogues  à 
celle  (34)  envisagée  tout  à  Theure, 

Iw"^^  dv'^'17  dv'^  W 
(41)  \ 

rfW,  __  DW,  dfji        DW,  dv        DW, 

les  dérivées  en  ^  qui  y  figurent  étant,  d'après  les  formules  (57) 
et  (35)  du  numéro  précédent, 


JW<       1     ^- 

OW,        i      >'-' 

Dm        id  /"(m)  m 

Jy  ■^arffWN' 

-„.2/,.„,.vr^^ 

(43) 


En  donnant  à  Tindice  t,  la  valeur  1  dans  la  première  des  for- 
mules (41),  et  la  valeur  2  dans  la  seconde,  on  aurait  donc  eu 

<^  __  r/W,  _DWi  df^  ^m^d/LL       DW,  rfv        DW,  dy       DW,       DW, 
r/U  dV  "^  Da^   crtj         dÂT  (/V  "*"  "dT  dÛ         dT  c/V  "*"  "dÛ"         W 
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Or,  les  formules  suivantes  (42)  donnant 


i      i 


2rf  fif^)  M 

1  A* 


DW, 

Dv 


2c/  r(A*)  M 


i     1 

'  2d  f{v)  N' 

i             V 

'  )ldf(y}N' 

prfp          DW, 
i//»/.\        DV 

Tégalité  précédente  (43)  se  réduit  simplement  à 

^     ^        du         rfV        !2dL/'MMWU  dV/       /•(v)NWC         e/V/J 

Les  dérivées  en  d  de  fx  et  de  v  qui  figurent  au  second  membre 
de  cette  égalité,  ainsi  que  des  précédentes,  sont  celles  qui  résul- 
teraient immédiatement  de  la  diiïérentiation  des  expressions  (40) 
dont  les  variables  indépendantes  sont  U,  V,  et  X.  Mais  il  est  bien 
clair  qu'il  n'est  pas  nécessaire,  pour  pouvoir  les  calculer,  de 
posséder  préalablement  lesdites  expressions (40) elles-mêmes,  ou, 
en  d'autres  termes,  d'avoir  résolu  par  rapport  à  /x  et  v  les  équa- 
tions (25).  En  prenant,  effectivement,  dans  ces  dernières  équa- 
tions l),  V,  et  A  pour  variables  indépendantes,  et  les  différentiant 
successivement  par  rapport  aux  deux  premières  de  ces  variables, 
on  forme  les  quatre  équations 


dF,  dju,       dF^  dv 
df^  du  "*"  dv  du  ' 

dF,  dfz  dF<  dv 
^  "~  dM  du  "*"  dv  dV 

dF,  d/x       dF,  dv 
d^  dV  "*"  dv  dv' 

dF,  dfx.  dF,  (/v 
^  ~  dfjL  dV  ^   dv  dV 

1  = 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  intervertissant  les  lignes  et  les 
colonnes,  renversant  les  deux  membres  de  chaque  équation,  et 
remplaçant,  dans  les  symboles  des  dérivées,  les  fonctions  F|  et  F), 
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par  les  quaniités  égales  U  et  V,  les  suivanies 


dV  dfji 
djld^ 

dV  dfjL 
dJldV 


du  dv 
dv  du 

dV  dv 
dTdÎJ 


7-  -^TT-*-  -7-  -777=0, 


du  dfi 
dild\ 

dV  dM 
dildV 


du  dy 

dv  dV 

dV  dv 

dTdV 


et  qui  se  décomposant  dès  lors,  par  colonnes,  en  deux  systèmes 
linéaires,  dont  les  inconnues  et  les  seconds  membres  seuls  dif- 
férent, fourniront  pour  ces  inconnues  les  quatre  valeurs 


dV 
dpL        dv 

dV 
dv             du 

du 

dfi            dv 

du 

dv        d/x 

dU        A 

dU           A 

dV           A 

dV        A 

le  dénominateur  commun  A  étant  précisément  le  premier  des 
déterminants  fonctionnels  déjà  calculés  (31),  savoir  : 

.       ^U  dV      dUdV  fid^W         ^^    ^  ^ 

De  ces  valeurs  ainsi  calculées  Ton  déduira,  en  revenant  main- 
tenant aux  équations  (23)  qui  ont  servi  à  déterminer  U  et  V, 
celles-ci 


I  dfjt         du 
dÏÏ^'^dv"" 


du  _      i  /dV         dU\ 


A  \  dv       '~  dvj 


i 
A 


IV 


du 


dV 


1  /dV         dU\ 


I 


= [— (v<A)  -*-  )S)  -♦-  v(<A>  -4-  /j]  =  — -(v  — A)<^; 


et,  par  suite,  en  reportant  ces  valeurs  dans  Tégalité  ci-dessus  (44), 
puis  ayant  égard  aux  définitions  (22)  de  lA)  et  <^,  ainsi  qu*à  la 
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valeur  (45)  de  A,  on  trouvera  définitivement 
dW,       d\\\  {     Hx  —  /x)  1^       {v  —  A)  ^' 


dU 


_  ^_ \_  [(>  -  A^)  »^  ^  (v-A)^-| 


du  moment  que  nous  avons  reconnu,  à  propos  de  Thypothèse 
relative  à  Tintégrale  semi-singulière,  que  la  quantité  Q  ne  pouvait 
être  supposée  nulle. 

Ce  résultat  montre  que,  sans  qu'il  soit  besoin  d'avoir  égard  au 
précédent  établi  sous  le  numéro  1%  c'est-à-dire  en  n'imposant  à 
l'avance  aucune  restriction  à  la  forme  de  la  fonction  /  (39),  les 
deux  fonctions  W,  et  Wf  rempliront  toujours  la  condition  d'inté- 
grabilité  relativement  aux  deux  variables  U  et  V,  la  variable  A 
étant  traitée  comme  une  constante,  circonstance  qui  subsistera 
dès  lors  évidemment  dans  l'hypothèse  particulière  où  l'on  res- 
treindrait cette  forme  à  celle  des  fonctions  (38),  qui  leur  appar- 
tient en  réalité,  d'après  ce  que  nous  avons  reconnu  tout  à  l'heure 
sous  le  numéro  précédent. 

Il  existera  donc  ainsi,  nous  en  sommes  assurés  dès  maintenant 
avant  d'en  faire  le  calcul,  une  certaine  fonction  /(U,  V),  telle  que 

Ton  ait 

dSP  dS 

(46)  W.  =  -  el  W.  =  -. 

et  que  Ton  déterminera  en  conséquence  par  la  quadrature  de  la 
différentielle 

(47)  r/.f=W,fm  + W,fiV, 

W|  et  W,  étant  les  fonctions  (32)  transformées  comme  nous 
l'avons  expliqué;  et  cela  fait,  les  équations (12),  dont  les  premiers 
membres  sont  par  définition  précisément  Wj  et  \V|,  devenant 

dSf  dW  ^^  Li  ^W 

5û  =  -~^^'rfû'  dv^'-^^dv^ 


(49) 
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donneront  immédiatement 
(48)         d^=--'-'^d.dVl,        ou         W  = -^(U,  V)-4-consl.. 

En  reportant  donc  alors  cette  valeur  dans  Fintégrale  com- 
plète (8),  la  solution  cherchée  se  présentera  définitivement  sous 
la  forme 


y/ — - — rfv— -^(u,v)  I 


les  quantités  U  et  V  étant  les  expressions  (25),  et  la  fonction  ^ 
celle  fournie  par  la  quadrature  de  la  différentielle  (47). 

Le  Lecteur  trouvera  à  la  fin  de  la  Note  suivante  un  exemple 
d'application  littérale  de  la  méthode  qui  vient  d  être  exposét* 
pour  Tintégration  du  système  formé  |iar  les  six  équations  (4) 
et  (8). 

L'analyse  un  peu  longue  que  nous  venons  de  développer  offre 
cet  avantage  de  nous  amener  en  toute  certitude  à  ces  deux  con- 
clusions importantes  : 

a)  Qu'il  existe  une  solution  commune  à  Téquation  (4)  et  dux 
trois  équations  de  Lamé  on,  ce  qui  est  la  même  chose,  aux 
sept  équations  (14)  et  (15)  dans  lesquelles  A»  M,  N  sont,  par 
hypothèse,  les  dérivées  de  la  fonction  inconnue  u; 

bj  Que  l'expression  la  plus  générale  de  cette  solution  ne 
pourra  renfermer  qu'une  simple  constante  additive,  et  non 
aucune  fonction  ou  autre  constante  arbitraire  nouvelle,  en  sus 
des  deux  constantes  introduites  par  Texpression  des  inconnues 
auxiliaires  U  et  V  :  fait  capital  qu'aucune  considération  a  priori 
ne  permettait  de  prévoir  en  abordant  le  problème  par  cette  voie, 
nous  voulons  dire  par  l'intégration  la  plus  générale  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (4). 

Mais,  une  fois  en  possession  de  ce  résultat  et  les  expressions 
de  ces  inconnues  U  et  V  étant  supposées  obtenues,  nous  pour- 
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rons  à  présent,  pour  le  calcul  eflectiT  de  cette  solution  commune  u 
dont  Texistence  est  désormais  établie,  substituer,  à  la  voie  assez 
longue  et  compliquée  sur  laquelle  nous  avons  basé  nos  raison- 
nements, un  procédé  beaucoup  plus  rapide,  qui  devra  nous 
conduire  en  fin  de  compte  évidemment  au  même  résultat,  mais 
dont  la  légitimité  n'eiit  été  nullement  évidente,  si  nous  l'eussions 
employé  de  prime  abord,  en  Tabsence  des  considérations  qui 
préccdeni. 

En  effet,  si  nous  rappelons  une  fois  de  plus  cette  propriété 
caractéristique,  découverte  par  Lagrange,  de  la  solution  com- 
plète d'une  équation  aux  dérivées  partielles  telle  que  (4),  con- 
sistant en  ce  que  les  expressions  des  dérivées  de  la  fonction 
inconnue  empruntées  à  Tintégrale  générale  se  confondent  avec 
les  expressions  correspondantes  relatives  à  Tintégrale  complète, 
à  la  seule  condition  de  remplacer  dans  ces  dernières  les  con- 
stantes d'intégration  par  certaines  fonctions  des  variables  indé- 
pendantes, à  savoir  celles  déterminées  par  les  deux  équations 
analogues  à  (11)  ou  (12),  on  voit  que  dans  le  cas  actuel  les  trois 
fonctions  inconnues  U,  V,  W  étant  déterminées  simultanément 
par  Tensemble  des  équations  (24),  et  (46)  et  (48),  ou  (12),  et 
par  suite  les  expressions  (25)  de  U  et  V  vérifiant,  conjointement 
avec  l'expression  correspondante  (48)  de  W,  en  particulier  ces 
deux  équations  (12)  ou  (46),  Ton  doit  considérer  en  conséquence 
ces  mêmes  expressions  de  U  et  V  comme  étant  précisément 
celles  envisagées  par  Lagrange  dans  la  propriété  relative  à  Tinté- 
grale  complète  que  nous  venons  de  rappeler  :  d'où  il  suit,  que 
nous  sommes  assurés  d'ores  et  déjà  parles  résultats  de  l'analyse 
qui  précède  : 

V  Que  les  expressions  (17)  seront  bien  celles  des  dérivées  de 
l'inconnue  u  correspondant  à  la  solution  la  plus  générale  de  la 
question,  à  la  seule  condition  d'y  remettre  à  la  place  de  U  et  V 
les  valeurs  (25); 

2°  Que  ces  mêmes  expressions  (17),  ainsi  transformées,  satis- 
feront bien  alors  à  la  condition  d'inlégrabilité,  du  moment  que 
nous  sommes  assurés  par  cette  même  analyse  de  l'existence  de 
cette  solution  u  ; 

3"  Que  l'on  obtiendra,  par  conséquent,  ladite  solution  cher- 
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chée  par  la  seule  quadrature  de  la  différentielle 

(50)  du  =  AdA  H-  M(//u  H-  Nr/y , 

A,  M,  N  désignant  par  hypothèse  ces  mêmes  expressions  (17) 
calculées  de  la  façon  que  nous  venons  de  dire,  laquelle  intégra- 
tion n'introduira  bien,  effectivement,qu*une  seule  constante,  sim- 
plement additive,  pour  chaque  coordonnée  rectiligne,  en  sus  de 
celles  déjà  introduites  par  les  expressions  (25)  des  inconnues  U 
et  V,  ainsi  que  l'indiquait  la  formule  (49),  obtenuecomme  résultat 
de  notre  théorie  ci-dessus. 

Supposons  donc  ces  deux  opérations  successivement  effectuées, 
et  les  valeurs  respeccives  de  la  fonction  inconnue  u  et  de  ses  déri- 
vées A,  M,  N,  obtenues  de  la  façon  que  nous  venons  de  dire.  Ces 
expressions  toutefois  ne  constitueront  pas  encore  la  solution  défi- 
nitive de  la  question,  et  une  troisième  et  dernière  opération  reste 
encore  pour  cela  à  accomplir. 

En  effet,  le  problème  posé  primitivement  consistant  à  déter- 
miner trois  fonctions  x,  ?/,  z^  des  coordonnées  \  p,  v,  satisfaisant 
simultanément  aux  six  équations  figurées  par  les  types  (1)  et  (^2) 
ou  (4)  et  (5),  nous  avons  substitué,  dans  l'analyse  qui  précède, 
aux  équations  du  second  type,  les  trois  équations  du  second 
ordre  de  Lamé,  qui  en  sont  des  conséquences  différentielles, 
ainsi  que  nous  le  montrons  au  début  de  notre  Chapitre  V 
(pp.  347-351).  La  solution  que  nous  supposions  obtenue  tout 
à  l'heure  est  donc  de  nouveau  plus  large  que  celle  qui  convient 
proprement  à  la  question,  et  il  faut  encore  une  fois  restreindre 
cette  solution  par  la  condition  de  satisfaire  au  système  proposé 
lui-même,  c'est-à-dire,  par  conséquent,  aux  trois  seules  équations 
du  second  type  (5),  puisque,  par  la  façon  même  dont  on  la  sup- 
pose obtenue,  cette  solution  satisfait  déjà  aux  trois  autres  équa- 
tions du  système,  à  savoir  celles  du  premier  type  (4). 

Si,  pour  exprimer  cette  condition,  nous  convenons  encore, 
comme  dans  notre  Chapitre  V,  de  distinguer  par  l'accentuation 
les  valeurs  des  mêmes  fonctions,  correspondant  successivement 
aux  trois  coordonnées  x,  y,  z,  les  expressions  (25)  de  U  et  V 
fourniront  ainsi  trois  couples  distincts  analogues,  dans  lesquels 
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les  constantes  d'intégration  C(  et  Cj  seront  seules  différentrs, 


savoir 


(51) 


u"  =F,(x,/..v,c;',c;'), 
u'"=F,(x,^,v,c.",c;"), 


v  =  F,  (X,  M,  y,  c;  ,C4  ). 

V"  =F,(A,A.,-',c;',(:v). 
V  "'  =  F,  {x,/x,v.c;",  (;;•'), 


A' 


lesquels  étant  remis  à  la  place  de  U  et  V  dans  les  expressions 
(17)  des  dérivées  A,  M,  N,  donneront  semhlablemenl  les  trois 
couples  de  valeurs 

i .  /x'.U'A-i-v  I  .  /^'-euv-v  I  .  /77ÏF 


2,      A"  =  1\/1!^ËÏ^ 


M" 


/■(i") 


2(f 


'vVUV-*- 

V 

/•(>') 

Vh-U'V  +. 

V" 

/"W 

„'+U"'y+ 

,V"' 

"^<V  — fjr^ —  *•  =§rfV  — i^^ — •  ^  "ài/V  — ff) 

Ces  préliminaires  étant  acquis,  il  faudra  donc,  diaprés  ce  que 
nous  venons  de  dire,  que  'ces  dernières  valeurs  étant  reportées 
elles-mêmes  à  la  place  des  dérivées  ^'  ^'  dans  les  trois  équations 
du  second  type  (5),  les  vérifient,  quelles  que  soient  les  variables 
X,  u,  V,  ou,  en  d*autres  termes,  il  faudra  que  les  trois  relations 

(53)      {  (a*-v)/*(a)A'"A'   ^(u-x)fiM)M'"W  ^(A~/.)/*(v)N"'N'  =0, 
{<u— v) /-(A)  A'A"    ^(v-a)Am)M'M"    ^(a— a*)/(v)N'N"   =0, 

dans  lesquelles  les  A,  M,  N  soni,  par  hypothèse,  les  valeurs  pré- 
cédentes (52),  soient  satisfaites  identiquement  à  Taide  de  simples 
relations  entre  les  constantes  qui  y  figurent,  savoir  les  quatre 
constantes  données  a^,  6^,  c^  cf^,  d*une  part,  ei,  d  autre  part,  les 
six  constantes  d'intégration  C,  introduites  par  les  expressions  (51). 

En  résumé,  en  suivant  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer, 
deux  conditions,  comme  dans  celle  développée  au  Chapitre  V, 
seront  encore  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu*il  existe  une  solu- 
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lion  du  problème  :  1®  que  le  système  des  deux  équalions  diffé- 
rentielles totales  (24)  soit  complètement  intégrable;  et  2"  que  les 
trois  équations  (53)  puissent  être  vérifiées  identiquement,  en 
disposant  convenablement  des  six  constantes  C  introduites  par 
rintégration  de  ce  système  pour  les  trois  coordonnées  recti- 
lignes,  la  condition  d'intégrabilité  de  la  différentielle  (SO)  étant 
encore  forcément  remplie,  comme  nous  Tavons  observé,  dès  que 
la  première  de  ces  deux  conditions  se  trouve  réalisée  elle-même. 

En  supposant  ces  deux  conditions  remplies,  Tappliçation  de 
la  présente  méthode,  dont  nous  comptons  faire  usage  encore 
pour  un  autre  Cas  dans  la  Note  suivante,  consistera  dès  lors  en 
fait,  d'après  les  justifications  qui  précèdent,  dans  les  quatre  opé- 
rations successives  que  voici  : 

l""  Former,  par  le  procédé  de  Jacobi  ci-dessus  rappelé,  en  y 
introduisant,  par  addition  et  soustraction,  deux  indéterminées  U 
et  V,  une  solution  complète  de  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles (1  )  ou  (4),  représentant,  pour  le  Cas  général,  les  trois 
équalions  de  gauche  du  groupe  (5)  ou  (20)  du  Chapitre  III; 

2°  Déterminer  ces  deux  quantités  U  et  V  à  l'aide  du  systènii» 
d'équations  différentielles  totales,  qui  se  déduit  presque  immé- 
diatement, ainsi  que  nous  Tavons  montré,  dos  trois  équations  de 
Lamé  (97)  du  Chapitre  V  [pour  le  Cas  général,  le  système 
oi-dessus  (24)]  ; 

3"  Déterminer  ensuite  l'expression  générale  de  u  par  la  simple 
quadrnture  de  la  différentielle  (50),  qui  est  alors  nécessairement 
une  différentielle  exacte; 

4*"  Calculer  enfin  les  relations  entre  les  six  constantes  d'inté- 
gration aux(|uelles  devront  se  réduire,  à  l'aide  des  résultats  déjà 
acquis,  les  trois  équations  (2)  ou  (5),  représentant  les  trois  équa- 
tions de  droite  du  système  proposé  (5)  ou  (20)  du  Chapitre  III. 

Ayant  ainsi  exposé  et  justifié  complètement  et  rigoureuse- 
ment (*),  croyons-nous,  la  méthode  que  nous  proposons  à  noti- 


(*)  Cette  méthode  étant  ainsi  formulée,  quant  à  la  pratique,  dans  les  quatre  opérations 
que  nous  venons  de  dire,  il  apparaîtra  peut-être  au  Lecteur  que  nous  eussions  pu  dès  lors 
faire  l'écunomic  de  la  plus  grande  partie  de  ce  premier  paragraphe,  et  notamment  de 
toutes  les  considérations  fondées  sur  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
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veau  dans  celte  Note  pour  le  problème  spécial  qui  fait  déjà 
lobjet  du  Chapitre  V,  Ton  pourra  s'en  servir  de  deux  façons 
difTérenieSy  suivant  que  Ton  tiendra  à  rester  sur  le  terrain  pure- 


partielles  du  premier  ordre,  en  nous  bornant  simplement,  pour  tenir  lieu  de  l'opération  i», 
à  vérifier  Téquation  (4)  ou  (14)  à  l'aide  d'expressions  de  A,  M,  N  convenablement  choisies, 
sous  la  condition  de  renfermer  deux  indéterminées  U  et  V  (par  exemple,  pour  le  Cas 
général,  les  expressions  (H),  qui  s'offrent  pour  ainsi  dire  d'elles-mêmes  à  l'esprit),  sauf 
à  ne  poursuivre  ensuite,  bien  entendu,  l'application  de  la  méthode  par  l'opération  'JP  que 
si  cette  opération  était  trouvée  praticable  :  ce  qui  équivaudrait  dès  lors  à  ajouter  une 
nouvelle  condition  nécessaire,  distincte  des  deux  autres  spécifiées  ci-dessus,  à  savoir 
l'iniégrabilité  de  la  différentielle  du  (50),  pour  les  expressions  de  A,  M,  N  adoptées  comme 
point  de  départ  avec  les  valeurs  des  fonctions  G  et  V  déterminées  par  l'opération  pré- 
cédente S». 

Mais,  pour  peu  qu'il  y  réfléchisse  quelques  instants,  le  Lecteur  reconnaîtra  bien  vite, 
que  si  une  telle  méthode  eût  bien  été  suflSsante  à  la  vérité  pour  procurer  une  solution 
(en  supposant  les  diverses  conditions  successivement  énumérées,  toutes  remplies  k  la 
fois)  l'on  n'eût  été  assuré  en  aucune  façon,  en  suivant  celte  voie,  d'avoir  bien  embrassé  la 
totalité  de  la  solution,  attendu  qu'il  existe  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à  l'équa- 
tion proposée  (14)  avec  des  valeurs  de  A,  M,  N  renfermant  deux  indéterminées  U  et  V. 
Ainsi,  par  exemple,  on  y  satisferait  également,  pour  le  Cas  général,  à  l'aide  des 
expressions 

qui  sont,  comme  les  précédentes,  linéaires  en  U  et  V,  ou  bien  à  l'aide  de  fonctions  du 
second  degré  telles  que 

A"  =  —  [AWA(v)  i  X«-4-A*v-«->U«-<-(y«.t- v)V«  (  -^  2  j  (v-l)/(^)-(>-^)/^(v)  {  UV], 

M*-  ^[/'vv)/'a)  j  fi*-^A-*-fiV*-^{^x)y* (  -t- 2  j  {i-yuy(v)-f^-vy(i)  j  uv], 
N'  ==  ^,[fWfM )  v«-»-iAc-v  vU«-^(i-t.^t)V«  j  H-2 {(M-v)/^ii)-(v-i)/^W  j  uv], 

ou  encore,  soit  avec  les  expressions  que  nous  venons  d'indiquer,  soit  même  avec  la  forme 
d'expressions  primitivement  considérées  (48),  en  prenant  pour  U  et  V  dans  lesdites 
expressions  des  fo  ictions  indétenninées  de  >,  p.,  v,  et  u,  et  non  plus  des  seules  variable? 
indépendantes  ;,  /<,  v.  Dans  chacune  de  ces  différentes  hypothèses,  la  forme  du  système 
d'équations  différentielles  totales  auquel  on  serait  conduit  de  la  même  façon  différerait 
notablement  de  celle  du  système  (24)  rencontré  dans  la  théorie  ci-dessus,  et  pour  la 
dernière,  en  outre,  en  admettant  que  l'on  fût  parvenu  jusqu'à  l'opération  3»,  la  détermi- 
nation de  la  coordonnée  u  se  trouverait  alors  dépendre  de  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  totale,  et  non  plus  d'une  simple  quadrature,  comme  dans  la  théorie  en 
question. 

Mais,  en  supposant  que,  dans  ces  différents  cas  ou  dans  d'autres  analogues,  de  sem  • 
blables  expressions  procurées  par  la  seule  condition  indiquée  tout  k  l'heure,  pussent 
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ment  analytique,  ou  que  Ton  aimera  mieux  sacrifier  Thomogo- 
néité  du  caractère  de  la  recherche  pour  y  gagner  une  plus  grande 
rapidité  dans  Tobtention  du  résultat  final.  Nous  allons,  en  termi- 
nant, exposer  successivement  ces  deux  modes  de  résoudre  la 
question,  fondés  Tun  et  Tautre,  comme  base  nécessaire,  sur  la 
théorie  que  nous  venons  de  développer. 


II 


Si  Ton  lient  tout  d*abord  à  conserver  à  la  recherche  un  carac- 
tère parfaitement  homogène,  et  par  conséquent  si  Ton  s^impose 
la  condition  de  demeurer  sur  le  terrain  exclusivennent  analytique, 
ainsi  que  nous  Tavons  toujours  fait  jusqu*ici,  il  faudra  efleetuer 
en  réalité  de  point  en  point  la  série  des  opérations  que  nous 
avons  indiquées  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  sans  faire 
intervenir  aucune  autre  considération  de  quelque  ordre  que 
ce  soit. 

Il  faudra  donc  tout  d*abord  procéder  à  la  recherche  de  Tin- 
tégrale  générale  du  système  des  deux  équations  différentielles 


fournir  une  solution  du  problème»  aucune  considération,  en  dehors  de  celles  déve- 
loppées dans  la  théorie  ci-dessus,  ne  permettrait  de  penser  que  la  solution  ainsi 
rencontrée  fût  effectivement  comprise  dans  celle  obtenue  en  partant  des  expressions  (18) 
oii  \,M,  N  sont  supposées  de  simples  fonctions  de  /,  p.,  v;  et,  par  conséquent,  l'on 
devrait  croire  a  priori  qu'il  peut  en  exister  semblableroent  une  infinité  d'autres. 

La  méthode,  plus  longue  et  plus  pénible, que  nous  avons  développée  ci-dessus,  fournil, 
au  contraire,  pleinement  celte  assurance,  puisqu'elle  consiste  en  somme  à  partir,  non 
seulement  de  la  solution  la  plus  générale,  mais  de  touta  les  solutions  possibles  de  ces 
mêmes  équations  (i)  ou  (4),  et  à  disposer  ensuite  des  arbitraires  que  renferment  ces 
solutions  de  manière  à  satisfaire,  de  la  façon  la  plus  générale,  à  l'autre  groupe  (â;  ou  (5). 

D'ailleurs,  les  considérations  qui  occupent  la  plus  grande  partie  de  ce  premier  para- 
graphe, et  qui  nous  ont  amenés  à  la  forme  de  solution  (49)  pour  la  coordonnée  u,  bien 
que  nous  ayons  renoncé  par  le  fait,  presque  aussitôt  après,  à  l'obtenir  sous  cette  forme 
et  par  ce  procédé  lui-même,  n'ont  pas  de  valeur,  seulement  k  titre  de  théorie  pure, 
établissant  à  l'avance  l'existence,  et  garantissant  la  généralité  de  la  solution  fournie 
beaucoup  plus  rapidement  par  la  quadrature  de  la  différentielle  (50);  mais,  en  tant 
qu'application  pratique  et  immédiate,  elles  nous  conduiront  encore,  ainsi  qu'on  le  verra, 
à  une  conséquence  intéressante  que  l'on  était  loin  d'attendre,  étant  donné  la  nature  de  la 
question,  et  à  laquelle  nous  croyons  devoir,  à  raison  de  son  importance,  consacrer  en 
entier  la  Note  V  ci-après. 
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totales  (24),  c'est-à-dire, en  tenant  compte  des  déOnitions  (29)  et 
(3)  ainsi  que  des  valeurs  (17),  du  suivant  : 


(54) 


[  ''-"«-iV -7i;r-(v  ^w^-V -7î^) 
[  '-"  "^'^j^  W-fW-  -V-7ï^) 

*"*-"""V  -fw-iv -Âîr-V -fH-)!"" 


(^_v){y->.)(X-M)rfV 


-+-Â'A- 


-["-')WV-j:^  (V -jvT— V-7;;r) 
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Mais,  avant  de  nous  occuper  de  cette  intégrale  générale,  nous 
aljons  commencer  par  mettre  ce  système  sous  une  autre  forme 
équivalente,  qui  rendra  beaucoup  plus  faciles  les  calculs  que 
nous  avons  Tintention  de  présenter. 

Ce  dernier  système,  en  effet,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
six  équations  (23)  dont  il  n'est  que  la  traduction  avec  Talgorithme 
des  diff'crentielles  totales  substitué  à  celui  des  dérivées  partielles, 
offre  ce  désavantage  que  ses  différents  coefficients,  c*est-à-dire  en 
fait  les  quantités  (22),  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  aux 
(rois  variables  X,  f/,  v,  ni  par  suite  aux  dérivées  correspondantes 
de  M,  savoir  A,  M,  N. 

Nous  obtiendrons,  au  contraire,  un  système  équivalent  réali- 
sant cette  condition  indispensable  pour  la  facilité  des  calculs  que 
nous  avons  en  vue,  en  opérant  de  la  façon  suivante. 

Nous  souvenant  que  les  six  équations  en  question  (23)  ne  sont 
autre  chose  que  les  deux  équations  (21)  et  les  deux  autres 
couples  qu'on  en  déduirait  par  permutation  circulaire,  résolues 
par  rapport  aux  six  dérivées  de  U  et  V,  nous  écrirons  ces  deux 
mêmes  équations,  en  les  développant  et  chassant  les  dénomina- 
teurs, puis  faisant  pour  abréger 

i  [    dV      dy\  -1  I   dl]       d\\ 

(55)       „  =  _(x_,)(,-^-).  K  =  -(.-x)(.--._). 

et  leur  adjoignant  enfin  une  simple  identité  analogue,  sous  la 
forme 

/     0  =/(>.)  A-  — /"(A)  A.  A, 

(56)  j     H=/'(fx)M*- /(fx)M.A, 

(     K=/'(y)N*— /-(y)  N.A. 

Cela  fait,  nous  ajouterons  à  deux  reprises  ces  trois  dernières 
égalités,  multipliées  préalablement  la  première  fois  par  fx  —  y, 
y  — >j>  —  pL,et  la  seconde  fois  par  X  (|x — v),  |jl(v — i),  v  (X  — |ul). 
Nous  formerons  ainsi  les  deux  autres  équations,  manifestement 
équivalentes  aux  deux  précédentes  (23)  primitivement  con- 
sidérées : 


(58) 
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(,_x)H+  (x_^)K=    {f._.)/-(A)A'+    (._x)Af«)M'+  (A-f.)/(.)N' 

-  [(f  -  ")  A*)  A  -♦-     (>'-  A)  /  (k)  M  -»-  (A  -  ft)  Av)  N]  A, 
(57)' 

>(v-A)H  +  v(x-,.)K=A(,«-v)/-(x)A'-i-ft(v-x)/(f«)M'+y(x— p)/'(.)N' 

-[X(^_v)/-(X)A  +pt(v— A)/'((.)M  +KA-u)/'(x)NjA. 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  définitions  (SU)  des  quantités  H  et  K, 
les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  seront,  d'une 
part  : 

(y_A)H    ^-    (X—  fi)K 

=  ;^,(v-A)tx-,)|^(;._.)-H---_J  =  _-. 

pi(y  — A)H-4- v(A  — fx)K 

=  -(._x)(x-,)[r.'-/)--.(,-.)5;^J  =  -[(,^.)-^-J. 

D*autre  part,  pour  les  seconds  membres,  ayant  déjà  la 
relation  (H)»  nous  obtiendrons  sans  peine  une  autre  égalité  sem- 
blable, si  nous  calculons,  à  Taide  des  expressions  (18),  et  en 
ayant  égard  aux  deux  identités  très  connues,  savoir 

(59)     (|.-.)A^+(v--A)p'H.(A-,i)/«[(^--y)A'^(v--A)fi»-t.(A--pt)v*](Af-,.+  v) 
(  =  — e(A-t-a^v), 

cette  seconde  expression,  complètement  analogue, 

A(^  -  .)  f(l)  A«  H-  ^(.-  A)A,i)M'  -♦-  V  (A-  ii)f{y)  N' 

1 

I 
=         I  x(ii  -  y)  (A«^-UA-♦-V)-♦-  fx(v—  A)  (fxV  Uf*  -^  V)  4  y(A  -  fx)  (vV  []u  -4- V)] 

(«0)  (  =  ^ [(H -") A'-»- (»"-*) k' -^- (*— f) "'-^  I(f -••')*'  +  (''-*) f'+ (A  -  f»)"' I u 

-v-}(pi  -  v)X+(v  — X)p  +(X  -f«)y|V] 
XV.  21 


(6i) 
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Si  nous  convenons  alors  de  désigner  par  û|  et  Q^  les  deux 
expressions  symétriques  en  >,  fx,  v,  d'une  part,  et  A,  M,  N,  de 
Tautre, 

Û,=î2(i[    0*-y)nA)A-       (,-A)/*(f*)M-|.     (X-p)/-(y)N], 

et  que  nous  introduisions  à  la  fois,  dans  les  deux  équations 
obtenues  tout  à  Theure  (57),  à  la  place  des  premiers  membres 
les  expressions  (58),  et  dans  les  seconds  membres  les  expres- 
sions (14),  (60),  et  (61),  elles  se  transformeront,  par  ces  diverses 
substitutions  dans  les  deux  suivantes 

e  rfu  e      û,  . 

e  r  du     dwi  e  û,  , 

i^d*l'^       ^dx       dkj  4rf*  ^  '       'id 

ou,  en  multipliant  par-^. 


) 


dV             .        2d        , 
—  =  —  I Û|.A, 

dx  e 


(/U       dV  U  ^ 

(f*  -^-  «'j  ^  -^  ^  =  —  (^  ■*-  f*  -^  ï'  ■*-  U)  —  —  Û,. A, 


de  sorte  qu'en  retranchant  de  la  seconde  la  première  multipliée 
par  fx  +  V,  nous  obtiendronsidéfinitivement  les  deux  premières  des 
six  équations  suivantes,  dans  lesquelles  auront  été  transformées 
les  équations  (23), 

</U                   2(/                 rfV  U , 

(62)      (_=_1— —  û.M, ^-(^  +  U)-^  — [(^+ A)U,-Û,]M, 

du  2rf_  rfV  '2d, 
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et  dont  les  coefficients  û|,  Q,»  ^^  ^»  satisfont  bien  tous  à  la  condi- 
tion demandée. 

En  remplaçant  donc  à  présent  A,  M,  N  par  leurs  valeurs  (17), 
dans  les  déûnitions  (61)  des  coefficients  û|  et  Q^.en  même  temps 
que  dans  ces  dernières  équations  elles-mêmes,  puis  multipliant 
encore  celles-ci  respectivement  par  dl,  e/fx,  dv,  et  les  ajoutant,  il 
est  clair  que  nous  obtiendrons  de  même  ainsi,  à  la  place  du 
système  précédent  (54),  le  suivant 


(63)  /    dv=r-(AH-U)^i|(H^y)Û.-Û,(  V^^^^y^J^^ 

-^   I  -  (/*  -^  U)  ^  ~  I  (.   H-  A)  û.  -  a.  j  V  f^—jr^^ J  r/p 

^l_(v^U)^-    |(X  +  ^)û.-Ûs|\/   — Jrf., 

dans  lequel,  9  désignant  toujours  le  produit  (3),  û|  et  Q^  seront 
maintenant  les  expressions  suivantes  : 


/ 


>     Û,  =    (fx  -  y)  l//  (A)  (A'  H-  UA  -^  V)  -+-      (v  —  A)  [/f(ii]  (|x»  ^    Uf*  -♦-  V j 

-f      (A  —  a)  l//*(v)  (v'    i-   Uv  -♦-  V), 


û,=A(f*-.)l//-(A)(A'  -^  UA  -.-  V)  -+-  f*(v  -  A)l//(f*)(,x'-+.  Uf*  -H  V) 

^  ^  (^  —  f*)l//'(v)  (v*-+.   Vu  ^  V). 

Cette  transformation  préalable  étant  opérée,  on  intégrera,  soit 
ce  dernier  système,  soit  le  précédent  (54),  comme  lors  de  notre 
première  méthode  exposée  dans  notre  Chapitre  V,  soit  à  Taide  de 
la  méthode  de  Mayer,  qui  exige  un  nombre  moindre  d'intégra- 
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82  —  324  — 

lions,  soit  à  Taidc  de  la  méthode  de  Jacobi,  exposée  dans  les 
Vorlesungen,  pour  le  problème  équivalent  de  Tintégration  d*un 
système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  toutes  rela- 
tives à  une  seule  et  même  fonction  inconnue.  Mais  bien  que  ce 
système  ne  renferme  que  les  deux  inconnues  U  et  V,  quelle  que 
soit  celle,  des  deux  formes  pour  le  système,  ou  des  deux  méthodes 
pour  rintégration,  à  laquelle  on  s'arrête,  cette  opération  restera 
toujours  beaucoup  plus  difficile  que  pour  le  système  ana- 
logue (116)  du  Chapitre  V,  considéré  lors  de  notre  première 
méthode,  qui  contenait  néanmoins  celui-là  trois  inconnues,  par 
la  raison  que  celui-ci  n'est  plus,  comme  lui,  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  aux  inconnues  elles-mêmes.  C*est  pourquoi,  en 
vue  d'épargner  le  temps  et  la  peine  du  Lecteur,  nous  allons  indi- 
quer tout  de  suite  le  résultat  de  cette  intégration,  et  au  lieu  d'y 
arriver  par  une  recherche  analytique  ne  supposant  aucune  con- 
naissance à  l'avance  de  la  solution  à  intervenir  (*),  nous  nous 
contenterons  de  montrer,  par  un  calcul  a  po^/enori,  l'exactitude 
de  la  solution  en  question. 

Nous  plaçant  donc  à  ce  point  de  vue,  et  désignant  par  a,  p,  y 
trois  constantes  supposées  liées  entre  elles  par  la  relation 

(04)  a*  -f  ê*  -4-  r'  =  i , 

de  manière  que  deux  d'entre  elles  demeurent  complètement 
arbitraires,  puis  faisant  en  outre,  uniquement  dans  la  pensée 
de  faciliter  l'écriture  du  résultat  en  question  et  celle  des  calculs 
ultérieurs. 


[        V         la'  -  h^)  (a^  .-  c')        '  ""  V  (fe*  __  ,:«)  (/,«  _  a') 


Z 


-V 


/'(r'  -f-  A)  (r  -4-  fi)  (C*  -e   y) 
ir'  -  ir)  (r*  -  6*) 


n  N'His  effcciuerons  une  recherche  directe  rCalisani  ces  comlitions  par  le  moyen  de  la 
luremitre  des  méthode»  précitées,  dans  la  Noie  suivante,  à  propos  du  Cas  relatif  au  Sys- 
tème des  Coordonnées  Sphériques,  déjà  étudié  dans  notre  Chapitre  III,  à  laide  du  pro- 
cédé simplifié,  basé  sur  la  considération  des  courbures,  que  nous  avons  employé  pour  tous 
les  différents  Cas  particuliers  du  problème. 
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nous  allons  démontrer  sans  trop  de  peine,  à  Taide  de  la  seconde 
forme  (63),  que  Tintégrale  générale  de  ce  système  est  repré- 
sentée par  les  detix  expressions  {*)  : 

!U  =  (aX  -♦-  6Y  -t-  rZ)*—  (aV  -+-  6'6'-4- cV*)  —  (x  +  u h-  >) , 
Ibc   ^       ca  ^^       ab    ^y       /«»      ê^       r'\ 
V  =   -aX  +  --6Y  +  -  rZ    -    -  -^  Tt  -^  ^    ^^''' 
\a  0  cl        \ar      b^       c*l 

Or,  ces  expressions  renfermant  deux  constantes  arbitraires,  il 
suffit  évidemment,  pour  établir  ce  fait,  de  s*asstirer  qu'elles 
satisfont  simultanément,  sous  la  seule  condition  (64)  entre  les 
trois  constantes  a,  (3,  y,  aux  six  équations  (62),  lesquelles  sont 
complètement  équivalentes  au  système  en  question  (63)  :  résultat 
que  nous  mettrons  en  évidence  en  calculant  séparément,  puis 
comparant,  les  valeurs  que  prendront  les  deux  membres  de  cha- 
cune d'elles,  lorsqu'on  y  attribuera  aux  inconnues  U  et  V  les 
valeurs  que  nous  venons  d'écrire. 

Â  cet  eiïet,  remarquant  que  la  première  des  expressions  (65), 
par  exemple,  donnera,  en  en  prenant  d'abord  le  logarithme,  puis 
la  dérivée  logarithmique, 

IX  =  -[/  (a*  -+-  A)  -t-  /  (a*  -^  A*)  -^  /  (a'  -♦-  y)]  -t-  /  const  , 

d'où 

1   rfX       1       i  ^dX  X 

ou  2—-  = 


X  r/A       2  a*  H-  A  rfA       a*  -4-  A 


(')  Nous  montrerons  dans  la  Note  V  ci-après  que  cette  même  intégrale  générale  peut 
également  être  présentée  sous  cette  autre  forme,  dont  la  symétiie  est  peut-être  encore 
plus  frappante  : 

_V=a«(^V  — 7Z)*-f.6VvZ-«X)»-*-c*(«X— ^Y)«-(6«cV  +  c«a*^«-HO«6*y«). 

Mais  cette  dernière  forme,  quoique  plus  simple  en  apparence,  se  prête  en  réalité  moins 
commodément  que  la  forme  ci-dessus  (66)  aux  calculs  que  nous  avons  l'intention  d'effec- 
tuer dans  la  présente  Note.  C'est  pourquoi  nous  ne  croyons  pas  devoir  en  faire  mention 
actuellement  dans  le  texte. 
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il  est  clair  que  nous  déduirons  de  cette  simple  valeur,  en  y  per- 
mutant d'abord  les  trois  constantes  a^,  6^  c',  puis  ensuite  les 
trois  variables  l,  fx,  v,  le  tableau  suivant  des  neuf  dérivées  ana- 
logues : 


(67) 


1        dX           X 

/     2       —             ) 

dY          Y 

dx       6'  -f-  A 

dZ           Z 

2-7- =^-1 • 

dx         C*  -4-  A 

1     "  c/a       a*  -+-  a 

\        dX           X 

rfY           Y 
2     -                  • 

(/Z           Z 

2       «^             i 

\        dfi       a^  -*-  fjL 

'  dfi       b^  -^  fjL 

dfi      c*  -^  fi 

f     ^./X          X     ^ 
\         dv        a   -*-  V 

dY          Y 

dv       6'  -+-  y 

aZ         Z 

<^ 

'  dv       c*  -^  V 

Cela  posé,  ayant  en  vue  les  deux  premières  équations  (62), 
les  expressions  en  question  (66)  donneront  dès  lors,  d*une  part, 
pour  les  premiers  membres  respectifs  de  ces  équations, 

rfU  /    dX  dY  dZ\       . 

/  aX         6Y         rZ  \      . 
=   (aX  H- 6Y -.- rZ)   -ï — -»-7ï — -*--. —    -', 


(68) 


rfV  (lie  ca  ab      \  Ibc     dX       ca  ^  riY      ub    riZ\ 

— =2  -«X-4--6Y  +  -rZ     -a  — -H-e  — •4--r7- 
rfA  \a  6  e        I  \a     dx        b     dX        c     dxi 

Ibc  ca  ab      \  Ibc   aX        ca  6Y        aU  yZ  \ 

Va  6  c       /\o«*-+-A       6  6' -4- A       cc^-y-xi 


ca\«    6*Y* 


■"UJ   a*-*- a"^  Uj   6* 

6    c  \c*  -♦-  A       6*  H-  A/  \tt*       />*      c*  / 

Pour  faciliter  le  calcul  de  la  seconde  de  ces  expressions,  la 
supposant  ordonnée  par  rapport  aux  constantes  a,  (3,  y,  nous  la 
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représeqterons  par  le  développement 

d\ 
((59)  _-  »  A,a'  H-  B,6»  -4-  C,r'  -^  2D,6r  -+-  2E,ra  -«-  2F,a6 , 

dans  lequel  les  deux  coefficients  de  type  différent  A|  et  D^ 
auront  dès  lors,  d*après  la  dernière  expression  qui  précède,  res- 
pectivement pour  valeurs 

^  Va/o'-f-A      a*  \c'-4-A       6'-*- A/ 

Si  alors  nous  introduisons  encore  les  notations  suivantes,  déjà 
usitées  dans  notre  Chapitre  V,  et  qui  nous  seront  de  nouveau 
fort  utiles  pour  la  suite  du  calcul,  savoir 

(   S,  =  6«  -f-  c«—  o',  S,  =  c'  -»-  a«  -♦-  b\  S,  =  a«  +  6*  —  c\ 

^  ^  ^    j  G,  =  (a»— 6«)  (a'— O,      G,  -=  (6«— c«)  (6'— a'),      G,  =»  (c*— a«)  (c^'-ô*), 

les  expressions  (65)  devenant  avec  ces  notauons,  si  on  les  élève 
au  carré, 

(72)  l  X*-^(a'^A)(aV^)(a«*y),  Y«=  i(^.«H.A)  (6«h-a.)  (6«h-v), 

Z«  =  i(c»^.A)(c«+/*)(c«^.v), 
"s 

on  voit  que  le  premier  de  ces  coefficients  (70)  pourra  8*écrire, 
à  Taide  des  mêmes  notations,  en  développant  et  réduisant,  de 
la  façon  suivante: 

=  -i-  [*'«'  ("*  *  -»)  (a'  ■*-")  — fc»  (a*  -  6»)  (a»  —  c»)] 

(73)  { 

o  Gj  *- 

t»l 
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Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  scmblablement  les 
seconds  membres  des  mêmes  équations  (62) pour  les  valeurs  (66) 
de  U  et  V. 

Calculons  tout  d*abord  dans  ce  but  les  valeurs  de  A,  M,  N. 

Si,  dans  cette  pensée,  nous  représentons  encore  par  un  sym- 
bole spécial  les  numérateurs  des  expressions  (18),  c*est-à-dire 
si  nous  faisons 

ce  qui  nous  permettra  d'écrire  ces  expressions  (18)  sous  la  forme 
abrégée 

^''^        ^'=4rrm        ^=45-vv)'        ""^^^fF) 

nous  aurons,  en  partant  des  expressions  (66),  et  tenant  compte 
de  la  relation  (64)  entre  les  constantes,  pour  la  valeur  de  la  pre- 
mière des  quantités  (74), 

4'  =  A'  +  A  [(aX  -*-€¥  +  rZ)'  -  (aV  +  bV  -+-  cV*)  -  (A  ^  /*  -♦-  v)] 

=  A(a-X*  -♦-  6*r  ^  r'Z'  +  2.6Y.rZ  -♦.  2.rZ  aX  -♦-  2.aX.6Y) 
—  A  [ttV  -4-  6'6»  -♦-  cV'  -^  (il  -*-  y)  (a*  -♦  6*  -+-  r*)] 

6V»  cV  a*6* 

-+-  -— a«X*+  -—€*¥*-+-— -r'ZV2a*.6Y.rZ-*- 26*.rZ.aX -4- 2c'.aX.6Y 
ar  6'  r 


Si  alors,  en  vue  de  faciliter  le  calcul,  nous  convenons  encore 
de  représenter,  comme  tout  à  Thcure,  cette  expression  par  le 
développement 

(76)  4'  =  Aa*  -4-  B6*  ^  Cr*  -^  2D€y  -4-  2Era  -4-  2Fa6, 
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les  deux  coefficients  de  type  différent  A  et  D  seront,  pour  cette 
quantité, 

(77)      A  =  (  A  -♦.  -^j  X*  —  A  (tt*  ^  ^  -t-  y  -f-^J ,  D  ==  (X  -+-  a»)  YZ. 

Or,  si  Ton  a  égard ,  en  premier  lieu,  aux  égalités  (72)  dont  la 
première  peut  être  écrite  aussi  bien  sous  les  (rois  formes 

puis,  en  second  lieu,  à  cette  identité  déjà  employée  dans  notre 
Chapitre  V  et  que  fournit  la  simple  division  algébrique,  savoir  : 

(78)  — -  = =  p  -t-S, -4-- , 


(a«  ^-  p)«  a*  ^  p  '         'a' 

les  coefficients  S|  et  G^  étant  toujours  les  quantités  (71),  et 
enfin  en  même  temps  à  celte  dernière  égalité,  déduite  immédia- 
tement de  Cfs  mêmes  définitions  (71),  savoir: 

(79)        -îll—  =  ^[ja*-(6*  +  cV-^^*c«(— 6V]=a'-(6*-t-c»)=— S„ 

on  trouvera  successivement,  sans  peine,  pour  les  valeurs  des 
deux  coefficients  précités  (77), 

I  /        6V\    ,      A 

A  =  (x--^Jx*--(a*^A.)(a'^.) 

/        6V\  A    G.X*        r        6V      G, 

L  a*        a*  \         a'-^A/J  [  a*  a'aVAj 

\  o»  -4-  A/  (a«  -*-  A)* 


D  =  (a'^A)YZ  =  /-(A).-^ 


6«-*-A    c' 
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de  sorte  que,  par  la  simple  permutation  du  groupe  (a^6^,  c')  qui 
entraîne  celle  des  trois  quantités  X,  Y,  Z  (65),  nous  aurons 
immédiatement,  pour  la  valeur  des  six  coefficients  du  dévelop- 
pement (76), 

'  =  ^^*)  (^)  •         «  =  ^ W  i^J'         ^  -  /"W  (?T7)  • 

Y  7  z  X  X  Y 

f       D  =  f(X)- -; E  =  /-(X)-- ; ,  F  =  AA)-Î 


o»H-  X  6' 


et,  par  suite,  pour  ce  développement  lui-même, 


^'--rw 


\a'  H-  A/        \6'  ^  A/        le*  -4-  x) 


■4-2 


6Y         yZ 


6*  -H  A  c'  -♦-  A 


yZ         aX  aX  €Y       | 

2-r^ -^ -*-  2 r; 

c«  -♦-  A  a'  -♦-  A  a*  -I-  A  6'  -fr-  A  J 


d'où,  par  conséquent,  en  permutant  maintenant  le  groupe  {^i^fv), 
pour  nos  quantités  4^  ^^»  tHô»  les  trois  valeurs 


6Y 


î*^  xf 


X  6*  -♦-  A  C'  -*-  A' 

aX  6Y 


At  t*  ■♦-  ft  C*  -+-  A*^ 


A)- 


1 


•%  =  /W  (~ 


6Y 


y  6'  -♦-  V  C 


rZ  V 


et  enfin,  en  reportant  ces  valeurs  elles-mêmes  dans  les  expres- 
sions ci-dessus  (7S),  puis  extrayant  alors  les  racines,  nous 
aurons  définitivement  pour  les  expressions  cherchées  de  A,  M,  N, 
les  trois  suivantes 


(80) 


i    f    aX 


—        -if    ' 


6Y 


1     /    aX 

M  =  =fc  —  (- 

Î2rf  \à*  -4-  fi 


6Y 


6*  -f-  A*  c  -*•  fiè 


:'  + A/ 
rZ   \ 


i  /  a: 

N=zfc  —    -T- 
2d  \a'  -^ 


6Y 


y        6'  -H  ï'        c 


rZ   \ 
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(81) 


dans  lesquelles  nous  supposerons  expressément  que  nous  pre- 
nions le  même  signe  pour  toutes  les  trois.  Nous  reconnaîtrons 
un  peu  plus  loin  la  nécessité  de  cette  restriction. 

Une  fois  en  possession  de  ce  premier  résultat,  les  défini- 
tions (61)  nous  donneront  sans  peine,  pour  les  valeurs  des  deux 
coefficients  û^  et  û,  (*)'  ^^  faisant  porter  le  signe  commun  aux 
trois  expressions  précédentes  sur  le  premier  membre  des  égalités 
que  nous  allons  écrire, 


Ûi 


'H 


AW 


a' 


{.-x)-i 


f{^) 


a 


"),! 


m 


("-*)!; 


A(^) 


{* 


(* 


'^'  b*  +  v\ 


6Y 


m 


-H 


m 


("  — *):5— ^  •<-(*- 


€•*-/£ 


,  fi")  1    y 


') 


a"  -+-  A 

6'-»- A 

aA(a) 


(v  _  A) -f^— -H  (A 


a' 


—  m)  -i «X 

ar  ■*•  vj 

(v_A)^,  — ^(x-.^)-,_JrZ. 


(v-A)- 


a*/-(m) 


(^ 


Or,  comme  Ton  trouve  aisément,  en  développant  et  réduisant, 
puis  ayant  égard  aux  identités  (59), 


(*)  C'est  ici  qu'apparaît  clairement  l'avantage  très  grand  de  la  seconde  forme  (63)  que 
nous  avons  donnée  à  notre  système  d'équations  différentielles  totales,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  la  forme  (63)  donnée  i  nos  équations  (S3),  car  étant  données  les  expres- 
sions (80)  de  A,  M,  N,  et  celles  des  différences  M  —  N,  N  —  A,A  — M  qui  en  résultent, 
le  calcul  des  produits  qui  composent  les  coefficients  JI&,  |ji>  •••  ^(^  eût  été  notable- 
ment plus  pénible  que  celui  des  coefficients  û|  et  0^  (64),  que  nous  obtiendrons,  au 
contraire,  comme  on  va  le  voir,  avec  une  très  grande  facilité,  à  cause  de  leur  symétrie 
en  /,  yu,  V  d'une  part,  et  aussi  de  celle  en  a,  M,  N  d'autre  part,  qui  est  une  conséquence 
nécessaire  de  la  première. 
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(f*  —  •'0  -7— '   -V  (ï/  —  X)    ^ ^  (A  —  A*)  -5^ 


=  (At— y).(6»-4-  X)(c'-*- A)  -H  (y  — A). (6*  -*-ia){c*  -f-iu)  -+-  (A  — A«).(6'-^  v)  (c' 4- 1 
=  (^  _  y)  [6V  H-  (6'  -+-  O  A  -4-  A*]  -*.  (v  —  A)  [6*C»  -♦-  (6«  -K  c')  A£  -4-  A*'] 

^  (A— A*)  [6V  -^  (6»  4-  c*)  y  -♦-  y'] 
=:(a— y)A«^(v~A)A*'-4-(A— ^)y«=— e, 

(^  —  y)  -^ -4-  (v  —  A)  -; ^  (A  —  A*)   -^j 


a   -*-  X  a  -\-  fjL  a 

=  (A^-y).A(6«-4-  A)(c'-t->)-4-(y— A).At(6'-+-A^)(c'-*-A*)  -*- (X  —  A*) .  v  (6' -f- y)  (c* - 
=  (a^  — v).a[6V-4-(6«-4.  C»)A-f-  A*]  ^(v  — A)   ,a[6V-H  (6'-*-c')/u  -4-A*«] 

^  (X  — ^).  v[6V  -I-  (6*  >»-  C*)  y  -4-  y*] 
=  (6*-HC»)|"(^  — y)A*-+-(y— A)a*«-4-(A— ^)v'J-H[(At  — v)A'-t-(y— A)/e£»  ^  (X— a* 

=  —  e  (6*  -t-  C»)  —  e  (A  -4-  /£*  -4-  y) , 

il  esl  clair  que  Ton  obtiendra,  en  permutant  le  groupe  (a*,  6*,  c*) 
dans  les  deux  égalités  que  nous  venons  d'écrire,  puis  remettant 
à  chaque  fois  les  expressions  ainsi  obtenues  dans  les  précé- 
<ientes(81),  pour  les  valeurs  cherchées  des  deux  coeiIicien(s 
Qf  cl  Q2,  les  deux  suivantes 

(  zfc  U,  =  —  e  (aX  ^  6Y  -h  rZ), 

(8^J)        l   d=12,  =  —  e[(6«-*-C*-t-A  +  /t£-4-v)aX  -♦-(C*-*-a»-*-A-t-A£-*-y)6Y 

V  -t-  (a'-t-6'-hA-*-A*-H>')rZ], 

le  signe  étant,  par  hypothèse,  le  même  devant  ces  deux  expres- 
sions que  devant  chacune  des  valeurs  (80)  de  A,  M,  N. 
De  là,  nous  conclurons  maintenant  les  deux  égalités 

[(.aH-y)ii,-Û,J  =  e[(6*4-c«-4-A)aX-*-(c*-4-a«-*-A)êy-H(a*+6*-vA)rZl, 
et  de  ces  deux  dernières  enûn,  en  même  temps  que  des  valeurs  (80), 
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le  signe  étant  le  même,  par  hypothèse,  dans  toutes  ces  égalités  h 
la  fois,  ces  deux  autres 

I  2rf,^    .  /  aX         6Y        r/^ 


li..A=  -  (aX-^êY-^yZ)    - 


e  \aVA        /)*-f-X       C*-4-A; 


(83)    {  --[(A£-t-v)U,  — U,].A==[(fc«  +  c'-*-A)aX^(c«-4-a*-t-A)6Y 


(a«-+-6«+A)rZl -». -^-  -r-    ' 


dont  la  première  donnant  immédiatement ,  pour  le  second 
membre  de  la  première  équation  de  gauche  (62), 

2rf,,         ,  /    aX  6Y  rZ  \ 

_1 U.A=(aX^6Y-+-rZ)U -+-7i -+-  -r—]-  I, 

valeur  identique  à  celle  (68)  déjà  obtenue  plus  haut  pour  le 
premier  membre,  montre  que  cette  équation  de  gauche  est  bien 
satisfaite  par  les  expressions  (66)  de  U  et  V. 

Pour  vérifier  semblablement  le  même  fait  à  Tégard  de  la 
première  équation  de  droite,  nous  désignerons,  en  vue  de  faci- 
liter la  transformation,  par  A  son  second  membre,  supposé 
calculé  en  partant  des  mêmes  expressions  (66),  c*est-à-dire  que 
nous  poserons,  avec  cette  acception, 

(84)  A-=  — (A-+-  U)-*.— [(a*-*- v)0,  — Û,|.A; 

et  comme  cette  expression,  qui,  eu  égard  aux  valeurs  (66)  de  U. 
(82)  de  û|  et  Q^,  et  (80)  de  A,  est  évidemment  du  second  degré 
relativement  aux  constantes  a,  6,  y,  pourra  toujours  être  rendue 
homogène  par  rapport  à  ces  quantités  à  Taide  de  la  relation  (64), 
nous  pourrons  dès  lors,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  ces  mêmes 
quantités,  la  supposer,  comme  nous  Pavons  fait  pour  le  premier 
membre,  représentée  par  un  développement  tel  que 

(85)  A  =  A,a«  -¥•  B,e'  H-  C,r*  -^  2I),6r  -*-  2E,ra  -^  2F,a6. 
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Or  Texpression  (66)  de  U  donnera,  d'une  part,  en  ayant  égard 
à  la  relation  (64), 

A  ^  IT  =  a*X*  -h  6*Y«  ^  r*Z«  ^  2.6Y  .rZ  -♦-  2.rZ.aX  ^  2.«X.6Y 

—  [(a*  -4-  ^  -♦- v)  «*  -♦-  (6*  4.  /u  -H  v)6*  -♦-  (c*-4-Ac-Hv)r'l. 

Dautre   part,  la  seconde  expression   (83),  étant   développée, 
deviendra,  en  n'écrivant  qu'un  seul  terme  de  chaque  type, 

^[(a.  -f.  .)U,  -U,].  A  =  (6«  ^  c'  -H  X)  4*^' 


V    C"  -4-  A  tf  -^  X    I 

=  (6*-*-c»-HA)-- -♦-  ...  -♦-    2  -♦--- -f-  7- SY.rZ  -♦-  ••• 

^  ^o*-4-A  \         c*-*-A        6"-+- A/ 

En  retranchant  donc  de  cette  dernière  égalité  la  précédente,  nous 
obtiendrons  immédiatement,  en  vertu  de  la  définition  (84)  de  À, 

A«=    — . Oa'X»^  ...-♦-    -r ^ 6Y.rZ-4-  ... 

\  o*  -I-  A  /  \c'  -4-  A       6*  -♦-  A/ 

-♦-  (o*  -*-  /u  -*-  v)  a'  -♦-  (6*  -♦-  ytfc  -*-  y)  6*  -*-  (c*  -♦-  A«  -»-  v)  y', 

d  OÙ  il  suit  que  les  deux  coefficients,  de  type  diS'érent,  A^  et  Dj, 
auront  respectivement  pour  expression 

X' 

A,  =  (6'  4-  c*  -+-  A  —  (o*  -+-  >)1— H  a'  -I-  A*  -♦-  y, 

L  -■  a'  -♦-  A 

D,=  a'  f-J—  -♦-  — î— 1  YZ. 

\C*  -♦-  A         6*  -♦-  A/ 


De  ces  deux  coefficients,  le  second  D^  est  déjà  identique, 
comme  Ion  voit,  au  coefficient  homologue  D|  (70)  rencontré 
plus  haut  pour  le  développement  du  premier  membre  de  la 
même  équation.  Quant  au  premier  A^,  il  se  transformera  très 
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aisément  encore,  à   l*aide  des  notations  (71)  et  des  égalités  déjà 
employées  (72)  et  (79),  de  la  façon  suivante  : 

1 

Al  =  (6*  -♦-  c"  —  a*) .  — -  (a*  -+-  /a)  (a*  -*-  y)  -»-  a*  -h  /*  -»-  v 

1 

=  ?r  f  Si  I  o'  (û*  -^  iu  -*-  y)  -♦-  A*v  I  -♦-  G,  (a*  -^  A^  -»-  v)] 

=  -  [(G,  -*.  a%)  (o«  ^  A*  ^  v)  ^  S.AO'] 

I 

=  F"  L^'^'  (a*  ^  A*  -4-  1/)  -^  SifjLv] , 

expression  identique,  de  nouveau,  à  celle  du  coefficient  homo- 
logue Af  déjà  obtenue  ci-dessus  (73). 

La  coïncidence  exacte  de  ces  deux  couples  d'expressions,  qui 
entraine  évidemment,  par  la  permutation  du  groupe  (a*,  6^,  c'), 
celle  de  tous  les  autres  homologues,  montre  que  ces  deux  déve- 
loppements (69)  et  (8S)  sont  effectivement  identiques,  et  que, 
par  conséquent,  eu  égard  à  la  définition  (84)  de  A,  la  première 
équation  de  droite  (62)  est  bien  vérifiée,  elle  aussi,  par  les  expres- 
sions (66)  de  U  et  V.  Et  il  en  serait  évidemment  de  même  pour 
les  quatre  autres  équations  (62),  qui  se  déduisent  de  ces  deux 
premières  par  une  nouvelle  permutation,  à  savoir  celle  des  deux 
autres  groupes  (>,  a,  v)  et  (A,  M,  N). 

Les  deux  expressions  (66),  qui  renferment  deux  constantes 
arbitraires,  constituent  donc  bien,  ainsi  que  nous  Tavions 
annoncé,  l'intégrale  générale  du  système  des  deux  équations 
différentielles  totales  (63)  ou  (S4).  Dans  ces  conditions,  la 
théorie  exposée  dans  le  paragraphe  premier  de  cette  Note  établit 
Texistence  de  la  solution  à  chercher,  et  montre  que  ses  dérivées 
en  X,  fji,  y  seront  les  valeurs  (17),  dans  lesquelles  on  aura  remis, 
à  la  place  de  U  et  V,  lesdites  expressions  (66),  c'est-à-dire,  par 
conséquent,  que  ces  mêmes  dérivées  seront  précisément  les 
expressions  (80),  déjà  calculées  pour  les  besoins  de  la  démons- 
tration précédente,  lesquelles  satisfont  dès  lors  assurément  à  la 
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condition  d'intégrabililéy  et   nous  fourniront  en  conséquence, 
par  leur  simple  quadrature,  la  solution  cherchée. 

Et  en  elTet,  le  même  calcul  effectué  tout  à  Theure  nous  en 
fournit  également  la  preuve  évidente  par  le  simple  rapprochement 
des  deux  tableaux  (80)  et  (67),  car  il  en  ressort  immédiatemeni, 
pour  les  dérivées  A,  M,  N,  celte  nouvelle  forme  d'expressions 

i  /   dX         dY  dZ\ 

d\dx.  dx  dxj 


(86) 


__       1  /   r/X         dY  dZ\ 

d  \   dfJL         dfji  dfjLi 

\  I   dX         dY         dZ\ 


lesquelles,  étant  multipliées  respectivement  par  d\  du,  dy  et 
ajoutées,  donneront  dès  lors,  pour  la  différentielle  du, 

du  =  Adx  -+-  Mdfi  H-  Nrfy  =  dt  -  (ar/X  -*-  6efy  -t-  ydZ], 

d 

à  la  seule  condition  de  prendre,  ainsi  que  nous  Tavons  expres- 
sément supposé  jusqu'ici,  précisément  en  vue  de  cette  circon- 
stance, le  même  signe  -k  ou  — ,  à  la  fois  devant  les  trois  expres- 
sions (80)  ou  (86);  et  ce  faisant,  l'expression  demandée  de  u  sera 
dès  lors  la  suivante  : 

(87)  M  =  ti^  -f.  -  (aX  -»-  6Y  -H  rZ), 

le  double  signe  étant  désormais  sans  intérêt,  du  moment  que 
a  et  6  peuvent  être  pris  arbitrairement,  et  que  y  représentera 
alors,  par  hypothèse,  la  valeur 


(88)  r  =  ±[/\  -a*  — 6* 

qui  comporte  elle-même,  comme  Ton  voit,  ce  double  signe. 

Nous  n'avons  donc  plus  à  nous  préoccuper  désormais  que  de 
la  seconde  condition  énoncée  à  la  fin  de  notre  paragraphe  pre- 
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mier  (p.  74),  el  lopéralion  y  spécifiée  sous  le  numéro  4**  nous 
reste  seule  à  accomplir,  à  savoir  de  disposer,  en  admettant  que 
cela  soit  possible,  des  arbitraires  a,  S,  y,  supposées  liées  par  la 
relation  (64)  ou  (88),  et  correspondant  aux  trois  coordonnées 
or,  j/,  z,  de  manière  h  procurer,  quelles  que  soient  les  variables 
X.  p,  V,  la  vérification  des  (rois  équations  (53). 

A  cet  effet,  reprenant  pour  nos  dérivées  A,  M,  N  la  notation 
synthétique  déjà  employée  dans  notre  paragraphe  premier,  à 
savoir  celle  définie  par  la  première  formule  (36),  laquelle  nous 
permettra  dès  lors  de  comprendre  les  trois  expressions  (80)  sous 
le  type  unique 

1    /     aX  6Y  vZ     \ 

2rf  Va*  -H  p       6*  ^-  p       c*  -^  p/ 

nous  en  conclurons,  par  conséquent,  pour  les  deux  dérivées, 
relatives  à  la  même  variable  indépendante,  de  deux  coordon- 
nées H  différentes, 


I    /   a'X  6'Y 

K'  =  ±  — 


r'Z  \  ,  1   /  a"X  €"Y  r"Z  \ 

----    .      R"=  d:—    ~ H- ^  -4- » 

r  H-  p/  U  \ar  -*-  e>       6'  -4-  p       r  -i-  p/ 


id  \a*  -♦-  p       6*  -♦-  p       r*  H-  p/  2r/  \a^  -*-  p       6*  -4-  p       c'  -i-  p 

et  par  suite  enfin,  pour  leur  produit  : 


1    r  X*  Y* 

R'R"  =  — -    d'à"  — ;  -+.  €'€" +  ... 

^d*  [        (tt*  -*-  p)*  (6*  -4-  p)* 


Y  Z  1 

(6V'-^  e'V')- -^"A 

6'  -t-  p  c'  -+-  p  J 


En  faisant  dès  lors  dans  cette  expression  successivement 
p  =  X,  fx,  V,  puis  remettant  à  chaque  fois  la  valeur  ainsi  obtenue 
dans  la  dernière  des  trois  équations  en  question  (53),  et  la  mul- 
tipliant par  4d^,  il  est  clair  qu'elle  se  présenlera  alors  sous  la 
forme  du  développement 

(89)  SE.aV  -4-  œ.g'r  -t-  ...  21&(6V"  -h  €>')  -1-  •••  =0, 

XV.  22 
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dans  lequel  les  deux  coeflicienis,  de  type  difTérenl,  90  et  ^,  seront 
les  expressions 

(  ;ig^L-.)       f'W        ,  (_,)  .,.„/ (fO_  ^(,^^)       A-^) 


(6Vy)(c*-*-r) 


YZ, 


/ 


lesquelles,  en  ayant  égard  de  nouveau  à  Tidentilé  (78)  et  aux 
égalités  (77"'),  ainsi  qu'à  la  définition  du  symbole  f{p),  se  trans- 
Tormeronl  successivement,  sans  peine,  de  la  façon  suivante  : 

(A.-v)(x-f.S,+  -^W(.-A)L  +  S.-+-  ^)^(X— Alfv^^S.-*.-^) 

^  G,.V       ^         ^  G,.V  G.X* 

=  (m  — y).(«'-^-  M)(a*-+-y)-H(y  — A).(a*H-v)(a*-*- A)  -^  (A— /a).(((*-4-  a)  («*-♦- /x) 

=  f/cr-y)(a^-h(Ac-jy)fï*-hA*y|-^(v-A)|a^-4-(v-+-A)oVvA]  -f  (A— ^)[a*-*.(A-4-/EÉ)a'-+-AAt] 
=  (/x  —  yj/xv  ■<-  (y  —  A)yA-+-  (A  —  ac)A/x  ==  (/tr  —  y)  A*  •♦-  (y —  A)^*-»-  (X — ^)'/ 

=  .-(^— ^)(;,..  x)(A-    a1=.   -H, 


1^  =  I  (;u  -  y)  (rr  -4-  X)  -♦-  (y  —  X)  («^  H-  m)  -f-  (A  —  A^)  (a*  ^  v)  I  YZ  =  0. 

D*oii  il  suit  que  Téquation  en  question  (89)  se  réduira  simple- 
ment à  la  suivante 

et,  par  conséquent,  en  permutant  les  trois  coordonnées  rccti- 
lignes,  pour  passer  d*une  équation  (53)  à  la  suivante,  supprimant 
le  facteur  variable  6  qui  ne  saurait  être  nul,  et  joignant  enfin 
aux  trois  relations  analogues  engendrées  par  l'hypothèse  (64), 
Ton  voit  que  toutes  les  conditions  voulues  seront  bien  remplies, 
en  établissant  entre  les  neuf  constantes  d'intégration  a,  6,  y,  les 
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six 

relations 

l     ""  '  ■*" 

€* 

-«- 

y  ' 

= 

1, 

\    *  *  "* 

6"* 

-♦- 

r 

= 

1. 

(       a"'*^ 

6"' 

'-4- 

^"•^ 

t 

1. 

ota     -f-65     -♦-y?'      :=0, 
m     a    -1-6     o    -»-  y     y     =0, 

qui  montront  qi^elles  pourront  s*interpréter  comme  les  neuf 
cosinus  d'un  nouveau  système  d  axes  rectangulaires,  dont  le  choix 
demeure  entièrement  arbitraire. 

Sous  ces  conditions,  les  trois  équations  issues  de  la  formule 
intégrale  (87),  savoir 

1  , 
x=  Xo  -^-  -(a'X    -H  6' Y    -H  y'Z), 
a 


I 

1 


2  =  ^0  -+-  -K"-^'-^  ^'"Y-4-  r  "Z), 


dans  lesquelles  X,  Y,Z  sont  toujours,  par  hypothèse,  les  expres- 
sions (65)  dos  variables  \  u,  v,  représentent  donc  définitivement 
la  solution  la  plus  générale  de  la  question,  et  Ton  voit  quVIle 
reproduit  bien  exactement,  comme  cela  devait  être,  celle  déjà 
obtenue  par  une  autre  méthode,  dans  notre  Chapitre  V. 


III 


Si,  au  contraire,  préoccupé  surtout  de  la  solution  à  intervenir 
et  pressé  d'arriver  au  terme  de  la  recherche,  le  Lecteur  se  trouve 
disposé  à  faire  bon  marché  de  l'homogénéité  de  la  méthode  en 
vue  d'une  rapidité  et  d'ime  facilité  plus  grandes  dans  la  conquête 
du  résultat,  il  pourra  s'épargner  le  souci  des  calculs  assez  labo- 
rieux du  paragraphe  précédent,  nécessités  par  le  développement 
effectif  de  la  méthode  exposée  dans  le  paragraphe  premier,  en 
invoquant  alors,  pour  en  tenir  lieu,  les  résultats  obtenus  dans 
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In  Noie  II  ci  dessus,  relativement  à  la  constitution  de  toutes 
pièces  d*un  certain  système  orthogonal,  à  Taide  de  la  méthode 
d'induction  simple  et  rationnelle  que  nous  y  avons  exposée.  Car, 
si  Ton  se  fonde  sur  ce  résultat,  il  suffira,  comme  on  va  le  voir, 
pour  arriver  tout  de  suite  à  la  solution  complète  de  la  question, 
de  celte  conclusion,  que  Ton  peut  déduire  très  rapidement  de  la 
théorie  développée  dans  notre  paragraphe  premier,  à  savoir  que 
la  solution  la  plus  générale  du  problème  ne  saurait  renfermer 
plus  de  dix  constantes  arbitraires. 

En  eiïi't,  les  trois   relations  (53)  ne  pouvant  être  vérifiées 
identiquement,  c'est-à-dire  quelles   que  soient    les    variables 
^,  IJL,  V,  qu'au  moyen  de  simples  relations  entre  les  constantes  qui 
y  figurent,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué,  l'on  reconnaît 
aisément  que  le  nombre  de  ces  relations  ne  saurait  être  inférieur 
a  celui  de  ces  équations  elles-mêmes,  c'est-à  dire  à  trois  dis- 
tinctes. Car,  chacune  de  ces  équations  ne  pouvant  être  vérifiée, 
quelles  que  soient  X,  pi,  v,  qu'en  établissant  à  tout  le  moins  une 
relation   entre  les  constantes  qui  y  figurent,  supposer  que  le 
nombre  desdites  relations  pour  les  trois  équations  (53)  puisse 
être  inférieur  à  trois,  c'est  supposer  que  deux  de  ces  équations 
(ou  les  trois  ensemble)  puissent  se  trouver  vérifiées  à  l'aide  d'une 
même  relation  entre  les  constantes  qui  entrent  dans  chacune. 
Or,  il  est  bien  facile  de  voir  que  cette  hypothèse  est  impossible, 
en  raison  de  ce  que  ce  ne  sont  pas  les  mêmes  constantes  C^  et  C, 
qui  figurent  dans  chacune  des  trois  équations  (53).  En  effet,  la 
première,  par  exemple,  contenant  seulement  C'/,  Ci'  et  C\'\  C['\ 
et  la  seconde  seulement  C',",  Ci"  et  C',,  Ci,  pour  que  ces  deux 
équations  se  trouvassent  vérifiées  à  l'aide  d'une  même  relation 
entre  les  constantes,  il  faudrait  que  cette  relation  contint  seule- 
ment C'/'  et  Ci",  avec  les  constantes  données  a^,  6*,  c*.  Mais  Ja 
loi  de   permutation  circulaire  à   laquelle  obéissent  toutes  les 
équations  successivement  envisagées  par  nous  dans  la   théorie 
ci-dessus,  exigerait  alors  que  la  deuxième  et  la  troisième  équa- 
tion (53)  fussent  de  même  vérifiées  simultanément  à  l'aide  d'une 
même  relation  entre   les   seules  constantes  Ci,  Ci  et  les  con- 
stantes données,  et  par  la  même  raison,  la  troisième  et  la  pre- 
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mière  équation  devraient  se  trouver  vérifiées  simultanément  à 
raide  d*une  même  relation  entre  les  seules  constantes  Ci'  et  Q'  et 
les  constantes  données  :  résultat  en  contradiction  manifeste  avec 
rhypothése  de  deux  relations  distinctes  seulement  entre  les 
constantes,  d^oii  nous  étions  parti  tout  à  Theure. 

On  voit  donc  ainsi  que  chaque  équation  (53)  exigera  pour 
être  vérifiée  quelles  que  soient  l,  u,  v,  au  moins  une  relation 
entre  les  constantes,  qui  sera  différente  en  passant  de  Tune  de 
ces  équations  à  la  suivante,  c'est-à-dire  que  la  vérification  de  ces 
trois  équations  (53)  exigera,  au  total,  au  moins  trois  relations 
distinctes,  qu  on  doit  a  priori  supposer  de  la  forme 

F(a^6^c^   c;,c;'.r//\   c;,c;',c;")  =  o, 

etd*où  Ton  pourra  tirer,  par  conséquent,  les  valeurs  de  trois  des 
constantes  d'intégration,  Q,  C^',  Q",  par  exem}'le,  en  fonction 
des  constantes  données,  et  dos  trois  autres  Ci,  Ci',  Cj'',  qui  pour- 
ront seules,  celles-là,  demeurer  réellement  arbitraires. 

Par  où  Ton  voit  que  les  expressions  de  U  et  V  pour  les  trois 
coordonnées  x,  y,  z,  c'est-à-dire  les  six  expressions  (51),  et  par 
suite  aussi  les  expressions  (52)  des  neuf  dérivées  de  A,  M,  N, 
correspondant  à  la  solution  la  plus  générale  du  problème,  pour- 
ront renfermer,  en  sus  des  constantes  données  a^,  i«,  c*,  rf*,  au 
plus  trois  constantes  arbitraires  nouvelles  Ci,  C"^  Ci".  El  dans 
rhypothése  où  il  existera  une  solution  du  problème,  comme  1rs 
valeurs  définitives  des  trois  coordonnées  x,  y,  z  seront  alors 
fournies,  ainsi  que  nous  lavons  expliqué,  par  la  quadrature  des 
trois  différentielles 

^  dx  =  A'rfx  ♦-  MV/c*  ^  N'r/v,  dy  =  A"r/X  -♦-  M"d/x  ^  y"dy, 

l  dz  =  A"Va  -h  ^'"d,jL  -+-  N"'(/y, 

on  voit  que,  dans  le  cas  le  plus  général,  ces  expressions  ren- 
fermeront seulement  trois  nouvelles  constantes  simplement 
additives  Xo,  j/o»  ^o>  ®"  sus  des  constantes  «^  6*,  c*,  d^,  et  des 
trois  constantes  précitées  Ci,  Ci',  Ci". 
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En  conséquence,  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  efTectucen  réalité  les 
calculs  indiqués  au  para^çraphe  premier,  il  sera  donc  impossible  à 
la  vérité,  d'aflirmer  que  le  problème  comporte  une  solution  quel- 
conque, particulière  ou  générale,  car  des  deux  conditions  spé- 
cifiées à  la  fin  de  ce  paragraphe  (p.  74),  si  la  première  peut  bien, 
il  est  vrai,  être  vérifiée,  avant  tout  essai  d'intégration,  sur  le 
système  d'équations  diiïérentielles  proposé  lui-même,  la  seconde 
condition,  tout  au  moins,  ne  pourra  être  également  vérifiée 
que  lorsque  Ton  sera  en  possession  des  six  valeurs  (SI)  de  U  et  V, 
cest-à-dirc,  par  conséquent,  lorsque  le  système  différeniiel  en 
question  (24)  aura  été  complètement  intégré.  Mais,  ce  que  ron 
pourra  du  moins  ainsi  afiirmer  en  pleine  certitude,  avant  toute 
intégration,  c'est  à  savoir  que,  si  par  un  procédé  quelconque 
on  a  rencontré  une  solution  déterminée  renfermant  les  dix 
constantes  arbitraires  précitées,  dont  trois  simplement  addi- 
tivos,  cette  même  solution  constituera  bien  la  solution  la  plus 
générale  possible  du  problème  proposé.  Or  cette  seule  conclusion 
suffit  pour  nous  mettre  de  suite  en  possession  de  la  réponse 
la  plus  générale  à  la  question  envisagée  présentement  dans  cette 
Note,  ou  antérieurement  dans  le  Chapitre  V,  sans  que  nous 
soyons  obligés  d'eiïectuer  en  réalité  l'intégration  du  système 
d'équations  différentielles  totales  (24)  ou  (54). 

En  effet;  d'une  part,  nous  étant  proposé,  dans  la  Note  précé- 
dente, de  constituer  directement  de  toutes  pièces,  par  des  procé- 
dés rationnels  et  des  déductions  logiquement  et  naturellement 
amenées,  un  système  orthogonal  dont  l'une  des  trois  familles  fût 
le  type  le  plus  général  des  familles  isothermes  de  surfaces  du 
second  ordre,  lequel  comporte,  comme  nous  l'avons  vu  dans 
notre  Chapitre  II,  quatre  paramètres  ou  constantes  arbitraires 
a*,  6*,  c*,  d*,  nous  avons  reconnu  très  aisément  alors,  par  l'inté- 
gration d'une  seule  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
qu'on  réalisait  un  semblable  système  avec  trois  familles  de  sur- 
faces appartenant  au  même  type  en  question,  mais  de  variétés 
différentes,  système  qui  est  dès  lors,  non  seulement  orthogonal, 
mais  encore  triplement  isotherme. 

D'autre  part,  invoquant  en  conséquence  ce  résultat  si  net  et  si 
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facilemenl  acquis,  en  comparaison  des  calculs  qu*exip:erai(  soii 
l'intégration  directe  de  notre  système  d'équations  difTérentielles 
totales  (54),  soit  simplement  la  vériGcation  a  posteriori  de  son 
intégrale  générale  supposée  donnée,  ainsi  que  nous  Pavons  fait 
dans  notre  paragraphe  II,  si  Ton  y  effectue  un  simple  change- 
ment de  coordonnées  rectilignes ,  opération  que  nous  avons  déjà 
accomplie  dans  le  Chapitre  II  pour  mettre  le  type  en  ques- 
tion (116)  ou  (127)  sous  la  forme  (128),  Ton  voit  que  les  coeffi- 
cients de  chacune  des  trois  familles  contiendront  de  nouveau, 
dans  leurs  expressions  (129),  les  dix  constantes  arbitraires,  déjà 
énumérées  à  cette  occasion-là,  savoir,  d'abord  les  quatre  con- 
stantes antérieures  a*,  6*,  c*,  rf*,  puis  trois  autres  nouvelles 
^0-  .Vo9  ^0  *  ^uî»  relativement  aux  expressions  des  x,  ?/,  z,  seront 
simplement  additives,  et  enfin  neuf  cosinus  liés  entre  eux  par  six 
relations,  ce  qui  équivaut,  en  sus  des  précédentes,  à  trois  nou- 
velles constantes  réellement  arbitraires  seulement.  D*où  il  suit 
que  le  système  orthogonal  que  nous  venons  de  définir,  après  cette 
simple  transformation  de  coordonnées  qui  n'altérera  en  rien, 
d'après  la  propriété  caractéristique  de  l'invariant  ^2  établi  dans 
notre  Chapitre  P%  l'isothermie  de  chacune  des  trois  familles 
envisagées,  satisfera  bien  alors  à  la  condition  spécifiée  tout  à 
l'heure,  à  savoir  de  renfermer  dans  son  expression  analytique 
les  dix  constantes  arbitraires  que  nous  avons  dit  :  et,  par  consé- 
quent, nous  sommes  parfaitement  certains  que  ledit  système 
constituera  à  lui  seul  la  solution  la  plus  générale  du  problème 
tout  entier,  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cette  Note. 
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NOTE  IV 

APPLICATION  SUCCESSIVE  ET  COMPARAISON  DES  DEL'X  MÉTHODES  EXPO- 
SÉES POUR  LE  MÊME  PROBLÈME  ^  A  PROPOS  DU  CAS  PARTICULIER 
CORRESPONDANT    AU    SYSTÈME    hPHÉRIQUE. 

Nous  avons  établi  successivement,  dans  notre  Chapitre  V 
d*abord,  puis  en  second  lieu  dans  la  Note  III  précédente,  deux 
méthodes  entièrement  différentes  pour  le  même  problème,  con- 
sistant à  déterminer,  dans  le  Cas  le  plus  général,  en  pariant  des 
expressions  trouvées  dans  le  Chapitre  IV  pour  les  invariants  A| 
relatifs  aux  trois  coordonnées  curvilignes,  les  équations  exactes 
des  trois  familles  de  surfaces  correspondantes,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  expressions  des  trois  coordonnées  rectilignes  x,  jy,  z 
en  fonction  de  ces  coordonnées  curvilignes  ^ ,  ^,  m. 

Afin  de  permettre  au  Lecieur  de  mieux  se  rendre  compte,  pur 
la  comparaison  de  ces  méthodes  apph'quées  à  un  même  Cas,  de 
la  différence  profonde  de  leurs  caractères  essentiel^  et  des  calculs 
auxquels  elles  conduisent,  nous  allons  encore  traiter,  successive- 
ment par  Tune  et  par  Tautrc,  le  Cas  particulier  intéressant  relatif 
au  Système  Sphérique  que  nous  avons  déjà  examiné  sous  le 
numéro  IV°  dans  notre  Chapitre  III,  et  nous  retrouverons 
ainsi  de  nouveau,  sans  trop  de  difficulté,  aussi  bien  par  Tune 
que  par  lautre  méthode,  les  mêmes  résultats  déjà  rencontrés 
dans  ce  Chapitre  et  formulés  par  nos  trois  équations  (127). 


(I"  Méthode.)  —  De  même  qu'au  début  de  notre  Chapitre  V, 
le  point  de  départ  de  nos  calculs  sera  encore  nécessairement  les 
expressions  assignées,  pour  ce  Cas  particulier,  aux  trois  fonctions 
P,  Q,  R  par  les  six  équations  des  premier  et  second  ordres  (13) 
et  (19)  de  notre  Chapitre  III,  valeurs  que  nous  avons  trouvé  très 
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aisémenl  dans  ledit  Chapitre  être  les  expressions  (1 13)  et(1 17), 
c*est-à-dire  les  trois  suivantes 

a» 
i  ?  C« 


(c^  -*-  ccy  csh*  (au  -+-  b)  (c^  -*-  ce')* 

au  sujet  desquelles  nous  pouvons  encore  observer,  de  même  que 
pour  les  expressions  (83)  du  Chapitre  V,  que  les  coordonnées 
curvilignes  n*y  figurent  que  par  les  deux  expressions  linéaires 
n  coefficients  arbitraires  c\p  +  cc\  am  -h  b,  qui  ne  sont  autre 
chose,  par  conséquent,  que  les  paramètres  (hermométriques, 
entendus  dans  le  sens  le  plus  général,  des  deux  familles  de  sur- 
faces correspondantes;  en  sorte  qu'en  convenant  de  nouveau  de 
désigner  simplement  par  ij;  et  m  ces  mêmes  paramètres,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  en  faisant,  pour  simplifier, 

a  s=  r  =  1,  6  =  0,  c'  =  0,  et  en  outre  C  =  1 , 

lesdites  expressions  deviendront  et  engendreront  alors  les  valeurs 
consignées  dans  le  tableau  suivant  : 

i  I 

p=R=-,  Q«__^,      /P^/R=-2/a.,  /Q  =- —  2/csh«i, 

4r  cslrcr 

I  i 

QR«PQ=-— — ,    RP=r--,  /QR=/PQ=— 2(/^H-/cshc),      mP=— 4/«f., 

P       csh*©' 
R 

rf/P  2 

dlP 


R       csh*  a 

P 

Q        ♦• 

5==^' 

p       «!sh»  o 

Q       *' 

Q          +' 

R       csh*  o 

dlQ              snh  cr 

dlK 

=       2 
do               csh  o 

»? 

■"Q     „ 

rf/R           2 

«r-"' 

(/^            ^ 

dl  RP           4 

d/  PQ           2  snh  a 

di>               ^ 

(/cr                   csh  o 

^04^  —  540  -X.» 


(2) 


Eli  conséquence  de  quoi  le  système  d*équations  difTércnlieiles 
totales  (106)  sera,  pour  le  Cas  actuel,  le  suivant 

/     ^  snh  or     \     ,         I        .         snh  o 

dL=    — V-M  -+-  -T— N    .rf?  —  -  L.r/| ; — L.rfo, 

\csh*  a  csn  o    /  if  csn  w 

r/M= l.dy, M.(/^  --N.ffc, 

<A  2^  if' 


rfN 


snh  CT       .         I  f    tif  snh  o    \ 

rsh  o  •;»  \cslrcr  csh  o    / 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  sera  de  nouveau  le  système  (87) 
du  même  Chapitre,  savoir 

(IL  =  Lid'Y  -+-  L^fiii  -4-  L.v/o  » 
(5)  ^     rfM=  M|//y -4- M<r/|  -«-  Mjrfa, 

étant  entendu  que  les  quantités  L|,  L^,  ...  M^,  ...  Nj  y  dési- 
gnent, pour  abréger,  les  expressions  suivantes  qui  représentent 
semblablement,  pour  le  Cas  actuel,  celles  qui  figurent  dans  les 
égalités  précédentes  (86)  et  (86''")  du  même  Chapitre, 

N,  =  M3=  -  -N, 

snh  o 
4)      {      iM,=  --M,  L3-=N,  =  --— L, 

csh  tj 

1 
Ml  =  Lj  = L. 

Cela  posé,  le  problème  de  l'intégration  générale  du  système 
d*équalions  différentielles  totales  (3)  étant,  comme  nous  Tavons 
déjà  dit  à  la  même  occasion,  complètement  équivalent  à  la 
recherche  de  Tintégrale  générale  commune  aux  trois  équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles 


L,= 

csh*  a 

M 

snh  c  ^, 

-f-— ---  N, 
csh  o 

iM,= 

1 

2^ 

M, 

N»  = 

csh'o 

AI 

snh  a 

ÏT  ^' 

csh  a 

{») 
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da             ilcû               (lu  da 

A  (»)  =  -.  ^  L,  —  4-  M,  —  ^  N,  —  =  0, 

^  ^      df          (Il           dM  dN 

du           da            du  du 

^  '       d^       ^dl         'c/M  rfN 

du           du            du  .  do 

rfo          aL           rfM  (/N 


nous  allons  résoudre  ce  dernier  problème  en  appliquant,  dans 
ses  traits  essentiels,  la  méthode  exposée  pour  cet  objet,  à  propos 
de  deux  équations  seulement,  dans  les  Vorlesungen  de  JacobiQ. 

A  cet  effet,  nous  observerons  tout  d'abord  que  parmi  ces  trois 
dernières  équations  (5),  il  en  est  une  dont  l'intégrale  générale 
peut  s'obtenir  avec  la  plus  grande  facilité,  à  savoir  la  seconde,  car 
cette  intégrale  étant  procurée  par  le  système  simultané 

d^      dh      dM_^dN 

^  '  T  ""  Ti  *"  "m^  "^  ^/ 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  eu  égard  aux  valeurs  (4), 

d^  dl  dM  r/N 


(6*^") 


L M       --N 


système  équivalent  lui-même  au  suivant 

^dl  H-  l(h  =  0,  ^.SMdM  *  M*d^  =  0,  ^dN  -^  Nd<^  =  0, 

dont  rintégrale  générale  est 

L^  =z=  const. ,  MV  =  const  ,  N^  =  const. , 

on  voit  qu'en  faisant,  pour  faciliter  les  calculs  qui  vont  suivre, 

(*)  VORLESUNGEN  OBER  Dtmahie,  Ii3«  leçon  (pp.  S57-S64). 
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celle  de  l*équation  en  question  B  (c*))  =  0  sera,  (p  et  or  étant  des 
constantes  relativement  à  cette  équation  en  particulier, 

(8)  «  =  F  (f,  a,  «, .  «4, 03)  =  t2. 

Parlant  de  là,  la  recherche  d'une  solution  comnnune  aux  trois 
équations  (5)  revient  évidemment  à  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire F  de  telle  sorte  qu'une  même  expression  semblable  vérifie 
à  la  fois  les  deux  autres  équations  (5),  c'est-à-dire  que  Ton  ait  à 
la  fois  A(Q)  =  0  et  C(Q)  =  0.  Or,  ces  deux  équations  étant 
toutes  deux  linéaires  et  homogènes,  comme  en  y  substituant 
cette  expression  Q  (8)  à  la  place  de  (ù  Ton  aura  alors,  en  venu 
d'une  formule  connue  (*), 

(iU  du  Wti  f/U  HU 

A(Li)  =  A  {f)  ---4-  A(o)—  H- A  (<y,)  -  — -4-  A  (a',) -— -^  A  («5) -- , 

Uf  (ta  (fooi  (tUi  a&i3 

^  .vv      ^.  .^^  f'^  V du  tlU  du 

C  (U)  =  C  (f)  —  ^  C(a)  —  ^  C(«,)  —  -+-  C(«,)  —  ^  C(«3)— , 

Uf  aa  ttcj|  (tUi  (Uùi 


[')  £n  fîfTct,  étant  donnée  l'expression,  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérîTées 
du  premier  ordre  de  v, 


si  Ton  y  remet  à  la  place  de  *  la  fonction  û,  ou  plus  exactement  ses  dérîTécs  détinies 
respectivement  par  les  égalités  suivantes  : 

dû        ^  dil  dtfà 
dXi       t^x  (hfkdJPi 

en  supposant  que  les  nouvelles  variables  y  sont  des  fonctions  déterminées  et  connues  des 
précédentes  j*,  il  est  clair  que  le  résultat  de  la  substitution  pourra  s'écrire  successiTcment 

'^  dil 


d'après  la  définition  môme  qui  précède  du  symbole  différentiel  cAo.  C'est  l'avant-dcrnière 
formule  de  la  page  ^1  des  Vorlesungev. 
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égalités  dans  lesquelles  on  aura  semblablement,  d  après  les  défi- 
nitions (5)  des  symboles  différentiels  A  et  C,  d'abord 

A(y)=l,  A(a)  =  0,  C(?)  =  0,  C(a)  =  i, 

puis,  en  désignant  par  w,.  Tune  quelconque  des  expressions  (7), 

* 

rf«,  dui  dcûi 

(9)  { 

da\  rf«f  f/(«d,. 

il  est  clair  alors  que  si  Ton  désigne  d  une  façon  générale  par 
A^  et  C|  ce  que  deviendront  respectivement  ces  coefficients  A  (w,) 
et  C  (a>j)  lorsqu'on  les  aura  exprimés,  par  le  moyen  des  trois 
équations  (7),  à  Taide  des  variables  cp,  \^,  m,  ui,  eoj,  cos,  à  la  place 
des  variables  <p,  ^,  zj,  L,  M,  N,  il  est  clair,  disons-nous,  que  le 
problème  se  réduira  simplement  à  trouver  la  solution  la  plus 
générale  commune  aux  deux  seules  équations  aux  dérivées 
partielles 


(10) 


,     ,        rfU  r/Û  f/Û  dQ 

cJt(U)  =  —  H- A,  — -f- A,  — H- A3  — =  0, 
(if  aco,  (tcii  avs 

^  ,,       dQ  f/U  dû  dû 

ao  ad^i  aut  ckjj 


dans  lesquelles  les  variables  indépendantes  sont  maintenant 
(p,  nr,  Uf,  6)^,  ci>3,  la  variable  d^  devant  y  être  considérée  comme 
une  constante,  et  la  fonction  inconnue  étant  d'autre  part  Û. 

Pour  cela ,  calculant  tout  d'abord  les  coefficients  A<  et  C<  à 
l'aide  des  expressions  (9),  (4),  et  (7),  on  trouvera 
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r/tf, 

N|  7^  =  'm'/' 


c/lN 


•f 


lCsH*  o 


M 


snh 

es  II 


a 


") 


8 


csh* 

s 


^*M 


snh  13 

C'sh  cr 

snh  cr 


N^ 


csh'o 


M, 


csh 


«3, 


.     I  (/»}  r/o,')  f/tfj  ■  y— 

(H)    (A.  =  AM  =  L.-H-M.-.-N,-=M,l/? 

= L  .K  tf  =  —    .  L<//  =  —  1"  s  », , 


As  =  A  («s)  «=  L, 


1- 

c/L 

snho 
csh  a 


M, 


^»3 


L.<f  =  — 


snho 
csh 


N.* 


«I. 


(/»,  r/cj,  du, 

f  C,  =  C («,)  =  L, -i  H-  M,—  .»  N,—  =  Uf 

i/L  «M  «iN 

snha  snh  (7 

L .  ^  =^ r-  »i  » 


csh 


r/coj 


cr 


C,  =r-.  C  («2)  e=  L3  -—   -♦-    i\1 


(i2) 


-n.i/;j;=  — 


csh  cr 


|\/^ 


C(«3) 


f/tfs  (/&>3  rf«3 

VCSh'or  csh  or       / 

^*       ,  snha  ^« 

—  tfîM j — i>^  =__.«, 

'-  csh  a  «oi,*_ 


snh 


CSh*cr 


Csh*cr 


csh 


"3; 


CT 
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et  ces  valeurs  obtenues,  Tintégrale  générale  de  la  première  des 
deux  équations  (10),  par  exemple,  étant  fournie  par  le  système 
simultané, 

r/o        (ta*        da»       dax 

si  Ion  représente  par 

Q\  =  const. ,  U',  -™  const. ,  Q,  =  consl  , 

le  système  intégral  correspondant,  Tintégrale  générale  de  celte 
première  équation  (10)  sera 

(U)  U  =  F,(t..û;,û;,Ui). 

Or,  d*après  la  méthode  indiquée  par  Jacobi,  Ton  peut  espérer, 
en  s'aidant  de  la  seconde  équation  (tO),  obtenir  successivement 
ces  trois  intégrales  différentes  Qi,Q^,  Ûs,  en  calculant  directement 
Tune  d*en(re  elles  seulement  (*),  par  fintégration  d^une  seule 
des  équations  du  système  (13).  Dans  cette  pensée,  considérant 
celle  qui  résulte  de  Tégalitc  des  deux  derniers  rapports,  et  qui 
est  évidemment  lo  plus  simple,  savoir 

c'est-à-dire,  eu  égard  aux  valeurs  précédentes  (11), 

dcôf  dui 


(15) 


-*"•".        _!?^a. 


csh  a 

on,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  chassant  les  dénominateurs, 

3 

^'snh  u,dcâf  =s  csh  v,da^, 


(•)  VORLESUNCEH  {tor.  cit.),  p.  26(). 
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\ 


laquelle  fournit  immédiatement  Pintégrale 


(l(i) 


12|  =  «^*  snh  cr .  «<  —  csll  a  W5 , 


nous  savons,  d'après  la  théorie  précitée  de  Jacobi,  que  C(U2) 
^'t  G*(û'i)  =  ©  [S(Û1)]  seront  encore  deux  solutions  de  celle 
même  équation  (10),  et,  par  conséquent,  si  elles  sont  effective- 
ment distinctes  de  la  première,  on  pourra  les  prendre  respecti- 
vement pour  U;  et  Q;,  et  s'en  servir  dès  lors  pour  former  l'inté- 
grale générale  (14). 

Calculant  donc  à  cet  effet,  comme  tout  à  l'heure,  les  deux 
quantités  en  question,  on  trouvera  semblablement,  pour  la  pre- 
mière tout  d'abord,  eu  égard  à  la  définition  (10)  du  symbole 
différentiel  G,  ainsi  qu'aux  valeurs  (12)  des  coefficients  C,  ei  à 
celle  (16)  de  Q\  : 


(i7) 


€{ii\)  = 


dQ\      ^  dQ\      ^,  dil\      ^  dQ\ 
drs  att|  aw)  a«3 


==^^(!sh  CT.a>i  —  snh  cr.«3  -♦-  Ci.>*  snh  c  —  Q.csh  cr 


-— l^csh  cr.«i  —  snh  ei.wj  —  f    "tfj.f'snh  o 


( 


r 


snh 


\ 


V 


csh'  o 


CJj 


csh  o     / 


W3  I .  csh  CT 


=  ^*  fsh  o . 00,     1 -— )  —  snhcr.ûJs 

\         csh  0/ 

5  Sllh*cr 

=  ^-  csh  a  tf{  — — snh  xs,  «3 

csh'  o 

snhcr .  5 
=  —- — (^'snh  a.oo,  —  csh  o.wj)  =  tgh  o.UJ. 
csh  o  /        " 


Cette  dernière  valeur  montrant  que  ladite  quantité  C  (Q)  ne 
constitue  pas  une  intégrale  distincte  de  ûj  [la  variable  tir  étant  une 
constante  relativement  à  cette  première  équation  (10),  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  au  système  simultané  (13)],  fait  voir  par  là 
même  que  l'on  ne  pourra  obtenir,  d'après  ce  seul  procédé,  les 
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deux  autres  intégrales  û;  et  Ûs,  en  partant  de  cette  première  û;, 
mais  elle  nous  apprend  en  même  temps  qu*il  sera  possible  de 
satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations  (10)  par  une  expression  de 
la  forme  Û  =3 /|  (sr,  Ûi)0»  laquelle  étant  comprise  dans  le 
type  (14)  satisfait  déjà  à  la  première  de  ces  deux  équations.  Car 
la  substitution  de  cette  dernière  valeur  dans  la  seconde  de  ces 
mêmes  équations  donnant  pour  résultat,  en  vertu  de  la  formule 
déjà  rappelée  (voir  la  note  de  la  page  106),  et  en  ayant  égard  à 
la  valeur  Q{m)  =»  l  qui  résulte  immédiatement  de  la  défini- 
tion (10)  du  symbole  différentiel  6,  ainsi  qu*à  la  valeur  précé- 
dente (1 7)  de  C  (Û'O, 

r/Û       _  rflî        rfU  r/Û 

C(û)==G(a)-*G(Û;)— --  ^  Ighaû;.— , 

dis  c/U,       do  aû| 

on  voit  que  Téquation  Q  (Û)  =  0,  étant  ainsi  calculée,  ne  sera 
autre  chose  que  la  nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles 
entre  Tinconnue  û  et  les  variables  indépendantes  v  et  ûj, 
savoir  (**) 

_.,gh.û;.--0, 

dont  une  intégrale,  fournie  par  Téquation 

da         dQ\  dQ[      snhcr  . 


1        tghoû;  Q\       csh 


a 


sera,  par  conséquent, 

IQ\ /  csh  tJ^aly  ou 


csh  a  ' 


et  dès  lors  cette  dernière  intégrale,  étant  exprimée  de  nouveau 


(*)  VoRLESURGEN  {ioc.  Cit.),  page  363,  i,  première  phrase. 

(**)  Cette  équation  représente,  pour  la  question  actuelle,  l'équation  inscrite  en  haut  de 
la  page  362  des  Vorlesungen. 

XV.  23 
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en  Gd^ ,  (ù2,  et  0)3,  en  y  remettant  la  valeur  (16)  de  Qi,  savoir 

(19)  r=— ; — (i*siih  o.w^  —  csh  B.W3'^=  ^*  li^lic  «,  —  o^, 

csli  o  ^ 

sera  donc  une  solution  commune  aux  deux  équations  (10). 

Pour  en  trouver  deux  autres,  nous  pourrions  appliquer  de 
nouveau  le  même  procédé,  en  partant  de  la  seconde  inté- 
grnie  Qî  de  la  première  équation  (10),  que  fournirait  assez  faci- 
lement encore,  en  s'aidant  de  la  première  Ql  (16),  Téquation  du 
système  (13)  qui  résulterait  de  Tégalité  des  deuxième  et  troisième 
rapports;  mais  le  calcul  sera  plus  simple  et  plus  aisé  en  aban- 
donnant cette  première  équation  (10),  et  reprenant  les  mêmes 
procédés  à  Tégard  de  la  seconde,  dont  Tintégrale  générale,  étani 
fournie  par  le  système  simultané 

dn       r/w,        r/cCf       da^ 
1  («I  Lij  C5 

consistera,  par  conséquent,  dans  une  équation  de  la  forme 

(21)  u  =  F,(y,û;',û;',ûi'), 

en  représentant  semblablement  par  les  trois  équations 

Q['  =  consl. ,  Q'i  =  consl. .  ÛJ'  =  const. , 

le  système  intégral  du  système  différentiel  précédent  (20).  Or,  la 
première  équation  de  ce  système,  savoir 

,_^  ,         -,  ,  ,  snho 

(22)  dui  =  Cidxs  ou  i/«i  = «j.ffa, 

csh  Gt 

eu  égard  à  la  valeur  (12)  de  C^ ,  pouvant  être  écrite 

csh  a.rfûîi  -f-  Uj.snh  o  f/cr  =  0  ou  d (m,  csh  a)  =  0, 

fournit  immédiatement  la  première  intégrale 

(25)  Û;'  =  «,csha, 


(24) 


—  555—  H3 

et  dès  lors  y  toujours  d*après  le  théorème  de  Jaeobi,  cJi9(û;') 
et  A>^{Q\')  seront  deux  nouvelles  solutions  de  la  même  équation 
G(û)=0. 

Calculant  donc  encore  ces  expressions»  k  Taide  de  la  défini- 
tion (10)  du  symbole  Jio,  de  cette  valeur  (23),  et  des  valeurs  (11) 
des  coeflicients  A,  on  trouvera  »  comme  tout  à  Theure,  pour  la 
première  tout  d^abord, 

oH»  (U,  )  ==  — h  A, h  Aj h  As  -- —  =  A|.csh  a 

Uf  dUi  doii  (I»3 

/    f«  snha    \     .  ^*  . 

=  I      ,  ,     û>8  H ■ — W3I  CSh  cr  =  -— —  .w^  -+-  snh  cr.»3. 

xesn'o  csh  o    /  csn  a 


Ceue  valeur  étant  bien  distincte  de  Tintégrale  précédente 
Q\'  (23),  nous  la  prendrons,  en  conséquence,  pour  Tintégrale  Û'/y 
auquel  cas  ayant  alors  à  la  fois 

(25)      Qt'  =-  oft)  W) ,        <*>'  lû'i')  =  Jt  [jId  (û;')J  =  A  (û;'), 

la  valeur  de  la  seconde  de  ces  quantités  se  calculera  par  suite 
exactement  de  la  même  façon,  ainsi  qu'il  suit  : 

.   _,,     (/û;'        dûï        f/û;'       f/û;' 

oAî)  ^û,  )  =  --—  H-  A, h  A,  — ^  A5  — — 

d'f  c/tf|  (/»,  acoz 

s  s 

(26)    (  c=A,.— - — HAs.snhcts — «p  «tfi.— — ui.suho 

csn  cr  csn  a      csn  a 

= -—  (i  -♦-  snh*  o)  =  —  «,  csh  a  =B  —  Q\\ 

csn  o 

Cette  dernière  valeur  fait  voir  de  nouveau  que  cette  seconde 
quantité  Jli>*(ÛV)  =  cllo(û;')  ne  constitue  pas  une  intégrale  dis- 
tincte de  rintégrale  Û/,  d'où  nous  étions  parti  tout  à  Theure,  et 
qu*elle  ne  suffira  pas,  par  conséquent,  conjointement  avec  Û7 
et  Q^',  pour  pouvoir  former  Fintégrale  générale  (21)  ;  mais  elle 
nous  montre  en  même  temps  que  Ton  pourra  satisfaire  simulta- 
nément aux  deux  équations  (10)  à  Taide  d'une  expression  de  la 
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forme  û  =  <^9((p,  Ûj',  û;'),  laquelle  étant  comprise  dans  le 
type  (21)  satisfait  déjà  à  la  seconde  de  ces  équations.  En  effets  la 
substitution  d'une  semblable  expression  dans  la  première  de  ces 
mêmes  équations  donnera  encore  pour  résultat,  toujours  en  vertu 
de  la  même  formule  connue,  et  eu  égard  à  rhypollièse  (25), 

r/Û  (IQ  dû 

X(Q)  =  Jio(f)—^A(Çï:)—^Jio(Q,')  — 

et  dès  lors,  si  Ton  tient  compte  de  la  valeur  Jlo  (f)  «  1  qui  résulte 
immédiatement  de  la  définition  (10)  du  symbole  JU,  et  aussi  de 
la  valeur  (26)  obtenue  tout  à  l'heure  pour  X  (û;'),  on  voit  que  la 
première  équation  (10),  savoir  oll>  (û)  »  0,  se  réduira  de  même 
à  la  nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles  entre  la  fonction 
inconnue  Q  et  les  variables  indépendantes  ^ ,  Q\\  et  û;', 

df       *  (iQ\-      '  c/û;'      ' 

dont  l'iiiiégraiion  dépend  du  sysième 

df       dQ\'         dû',' 


m 


i      q;'     —  Q\' 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  des  deux  équations  simultanées 

(iQV 

Or,  la  première  s'intégrant  immédiatement  comme  il  suit 


(28)  a*  =  QY*  +  û;'*  ou  û;'  =  it  l/a*  -  Ûi'», 


(*)  Voir  la  seconde  note  de  la  page  111. 
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la  seconde,  qui  devient  alors 

donnera  également  par  Tintégration 

(29)  6  =  ©=fcarcco8 —  ou  qiapccos  —  =y  — €, 

oiiy  en  prenant  les  cosinus  de^  deux  membres,  et  revenant  à  la 
valeur  (28)  de  Q'^\ 

(30)  Q'/  «.  a  cos  (f  —  6),  Qï  =3  dr  a  sin  (î>  —  6). 

Les  deux  expressions  (28)  et  (29)  de  a«  et  S,  étant  alors  expri- 
mées en  (ù^ytù^,  et  6)3,  en  y  remplaçant  Ûi'  et  û^'  par  leurs  valeurs 
(23)  et  (25)  -  (24),  et  qui  deviendront  par  là 


a' 


«Jcsh'a-*-  I — ; — .»« -I- snb  o.»3J  , 
\csh  a  / 


(31)    \  »,  csh 

6  ss  f  d=  arc  cos 


V   "î  csb'  a  -♦-  (  -— — .  0),  -H  snb  c  «^1 

\csb  o  / 

seront  donc  ainsi  les  deux  autres  solutions  demandées^  com- 
munes aux  deux  équations  (10). 

Ainsi  donc,  en  résumé,  les  trois  expressions  (19)  et  (31)  sont 
trois  solutions  communes  aux  deux  équations  (10),  qui  fourniront 
la  solution  la  plus  générale  commune  à  ces  deux  équations  sous 
la  forme 

(32)  û  =  /(«,6,r), 

la  fonction  ^  demeurant  arbitraire.  Mais  comme  ces  trois  solu- 
tions,diaprés  la  manière  dont  elles  ont  été  calculées,  sont  déduites 
originairement   de  l*expression  (8),  il  s'ensuit   donc   qu'étant 
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exprimées  de  nouveau  en  L,  M,  N,  au  lieu  de  ui,  go^,  6)39  par  le 
moyen  des  équations  (7),  elles  satisferont  encore  chacune  à  la 
seconde  équation  (5),  savoir  B(ci>)  =  0,  et,  par  conséquent,  après 
celte  dernière  opération  qui  les  transformera  dans  les  trois 
suivantes 


«*=  Ly .  csh»  a  -+-  f*  (4—  .  M  -+-  snh a.  N V 

vcsn  cj  / 

L  csli  CT 
(33)    (     6  =  9»  it:  arc  cos 


VL*  csii'  cr  -f-  (  -- — .M  -♦-  suh  a  N 1 
\csh  u  I 


I     >'=^(^tgha.M  — N), 

Texpression  o  =  û,  Q  étant  la  valeur  fournie  par  la  formule  (32) 
où  a,  ë,  y  sont  maintenant  les  valeurs  données  par  les  trois 
égalités  que  nous  venons  d'écrire,  représentera  déflnitivement  la 
solution  la  plus  générale  commune  aux  trois  équations  pro- 
posées (5). 

En  même  temps  le  calcul  qui  précède  nous  fait  voir  (et  c'est, 
fi  proprement  parler,  cette  seconde  forme  seule  du  résultat  qui 
nous  intéresse  dans  la  question  actuelle)  que  si,  dans  les  trois 
mêmes  équations  (33),  Ton  considère  a,  S,  y  comme  des  con- 
stantes, chacune  d'elles-  sera  encore  une  solution  du  système 
d'équations  difTérenlielles  totales  (3),  et,  par  conséquent,  l'en- 
semble de  ces  trois  équations  constituera,  dans  cette  hypothèse, 
l'intégrale  générale  dudit  système  (3)  ou  (2).  Car,  d'après  les 
propriétés  connues  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  chacune  d'elles  satisfera  alors,  non  seulement  au 
système  simultané  (6),  dans  lequel  t?  et  <p  sont  des  constantes, 
mais  encore  aux  deux  autres  systèmes  analogues 


df       rfL       r/M       r/N 

rfo       rfL       rfM       rfN 

1         L,        >l,        N, 

1         L,        Mj        N, 

dans  lesquels  ^eiw  sont  de  même  des  constantes  pour  lepremier, 
et  9  et  «l'  pour  le  second.  Or  l'ensemble  de  ces  trois  systèmes  équi- 
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vaut  évidemment,  dans  ees  conditions,  aux  neuf  équations  (86) 
de  notre  Chapitre  V,  lesquelles,  suivant  que  nous  I*avons  fait 
observer  alors,  n^expriment  qu'une  seule  et  même  chose  avec  le 
système  d'équations  différentielles  totales  (87)  ou  (3)  de  la  pré- 
sente Note. 

D'ailleurs,  pour  obtenir  alors  ce  même  système  intégral  résolu, 
comme  c'est  évidemment  le  but  final,  par  rapport  aux  inconnues 
L,  M,  N,  et  non  plus,  comme  dans  les  formules  en  question,  par 
rapport  aux  constantes  a,  6,  y,  if  suffira  d'observer  qu'en  remet- 
tant dans  les  expressions  (23)  de  Q/,  et  (25)  -(24)  de  U;',  à  la 
pliH'e  de  6>|,  u^,  us,  leurs  valeurs  de  définition  (7),  celles-ci 
deviendront 

Û7  =  l^ .  csh  o,  û;'  =  —^ —  M  -♦-  snh  cT  N^, 

es  h  o 

et  qu'en  reportant  dès  lors  ces  deux  dernières  expressions  dans 
les  deux  équations  (30),  et  leur  adjoignant  enfin  la  troisième 
équation  (33),  on  aura  le  système  linéaire  en  L,  M,  N  : 

^  csh  o  .  t.  =3  a  COS  (f  —  g) , 

(34)  \       ^  [-T— .M  H-  snho7.IVJ  =  dzahiii(y  —6), 

^  (^  fgh  a. M  —  N)  =  r . 

Or,  les  deux  dernières  pouvant  être  écrites,  en  les  divisant  par  ^, 
et  y  prenant  pour  inconnues  les  deux  quantités  3^|^et  N, 

V  — h  snh  o.N  =  dr -sin(t) — 6) 

)  csh  a  ^ 

i 
t 

snli  cr. — - —  — IV  =  -  , 

csh  o  ^ 

donnent  dès  lors,  en  éliminant  successivement  chaque  inconnue, 
(1  -♦-  snh*G7) — ' —  ==  db-siii  {f  —  6)  n snho, 

csh  cr  tj^  ^|, 

(1  -♦-  snh*CT)  N        =  d=  -  sin  (y  —  6) .  snh  a , 
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d*où  Ton  tirera  définitivement,  en  résolvant  chacune  de  ces  deux 
dernières  équations,  ainsi  que  la  première  (34),  par  rapport  à 
L,  M,  N,  les  valeurs  demandées  : 

a  cos  (ç)  —  6)  ±  a  sin  (?  -  ^)  -*-  r  snh  a 

L  = »  M  s — , 

I  csh  ts  dr  csh  o 

(35)  \ 

±asin(y  —  6)snDCT— r 

<fCSll*or 

Des  deux  conditions  énoncées  dans  la  théorie  générale  de 
notre  Chapitre  V  comme  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il 
existe  une  solution  (pp.  343-344),  la  première,  à  savoir  que  le 
système  d'équations  différeniielles  totales  (87)  ou  (3)  de  cette 
Note  soit  complètement  intégrable,  est  donc  déjà  remplie,  et  les 
valeurs  précédentes  de  L,  M,  N  représentent  dès  lors  les  expres- 
sions (89)  de  cette  théorie  générale. 

Cela  posé,  suivant  ce  que  nous  avons  dit  alors,  nous  sommes 
assurés  par  là  dès  maintenant  que  la  différentielle  totale 

(36)  (lu  =  Ldf  -¥-  M(/.f  H-  Nrfcj 

sera  également  intégrable  avec  lesdites  valeurs  de  L,  M,  N.  Et, 
en  effet,  si  Ion  rejette  le  signe  -4-  dans  les  doubles  signes  qui 
figurent  aux  expressions  (35)  de  M  et  N,  en  ne  gardant  donc  que 
le  signe  — ,  Ton  constate  aisément  que  ces  mêmes  valeurs  (35) 
peuvent  être  écrites 


a  C0s(f  — 


t^  csh 


6)        ^ri/asin(^ — €)  snhaNl 

(if  I  «px      csh  Gj  csh  a/  J 


^     I  \   /asin(f>  — 6)  snho\        d    Tl  /    sin(f>  — 6)        •snhor\l 

]  ^*  \     csh  or  cshcj/       d(^  I  ^\        csho  csho/  J 

i[  — snha         csh'o— -snh'a\        d     1/   sinff  — 6)  snho\ 

N==-   asin(f»  — 6) y =T"    "l* Z '^  ""T") 

^V  csh*o  csh'o        y       rtcrl^/X       csho  csho/ 

et,  par  conséquent,  l'expression  de  u  sera  fournie  définitivement 


r 
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par  la  quadrature  de  celte  diiïérentielle  totale  (36)  sous  la  forme  : 

I  /    sin(f  —  €)  snha\ 

(38)  î/  =  t/o  H-  -   a Y  -T—   • 

^  \        csho  csho/ 


Enfin,  si  conformément  au  système  de  notation  adopté  dans 
l'exposé  de  cette  théorie,  nous  supposons  les  mêmes  expressions 
(37)  et  (38)  récrites  trois  fois,  avec  une  accentuation  différente  à 
chaque  fois,  la  seconde  des  deux  conditions  précitées,  à  savoir 
celle  exprimée  par  les  six  équations  (107),  se  traduira,  dans  le 
cas  actuel,  par  six  équations,  dont  nous  n*écrirons  qu'une  seule 
pour  chaque  groupe,  soit  de  gauche,  soit  de  droite,  puisqu'elles 
se  déduiront  les  unes  des  autres  dans  chaque  groupe,  en  permu- 
tant simplement  Taccentuaiion,  et  qui  seront  dés  lors  représentées 
par  les  deux  suivantes,  correspondant,  eu  égard  aux  valeurs  (I) 
de  P,Q,Rdans  la  question,  à  celles  de  la  première  ligne  desdites 
équations  (107),  savoir 

I      1  <<^'cos*(y  —  t')  \      [-«'sin(p- 6) -f-r'snho]' 

<f'       <f*csh*o  csh*o  «i*csh*o 

I   [— «•sin(^-  6')snha  — r?  1 


<^*  ^*  c8h*o  /csh*o 

\    «"cos(y— 6").g"^C0S(y— 6"') 

^'  ^*csh'cT 

_J [-  «"sin  (y  —  6")  -♦-  r"snha].[--«"^sin  (y  —  6'")H-r"snhg] 

csh'nj  ^*csh*o 

I  [  — a"sin(î>  — €")snhcr  — r"].[  — a'"sin(?— 6'")snho  — r'"] 


^*  •^*csh*o 

équations  que  nous  transformerons  toutes  deux  parallèlemeni^  à 
Taide  des  mêmes  opérations,  ainsi  qu'il  suit. 

D  abord,  les  multipliant  par  ^^  csh^isr  pour  chasser  les  dénomi- 
nateurs, et  développant  en  même  temps  les  carrés  ou  produits, 


=  0, 
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nous  trouverons 

cshVa«cos'(?— 6')  v[a''sîn'(y-6')  — 2a'sin(f-6')  r'snlisi -^r'^snh'a] 

-H  [a"sin*(?  — 6')snli*a -e  2a'sin(î»  -  6')snha.r' H-r"]=csh*a 
csh'cT.a"cos(î.— 6").a'"cos{î.— 6'") 
-i-[a"sin(ç,— 6").a"'sin{î»— r')— a"sin(^— €")-r  "snhcr 

— «'"sin(y-6'").r''8nha-*-r"snh«'.r'"snha] 
-*-[a"sin(y— 6")snhcT.«"'siii(9»-6'")snhcr4-a"sin(î>— 6")siiho.v'" 

ou,  en  réduisant, 

csh»a.a'«cos'(î>  —  6')  -^  a'*6in»(î.  —  6').(l  -♦-  snh*CT)  -^  r'*(snh*ci  -h  1)  =  csh' a, 
csb*cT.a"cos  {f  -6").a'"cos(^  — €"•)  -♦-  a"sin(y  — 6").a'"sin(ç.  — 6'").(1  -i-snh*a 

^  rV"(snh*a-t-  i)  =  0, 

ou  encore,  en  supprimant  le  facteur  csh*  zsj  =  1  -h  siih*  m,  et 
rapprochant  les  termes  semblable^^ 

a"  [cos*(?—  6')  ^  sin*  (î»  —  6')]  4-  r'*  =  K 
a'V"[cos(y-.6")eos(?— 6"')^sinr,»— Osin(i^  -  ^"')1   *   r'V"'=0, 

c*est-à-dire  simplement  les  deux  premières  des  six  relations 

a"    ^  r'*  =  1  ,  'x"a"  vos  {€"  —  6"  )  -^  r'V"'  =  0  , 

(39)   l     «'"  -^  ^^''^  =  ^  '  «"  «'  ^0^  (^""—  ^'  )  -^  >'"V'  =-  0. 

a'"*-*-  r'"*=  1  ,  aV    C0S(6'    —  €")-♦.  rV"    =0, 

qui  sont  donc  ce  que  deviennent,  après  tranformation,  les  six 
équations  (107)  de  notre  Chapitre  V;  et,  par  conséquent,  la 
seconde  des  conditions  ci-dessus  rappelées,  consistant  en  ce 
que  ces  six  équations  doivent  se  réduire  à  de  simples  relations 
entre  les  constantes,  se  trouve  donc,  dans  la  question  actuelle, 
également  remplie. 
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D'ailleurs,  pour  interpréter  ces  six  relations,  il  suffira  de 
prendre  de  nouvelles  constantes,  A,  B,  C  à  la  place  de  a,  6,  y,  en 
faisant  pour  chaque  coordonnée  u, 

A=  —  a  sin  6,  B  =  acos6,  C  =  —  r» 

et  alors^  d'une   part,  les  six  relations  auxquelles  nous  venons 
d'être  conduit  se  transformant  dans  les  suivantes 

A*   4-  B*  +  C"  -=  I,  A"A'"-t-  B"B'"-i-  C"C'"=0, 

A"«  ^  B  »  ^  C  »  =  1  ,  A"A'  -f.  B'"B'  -4-  C'"C'  =-0, 

A'"«H-  B'"'-+-  C""=  l ,  A'A"  H-  B'B"  H-  r/C"  =0, 

» 
permettront  d'interpréter,  de  même  que  pour  le  Cas  général,  les 
neuf  constantes  d'intégration  A,B,G  comme  les  cosinus  propres  ft 
définir  un  nouveau  système  d'axes  rectilignes  X,  Y,  Z  ;  et  d'autre 
part  l'expression  ci-dessus  obtenue  pour  u  (38)  devenant  en 
même  temps,  avec  ces  nouvelles  constantes, 

cos  9^             sin  ^             snh  a 
w  =  tio  -H  A H  B  — - —  -H  C —  » 

^  Csll  or  ^  CSh  cr  >^  Csll  xs 

permettra  semblablement  de  représenter  la  solution  définitive  du 
problème  par  le  système  des  six  équations  suivantes 


x  =  Xo+  A'X  ^  B'Y  H-  CZ, 


y  =  y,  ^  A"X  -♦-  B'Y  -H  C"Z, 


z  =  zo  -♦-  A'"X4-  B"'Y-*-  C*"Z, 


x  = 

1  cos  'f 

: > 

«f  cshz? 

Y  = 

i  sin  f 
^  cshzs 

«V 

1  snh  cr 

7s  — 

tf  csh  a 


ce  qui  établit  dès  lors  de  nouveau,  en  tenant  compte  de  la  signi- 
fication extensive  dont  nous  sommes  convenus  pour  les  symboles 
<D,  f^f  m  au  commencement  de  cette  Note,  la  coïncidence  exacte 
de  cette  solution,  quant  au  fond  (c'est-à-dire  sauf  le  choix  des 
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axes  coordonnés  qui  demeure  arbitraire)  avec  celle  (127)  déjà 
obtenue  par  un  procédé  plus  simple  et  plus  rapide  au  cours  de 
notre  Chapitre  III. 

II 

(II*  Méthode  :  Forme  définitive^  ou  pratique,)  —  Nous  propo- 
sant comme  programme,  cette  fois,  Tapplication  de  la  régie  par 
laquelle  nous  avons  formulé  cette  méthode  dans  la  Note  précé- 
dente (page  74),  le  point  de  départ  de  nos  calculs  sera  encore 
les  mêmes  expressions  (1)  de  P»  Q,  R,  que  tout  à  Theure,  savoir 

1  1  I 

et  reportant  alors  ces  valeurs  dans  les  deux  équations   - 

..   .V  U  V  ^  U  V  U   V 

(42)  p-.-H.Q_-.^K__=.0, 

f    <[>  ^  ^  (7  or 

qui  représentent  de  nouveau»  comme  au  début  du  Chapitre  V, 
sous  forme  synthétique,  les  six  équations  (20)  du  Chapitre  III, 
ce  système  sera  par  conséquent, dans  le  Cas  actuel,  figuré  par  les 
deux  équations 


1   fdu\ 


'      W^1M'=       ' 


ii>*\dfl  csh*or\d^/  ^'  Wo/         <f*csh'a 

i  du  dv  1      du  dv  I   du  dv 

^*  df  d'f       rsh*a  d^  d^j»  «f*  da  dts 

ou,  en  multipliant  par  ^^  csh^  tzr, 

, .    rdudv       du  dv']  _  du  dv 
44)               csh'o     —--  -^  — -      -♦-+«-.--=0. 

I  df  df       do  du  \  d^  d^ 
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Cela  posé,  les  quatre  opérations  successives,  spéciGées  dans  la 
régie  mentionnée  tout  à  l*heure,  conduiront  alors  aux  calculs 
suivants. 

i"  Introduisant  encore,  par  addition  et  soustraction,  deux 
constantes  indéterminées  U  et  V  dans  Téquation  aux  dérivées 
partielles  (43),  en  récrivant  de  la  façon  suivante 

-fê)'-"']-h*"i''-Ê)i--]4v.,.(^)'-i]=o, 

si  nous  nous  proposons  alors  d'y  satisfaire,  selon  le  procédé  de 
Jacobi,  à  Taide  d*nne  somme  de  trois  termes,  telle  que 

(46)  H    =•    V^     -^     V.^    ■+-    f/çy, 

dont  chaque  terme  ne  dépende  que  de  la  seule  variable  marquée 
en  indice,  et  qui  donnera  par  conséquent 

du       du^  du       du^  du       dujs 


df  d'f  (/'l  d^  drz  *lf3 


»    • 


il  est  clair  que  la  susdite  équation  (45)  sera  vérifiée  en  faisant  à 
la  fois 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

f  /  \  r/f  /        ^*  V^«  /  \dul        esh*a  ' 

conditions  qui  détermineront  séparément  les  trois  fonctions  en 
question  sous  la  forme 


M?  =»   /  Urf}»  H-  lonsl. ,  u.^  ^  I  '  V  Tï ■"  ^ ''^ 


const.. 


Mo  ==  #    %/ uVo  H_  const.. 


•I 
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(47) 


el  donneront,  par  conséquent,  pour  l'expression  (46)  de  Uj 

laquelle  renfermant  (rois  constantes  indéterminées  U^  V,  W,  sera 
une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (43), 
et  Texpression  des  dérivées  de  t4,  dont  la  forme  sera  commune 
(la  signification  des-  symboles  U  et  V  étant  seule  différente)  à 
cette  intégrale  complète,  et  à  Tintégrale  générale,  ou  semi-singu- 
lière, sera  en  conséquence 


dit 
(48)       L  =  ;^  =  U, 


M 


du       U  /l  ,,       du       X  /V 

d^       ^   ▼    ^«  du        ^    cslrcj 


2°  Ce  résultat  acquis,  comme  ces  dernières  valeurs  donneront 
elles-mêmes  par  la  différentintion,  en  particulier,  les  six  valeurs 


1                                                            , 

1                              i 

f/M             i      1    r/V 

i     (Pu 

du  ^        f '  2M  rfo  ' 

\      tlpda 

rfN         1/1       r/V 
d^  ~"  2]\  Icsli'o  r/.^ 

r/C\ 

,Pu         \ 

r/N         1/1      r/V 
df  ^  12N  Vcsli*a  df  *" 

c/U\ 

1 

r/L       r/U 
r/o        r/o 

r/L        r/U 

fPa        ^ 

1  r/-^         r/'f 

•                                m        »       i 

dfd^i> 

1   r/M             1     1     r/V 
^    r/î»              <^*  2  M  r/v 

si  Ton  remet  successivement  ces  deux  séries  de  valeurs,  en  même 
temps  que  celles  qui  résultent  pour  les  (rois  quantités  H,  K,  J, 
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d(;  nos  hypoihèses  (40),  savoir 

H  =  QR  =  -rTr'  K«RP  =  i,  j=,PQ  =  -J^. 

ri'slrcr  ^*  «f'csh^o 

dans  les  trois  équations  de  Lamé  (97)  de  notre  Chapitre  V,  on 
obtiendra  ainsi  les  six  équations 

i  ^dW  ^    \    1    \      dY  d{]\  i 

1/1      d\  dm       r/U  snha, 

— 2U—    =  —  = L> 

2N  Vcsii'a  df  dfl       du  csh  o 

dV>  \     \    d\  ^      \ 

\  d^  ^*  2M  rf?  ^     ' 

qui  détermineront,  d'autre  part,  les  valeurs  des  six  dérivées  des 
quantités  U  et  V. 

Pour  obtenir  lesdites  expressions,  prenant  d*abord  celles  de 
ces  équations  qui  ne  contiennent  qu'une  seule  inconnue,  nous 
aurons  en  premier  lieu  les  quatre  valeurs 

d\]  \  d\  d\  du  snhrr 

(49)       —  =  --L,        —  =2^ML,        —  =.2^MN,        _  =  -__L, 
d^  ^  r/v  da  acr  csh  0 

dont  nous  reporterons  les  deux  premières  dans  les  équations 
restantes  des  deux  premières  lignes,  ce  qui  les  transformera  en 
les  suivantes 

i   I    i      d\        ,,    1  ,  \  1   ,  W     i  rfU\  snh  o , 

—    -—  — +2U. -L    =--N,         _    __.2^LM-2U—    = —  L, 

2N  Vcsli'ci  c/^  ^     I  ^  2N\c8h'a  dffi  csh  c 

lesquelles  donneront  à  leur  tour 

2UL  =  — 2iV,  d»où  —  = — (N'-^ULJ» 


csh'o  d^        .  d^  ^ 

et 


^      ML-UÎ^^-'"*^'' 


csh^c  df  csho  df 


LN,      d'où  =-Ur.M-h-— N 

d9        U  Ncsh'cr  csho     / 
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(50) 


De  telle  sorte  qu^en  remplaçant  alors,  dans  ces  deux  valeurs 
de  droite,  ainsi  que  dans  les  quatre  précédentes  (49),  L,  M,  N 
par  leurs  expressions  en  U  et  V  (48),  et  les  récrivant  de  nouveau 
dans  un  ordre  rationnel,  les  expressions  des  six  dérivées  de  D 
e(  V  seront  fournies  définitivement  par  le  tableau  suivant 

Uf        CSh'or    ^      l'  CSh  cr    ▼      Csh'a  (ly  ▼      ^* 


,    d{]  I  r/V  2 

d^  ^  n^  'if 


.(52)    -= —  U,  T-  =  2V   1-^V   -Tï-- 


(*)  La  règle  que  nuus  appliquons  ayant  i^té  complètement  justifiée  à  propos  du  Cas 
général,  nous  ne  croyons  pas  utile  de  reprendre  ici  les  raisonnements  et  les  calculs  déjà 
développés,  en  vue  d'établir  soit  l'impossibilité  d'une  solution  fournie  par  une  intégrale 
semi- singulière  de  l'équation  (43).  soit  l'existence  effective,  sous  la  forme  (47),  d'une 
solution  provenant  de  l'intégrale  générale.  Ces  raisonnements,  en  effet,  seraient  encore 
exactement  les  mêmes  pour  le  Cas  actuel,  et  les  calculs  complètement  analogues,  sauf 
qu'ils  seraient  basés  cette  fois  sur  les  équations  (oO),  (51),  et  (52),  au  lieu  des  équations 
correspondantes  (â3)  de  la  Note  précédente. 

A  la  vérité,  dans  la  question  présente,  ces  calculs  n'offriraient  plus  la  remarquable 
symétrie  des  précédeuts,  qui,  eu  égard  à  la  complication  des  expressions  alors  envisagées* 
nous  a  seule  permis  de  les  conduire  à  bonne  fin.  Mais  ce  défaut  de  symétrie  sera  d'autre 
part  largement  compensé,  quant  à  leur  facilité,  par  la  simplicité  très  grande  de  la  plupart 
des  expressions  et  des  équations  que  nous  aurons  actuellement  à  considérer. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  le  premier  des  deux  points  précités  (l'impossibilité  d'une 
solution  semi-singulière  dans  la  question),  l'hypothèse  relative  à  ce  cas  V  «  F  -C)  équi- 
valant encore  aux  conditions 

P(U,VI      „  P(L'.V)      -  O(tJ.V)      „ 

^^  D{à,a)  D(a,j.)  D(p,^)        ' 

et  les  expressions  du  premier  et  du  troisième  de  ces  déterminants  fonctionnels,  calculées 
de  même  à  l'aide  des  équations  précitées,  étant  maintenant  celles-ci 


D  (U,  V)  __       2U  D  (U,  V) 

•— •  "^^  ^"^^  •  aIê  f 


2.     /     V 

^     V      CS.ll*  CI 


D  (J/,  a)  ^  D  {?,  W 

dans  lesquelles  le  facteur  Q  désigne  à  présent  l'expression  beaucoup  plus  simple 


-    /ï  -    /     V  ^  snh  CT 
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d*où  i*on  conclura  immédiatement  pour  déterminer  nos  deux 
inconnues  U  et  V,  le  système  des  deux  équations  différentielles 
totales,  qui  tiendront  lieu  dans  la  question  actuelle  du  système 


il  est  clair  que   les  conditions  en  question  (a)  équivaudront  de  nouveau  à  la  seule 
équation  û  —  0. 

En  reprenant  donc  identiquement  le  mode  de  raisonnement  déjà  employé,  comme 
Téquation  û  «s  0  pourra  très  facilement  cette  fois  être  rendue  rationnelle  eu  U  et  V,  il  ne 
sera  plus  nécessaire  actuellement,  pour  être  certain  du  fait,  d'éliminer  les  douze  quan- 
tités, L,  M,  N  et  leurs  dérivées,  entre  quatorze  équations,  ainsi  que  nous  avons  été 
contraints  de  le  faire,  lors  du  Cas  général,  pour  n'avoir  à  considérer  dans  le  calcul  que 
des  équations  rationnelles,  à  cause  de  la  très  grande  multiplicité  des  radicaux  entrant 
alors  dans  l'équation  û  =  0.  Car  l'équation  analogue  actuelle  pouvant  être  écrite,  en  ayant 
égard  à  la  seconde  équation  (5â),  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 


\/i-v\/-^^ U«  =  ~  V 

V    ^«  V    CSh"CT 


snb  a               dV                snh  a 
(y)  \/_  — v\/  — U«=~V ou      —  =  — 2V , 


ou,  en  chassant  les  radicaux  et  multipliant  par  csh^o, 

(8j  [v \  (V  —  U«  csb»  o)  H-  V«  snh»  p  =  0, 

si  on  la  différentie  successivement  en  f,  ^,  cr«  et  qu'on  remette  k  la  place  des  dérivées  de 
U  et  V  leurs  expressions  (50),  (M;,  et  (5S),  on  aura  ainsi  quatre  équations  entre  U,  V 
et  f ,  ^,  o,ei  en  éliminant  dès  lors  U  et  V  entre  ces  quatre  équations,  on  obtiendi^  fina- 
lement, entre  les  seules  variables  indépendantes,  deux  relations  qui  ne  seront  pas  tontes 
deux  des  identités  (l'une  d'elle  l'est,  à  la  vérité},  ainsi  qu'il  est  bien  facile  de  s'en  assurer. 
En  effet,  différentiant  en  d  cette  dernière  équation  {6),  en  s'aidant  de  l'équation  de 
gauche  (52)  et  de  l'équation  de  droite  précédente  (>"),  on  trouvera  sans  peine  pour 
résultat,  toutes  réductions  faites, 


snh  a      r  11 

-^v|_(V-U.)csh.a--J=0, 


•9 

csb 


équation  à  laquelle  il  ne  sera  pas  possible  de  satisfaire  en  faisant  V  «=  0,  car  cette  hypo- 
thèse, reportée  dans  l'équation  (o)  entraînerait  également  U  «^  0,  et  par  suite  aussi,  pour 
les  expressions  (48),  à  la  fois  L  =  0,  M  =  r^,  N  »  0,  ou  u  »/(^},  et  qui  dès  lors  équivaut 
simplement  à  celle-ci  : 

(e)  (V  —  U")csh«BT=--. 

Or,  l'équation  (^)  pouvant  elle-même  être  écrite 

r  1  1       U»  csh«  o 

v[(V-tI-)csh«c:~~j.*--^;;— =  0. 

XV.  ^4 


(53) 
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(24)  ou  (63)  de  la  Note  précédente  relatif  au  Cas  général, 

n 

I     I      .   /l  snhom   /    V  \    ,        1       ,        snha,,    , 

Vcslra  V    ^«  csliCT    v^    csircj  /  ^  csha 

rfV  =  2U  \/i  -  V.rf^,  -  -  \.ih  -+-  2  V/-,  -  V  V-^; lI^f/o; 


il  est  clair  que  l'ensemble  des  deux  équations  («J)  et  (e)  équivaudra  dès  lors  simplement  k 
celles-ci 

^'  csn'  o 

Yaleurs  qui,  étant  remises  dans  la  première  (SO;,  donnent  pour  résultat  0==  T—j-g,  et  non 
pas  l'indcmité  0  a=0,  attendu  que  tous  les  radicaux  qui  entrent  dans  les  six  équations  ^50\ 
(al),  et  (52),  et  qui  sont  par  hypothèse  les  mêmes  que  ceux  k{\x\  figurent  dans  les  expres- 
sions (48)  de  L,  M,  N,  devront  encore  ôtre  pris  nécessairement  tous  avec  la  même 
détermination  de  signe  pour  que  l'expression  ci-après  [i^l)  de  la  différentielle  du  soit 
intéginhle. 

D'ailleurs,  la  valeur  U  ==0,  considérée  isolément, est  a  priori  inadmissible,  eu  égard  à 
la  valeur  (48)  de  la  dérivée  L,  car  elle  exclurait  la  présence  de  la  coordonnée  ^  dans  les 
expressions  des  trois  coordonnées  rectilignes  à  la  fois,  ce  qui  équivaudrait  alors  à 
supposer  une  relation  entre  ces  trois  seules  coordonnées. 

(*}  Si  Ion  désigne,  pour  un  instant,  respectivement  par  U|.  Vj,  D^,  V,,  Uj,  V,  les 
seconds  inomhre.s  drs  équations  (îjO),  (51),  et  î.*>2).  auquel  cas  le  môme  système  d'équations 
différentielles  totales  s'écrira 

(IV:  =  r,r/ç,  ^  \j^fi^  ^  Uj^T ,  d\  =  V.r/ç»  -+-  \\d^  -4-  Vgdo, 

et  que  l'on  représente  de  môme  par  ûi^w),  fl^(<"S  i^s'wl,  les  premiers  membres  des  trois 
éijuaiions  aux  dérivées  partielles,  qui  suivent  ces  équations  (o^l;,  l'on  sait  que  les  condi- 
tions d'intégrabilité  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  système  seront  exprimées  par  les  six  égalités- 

Q.  (l.)  =  i\  '  V,) .  Û,  (L\)  =  Q.  (U,),  Q»  (l ,)  =  Q,  (U.), 

îî,^v,)  =  Q,(v.),  Q,(V,)  =  Q.(\v,  û.(v^  =û,(v,». 

dont  il  sera  rationnel  et  relativement  aisé ,  eu  égard  à  la  simplicité  des  expressions 
actuelles,  de  constater  la  vérification  identique,  avant  d'entreprendre  1  intégration  dudit 
système,  tandis  que,  dans  le  Cas  général,  en  raison  de  la  complication  des  expressions 
des  dérivées  analogues,  soit  de  A,  M,  N,  soit  de  U  et  V,  les  opérations  différentielles 
co.  respondanies ,  soit  au  système  (1-17)  de  notre  Chapitre  V,  soit  au  système  (24)  de 
la  Note  111  précOdente,  eussent  été  aussi  laborieuses  que  leur  intégration  elle-même: 
c'est  pourquoi  nous  n'avo;;s  pas  jugé  à  propos  d'en  faire  mention  dans  ces  deux  circon- 
stances, au  moment  où  leur  considération  ponvait  paraître  s'imposer  naturellement,  à 
titie  d  opération  préalable,  et  en  quelque  sorte,  de  question  préjudicielle. 
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lequel  problème  sera  de  nouveau  complètement  équivalent  à  la 
recherche  de  la  solution  la  plus  générale  communes  aux  trois 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 


ti^       M     %  /l  snho^  /"V  \    </«  .  /i  da 


^/O  i  f/û3  2  f/i» 

-j u . V.  —  =  0, 


da        snhcr        f/w  .    /i  %    /     V  (/i) 

u i.  2\/ V\/    —  U     

djs        csha       rfU  V    .^«  V    csh'cT  \/V 


0, 


et  pourra  par  conséquent  être  résolu  soit  par  la  méthode  des 
VoHesungen,  que  nous  avons  employée  pour  le  précédent  calcul, 
relatif  h  notre  première  méthode,  soit  par  le  procédé,  en  appa- 
rence plus  favorable,  de  Mayer,  qui  n'exigera  alors  que  deux 
intégraiions  seulement  au  lieu  de  huit  {*)  que  nous  avons  dû 
eiïectuer  dans  le  calcul  précité,  en  faisant  usage,  pour  le  problème 
anologue,  de  la  méthode  de  Jacobi. 

Mais  cette  simplification  apparente  ne  correspond  pas  en  réa- 
lité à  une  facilité  plus  grande  pour  résoudre  complètement  la 
question,  parce  que,  quelles  que  soient  les  variables  auxiliaires 
que  Ton  adopte  conformément  aux  indications  de  Mayer,  le  sys- 
tème transformé  des  deux  équations  ordinaires  auquel  on  sera 
conduit  sera  toujours  très  compliqué,  et  que  par  suite  son  inté- 
gration complète, &  laquelle  est  ainsi  ramené  le  problème, offrira 
dès  lors  de  sérieuses  dillicultés  (**).  Au  lieu  de  cette  méthode 


(')  A  savoir,  celles  des  équations  (fi),  (45),  (18),  (22),  et  -27). 
(**)  En  adoptant  la  substitution 

(a)  ç>  =a-t-(c'  — r)p',  4^  =  6 -♦- (»' —  c)  ^',  0  =  0', 

qui  semble  être  celle  qui  conduira  au  système  à  intégrer  le  moins  compliqué  (voir 
Mansion,  Théorie  des  Equations  aux  Dérivées  Pariielies  du  premier  ordre,  Livre  II, 
Chap.  VI,  98,  page  215,  au  bax),  et  qui  donne 

df  =  (o'  —  c)  f/?  '  -+-  f'da\  d^  =  (o'  —  c)  rf^'  4-  ^dts\  th  —  drs' 
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savai)((%  il  y  aiirn  donc  grand  avantage  à  faire  usage,  dans  cette 
question  encore,  du  procédé  terre  à  terre,  mais  beaucoup  plus 
simple  et  plus  pratique,  qui  nous  a  déjà  réussi  pour  le  Cas  général 


le  système  proposé  {Hii ,  que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par  les  deux  équations 

en  dé.NÏgnanl  par  C|,  U^, ...  Vj,  ...  Y,  ce  que  deviennent  respectivement  l-j,  U^, ...  V,. 
c'est-à-dire  les  seconds  membres  des  six  égalités  (f)0),  (;>!),  et  {h%  par  le  fait  des  substi- 
tutions {a\  ce  système  proposé,  disons-nous,  se  trouvera  transformé  par  là  dans  celui-ci 

f/U  =  Û,  {a'  —  c),dr'  -♦-  fl,(cT'  —  c).dy  -4-  [V,^'  -+-  tT,^'  -+- Û,^ . dia'. 
d\  =  \,  (a'—  c).df  H-  V,  (o'—  c).(/6'  -♦.  (V,f'  -♦.  \\y  -♦.  V,).f/cr'. 

et  la  question  sera  désormais  réduite  à  l'intégration  du  seul  système 

dU       -  -  -  dV        -  -.  - 

ou,  sous  forme  explicite,  et  en  effaçant  les  accents  de  celui-ci 


da       •  Lcsh«o  V    [6-4-(o— c)^]*  csh  o  V    csh' a  J       lb-^{fs  —  c)^       cshaf 

do         '^  V    [^>-+-(o-f)^]«  6-H(a— c)^  V    [/>H-(o— ci^J«  V   C8b«o 

Or,  la  présence  dans  ce  système  de  deux  radicaux  différents,  contenant  simultanément 
les  deux  inconnues  U  etV,en  rend  l'intégration  beaucoup  plus  difficile  que  toutes  celles 
que  nous  avons  eu  successivement  à  effectuer,  avec  la  méthode  de  Jacobi,  lors  de  notre 
précédent  calcul. 

L'insuccès  de  cette  tentative  avec  la  méthode  de  Mayer,sc  produisant  après  l'heureuse 
réussite  du  calcul  à  l'aide  de  la  méthode  de  Jncobi,  nous  semble  légitimer  comme  conclu- 
sion, à  l'égard  des  avantages  respectifs,  et  de  la  valeur  pratique  de  ces  deux  méthodes, 
exactement  la  même  appréciation  qui  a  été  souvent  formulée  au  sujet  de  l'utilité  et  des 
mérites  comparatifs  de  la  méthode  de  Cauchy  ou  de  Lagrange,  et  de  la  seconde  méthode 
de  Jacobi  [IS'ova  Ueihodux"^  pour  l'intégration  d'une  équation  unique  aux  dérifées  par- 
.  tielles  du  premier  ordre  (ou  si  l'on  veut  encore,  des  deux  méthodes  successives  de  Jacobi 
entre  elles)  ;  à  savoir  que,  bien  qu'  c  en  apparence,  la  méthode  de  Jacobi  exige  plus  d'in- 
tégrations >,  par  le  fait  elle  «  laisse  une  (plus)  grande  liberté  dans  le  calcul  (Mansion, 
U)C.  cit.,  Livre  II,  Chap.  Il,  page  153;,  parce  qu'au  lieu  c  de  ramener  le  problème  à  l'inté- 
gration complète  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires ...,  on  y  considère 
successivement  une  série  de  systèmes  d'équations  différentielles,  dans  chacun  desquels  il 
suffit  de  déterminer  une  seule  intégrale  »  (Jordan,  Cours  d'Anaty^e  de  VRcole  Poly- 
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dans  notre  Chapitre  V,  clcansislanl  à  satisfaire  successivemeni  à 
toutes  les  équations  (30),  (ol),  et  (52),  en  se  servant  à  chaque 
fois  des  conditions  re^slant  à  vérifier  pour  restreindre  cl  préciser 
de  plus  en  plus  la  forme  des  résultats. 

Adoptant  donc  celte  voie,  nous  remarquerons  tout  d'abord  de 
nouveau  que  ces  deux  équations  (S3)  éianl  complètement  équi- 
valentes aux  six  précédentes,  leur  intégration  reviendra  encore  à 
trouver  une  intégrale  générale  commune  aux  trois  systèmes 
(50),  (51  ),  et  (52),  dans  lesquels  ^  eim  sont  des  constantes  pour 
le  premier,  ^«7  et  cp  pour  le  second,  cp  et  <//  pour  le  troisième. 

Gomme  pour  le  Cas  général  d'ailleurs,  il  ne  sera  pas  néi'cssaire, 
pour  pouvoir  en  coaclure  les  valeurs  exactes  des  inconnues  Uet  V, 
d'intégrer  complètement  ces  trois  systèmes  à  la  fois.  Il  suffira 
pour  cela,  comme  on  va  le  voir,  d'en  intégrer  un  seul  complète- 
ment, et  de  posséder  la  valeur  attribuée  à  la  seule  inconnue  U 
par  les  deux  autres  systèmes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de 
connaître  l'expression  la  plus  générale  de  U  commune  aux  trois 
systèmes,  et  l'expression  de  V  relative  à  l'un  de  ces  systèmes 
seulement  :  moyennant  quoi,  la  valeur  commune  de  cette  seconde 
inconnue  sera  fournie,  sans  autre  intégration,  par  la  simple  réso- 
lution d*une  équation  du  second  degré. 

En  effel,  considérant  d'abord  le  système  (51),  qui  est  évidem- 
ment  le  plus  simple  des  trois,  et  qui,  récrit  ainsi 

donnera,  en  intégrant  séparément  chaque  équation  par  quadrature, 
(U)  u  -=  >  v=        '^\ 


technique,  T.  III,  S  2(50,  pp.  H33-334).  et  que  dès  lors  celte  méthode  sera  souvent,  eu  fait, 
celle  dont  l'application  présentera  le  moins  de  difficultés. 

Nous  ne  savons  si  la  même  remarque  a  déjà  été  faite  au  sujet  de  la  comparaison  des 
deux  méthodes  précitées  de  Mayer  et  de  Jacobi;  en  tout  cas,  nous  croyons  que  les  deux 
calculs  successivement  parachevés,  ou  simplement  indiqués,  conformément  à  ces  deux 
méthodes  k  propos  du  même  problème,  dans  les  pages  ou  dans  les  lignes  qui  précèdent* 
en  fournissent,  quant  à  cet  exemple  particulier,  une  preuve  péremptoire,  et,  par  voie 
d'induction,  apportent  en  faveur  de  cette  opinion,  quant  à  la  généralité  des  cas.  une 
sérieuse  vraisemblance,  sinon  une  réelle  présomption  d'exactitude. 


13i  —  374  — 

puis  prenant  ensuite,  dans  le  système  suivant  (52),  l'équation  de 
gauche  seulement,  qui,  pouvant  s'écrire  semblablement, 

c/U  d.csIiGT, 

U  csh  cr 

s'intégrera  de  même  isolément,  et  donnera  de  la  même  façon 


(55)  i:  = 


csh  cr 


le  simple  rapprochement  de  ces  deux  expressions  ainsi  obtenues 
pour  U  donnera  la  condition 

= , »  ou  CsllCT«^,(a,  •^)=:^<y3^î»,  ^    ==/(?)» 

^  C5ll  cr 

d'où  Ton  tirera 

•»*^i(''>  r')  =  — r-  '  *^3  (?,  'f)  = » 

csh  o  ^ 

et  par  suite,  en  revenant  à  l'expression  (55)  ou  à  la  première  (54), 
Ton  aura  déjà  pour  Tineonnue  U  la  forme  nécessaire 

(56)  U=    '  ^^ 


^  csh  o 


dans  Inquelle  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  la  fonction  d'une 
seule  variable  /"(y). 

Pour  cela,  venant  enlin  au  premier  système  (50),  il  suffira  de 
former,  par  l'élimination  de  V  entre  ces  deux  équations,  l'équa- 
tion du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  dans  ce  système  la  seule 
inconnue  (J.  Dans  ce  but,  éliminant  d'abord  entre  ces  deux 
équations  le  premier  radical,  qui  ligure  seul  des  deux  à  la  fois 
dans  les  deux  équations,  nous  formerons  d'abord  la  combinaison 


('>h*o  df  (if  cslio    ▼     csli*o 
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qui  pourra  être  substituée  à  la  première  dans  le  système  pro- 
posé (SO),  et  permettra  dès  lors  de  récrire  ce  système,  en  divi- 
sant par  les  radicaux,  sous  la  forme  plus  simple  : 


df  ^    cslrcr  csh  a  dç   ^    ^ 

Cela  fait,  difTérentiant  en  9  la   première  équation  CSO),  nous 
obtiendrons  la  suivante 


d 

7v 


*U  1       d  ^  /  \  snh  o   rf  .   /"  V 

\f^      .csh*orfjj  V    ^*  csh  o  d^  V    csh^o 


ou,  en  tenant  compte  des  précédentes, 

f/*U  —  U  Sllllo    /        snhcr      \  1    -♦-  Sllll*tar 

dj>*         csli*CT       csho  \      r.sh  c     /  csh^o 

cVst-à-dire,  pour  déterminer  la  seule  inconnue  U,  Téquation  du 
second  ordre 


d' 


ou,  en  y  remettant  son  expression  ci-dessus  (56),  pour  la  fonc- 
tion /*,  celle-ci 

^^  -^  /h)  =  0,  d'où  A?)  =  «  cos  (^  -  6), 

et  par  suite,  en  reportant  dans  ladite  égalité  (56),  la  valeur  de 
rinconnue  U  commune  aux  trois  systèmes  proposés  (50),  (51), 
et  (52),  sera  définitivement 

a  COS  (?  —  6)  .  rfl-        —  a  sin  (v  —  6) 

(57)        IJ  = ^ -,  doù  —  = r 

^i>  cîsli  cr  df  f  csh  o 

Cherchons  maintenant  celle  de  Tinconnue  V. 

A  cet  effet,  remettant  ces  deux  dernières  valeurs,  ainsi  que 
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l'expression  (34)  de  V,  dans   la   première   (50)  qui   eontieni 
bien  V,  mais  non  ses  dérivées,  celle  équation  deviendra 


—  a8in(j>— ê)  1       .    /l        F,       snho.    /      [\  a*cos*(î.  — ^) 

<// csh  o  csir  a  V    .i"^       y-        csli  »:i  V    ^^csIrcT  a.*  es  h*  a 

et  par  conséquent,  en  multipliant  par  ^csh^z?,  et  faisant,  pour 
plus  de  simplicité, 

I   -  F* 

(58)         V\  -  l\  =  F, ,         d'où         F,  =  I  —  Fî,         cl         V  =  — -^. 

nous  aurons  alors,  pour  déterminer,  à  la  place  de  F2,  lo  fonction 
Vn(m,''f),  réquation  simplement  algébrique,  que  Ton  transfor- 
mera successivemenl  ainsi  qu'il  suit 


-  a  sin  (y  —  6)  csh  a  =  F,    -h  siiIi  cr.  l/|  —  FJ  —  a*  cos*  ('r  —  6) , 

[asin  if  -  6.  csh  u  -4-  F,]  -=  siih  o.l/|  _  F*^^*"]  I  —  sin*i>  — €)J, 
a*  sin*  (f  —  6)  c>li'  o  -♦-  2a  sin  (y  —  6)  csh  o  F|  -•-  Ff 

=  shh* a. [I  —  F?  —  X*  ^  a* sin' (,  —  6)], 

a*  sin*  (f  —  6)  (csh*  a  —  .^nh*  a)  -*-  t2a  sin  {f  —  êj.Cih  o  F, 

■♦-  (I  -H  snh'cT)FJ---snh*i:7.(l  -a*), 
|a  sin  (?  —  6)  -♦-  csh  r  F<  |*  =  (I  —  a*)  snh*»:r. 


a  sin  (y  —  6)  -♦-  csh  13  F,  =  db  l^  1  —  a'  snh  a , 


(59) 


F,  =  — —    a  sin  if  —  6)  qi  l/|  —  a*  snh  a    • 
csh  et  \  / 


d'où  l'on  concluerait  ensuite,  en  remettant  cette  valeur  dans 
la  troisième  égaliié  (58),  l'expression  définitive  de  V,  car  celle 
ainsi  formée  ne  eontenanl  plus  aucune  fonction  arbitraire,  mais 
seulement  le  nombre  strict  de  constantes  arbitraires  que  com- 
porte la  solution  devra  dès  lors  satisfaire  en  l'état,  conjointe- 
ment avec  celle  (57)  de  U,  aux  seules  équations  non  encore 


(60) 
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vérifiées,  savoir  celles  de  droite  (50)  ei  (52),  condition  dont  il 
est  d'ailleurs  bien  facile  de  constater  la  vérification. 

Possédant  donc  ainsi,  par  les  valeurs  (57),  (58),  et  (59),  les 
expressions  cherchées  des  inconnues  U  et  V  qui  satisfont  à  la 
fois  aux  six  équations  (50),  (51),  et  (52),  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  au  système  d*équdtions  différentielles  totales  (S3),  les  for- 
mules (48)  nous  donneront  alors,  à  l'aide  des  valeurs  précitées, 
d'abord  pour  les  deux  dérivées  L  et  M,  celles-ci  : 


I  csh 


M 


I 


(61) 


_-\/"^_     '\/'       <    -^yj^^     ^|/.sin(,-^)^^^^— ,s.,h.j 

^    ▼      .^«  .p    V     1»  ^«  .p*  ^«     y         csh  a  Csllo/ 

Quant  à  la  troisième  dérivée  N,  bien  qu'on  puisse  évidemment 
l'obtenir  de  la  même  façon,  le  calcul  en  sera  plus  simple  en 
tirant  maintenant  sa  valeur  de  la  première  équation  (50)  qui,  eu 
égard  aux  expressions  (48)  de  L,  M,  N,  peut  s'écrire  aussi  bien 

(IL         ^  î^"»>°M  ,,  .  ^j      csho/rfL  ^        \ 

-p  =  -— ■  M -4-  — —  N,  «lou  N  =  — —  l-j TJ-^r 

(if       csh  a  csh  o  snho  xap        c^n  a     / 

et  donnera  par  suite  pour  N,  en  tenant  compte  des  valeurs  pré- 
cédentes (60)  de  L  et  M, 

csh  of— a  siii  (»  —  6)  if        W«sin(5» — 6)        ,. •  snh  ct\  1 

IV  = -h zf:   V  \  —  a*  -— —  I    I 

snlioL        (p  csh  CT  csh*CT    <^M        csh  o  csh  a/  J 

—  _1_  ""  «sii»('^  — 6/  /  I      \ 

snh  ts  i>  \         csh"^  al 


Vi'-a*        i 


if  \  csh''  al  ^  csh*  a 

I 


1  / —  a  sin  (v  —  6)  csh*  c  —  1  

=  -  I -— 1 qp   V  \  —  0 

i  \         snh  CT  csh*  cr 

W  .     .  V  snh  cr        ,  / i 

=^       __asm   ?.  — 6)-— -  opVi  ~«*-T-, 

^  \  CSlra  C>h*aj 


csh*  ct; 
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3°  Or,  il  est  visible  que  ces  expressions  ainsi  obtenues  par 
celte  seconde  méihode  pour  L,  M,  N,  coïncideront  exactement 
avec  les  valeurs  (37)  que  nous  avions  déjà  rencontrées  par  la 
première^  à  la  seule  condition  de  faire  simplement  dans  lesdiles 
valeurs  r  =  àz  V\  — a';  et,  par  conséquent,  ayant  déjà  vérifié, 
à  Toccasion  du  calcul  relatif  à  cette  première  méthode,  qu*elles 
satisfaisaient  bien  à  la  condition  d'intégrabilité,  en  premier  lieu, 
la  quadrature  de  la  diiïérenticlle  exacte 

(62)  du  =  Lrf?  -4-  M(/?  ■♦-  Nrfo , 

L,  M,  N  étant  par  hypothèse  les  valeurs  (60)  et  (61)  que  nous 
venons  d'obtenir,  nous  fournira  encore,  pour  Texpression  de  ti, 
celle-ci 

(63)  M  =  Wq  -•-  -.--—  (a  sin  (f  —  6)  :p  V \  —  a*  snh  al» 

if  csh  o  \  / 

qui  coïnciderait  avec  celle  précédemment  obtenue  (38),  en  y 
faisant  le  même  changement  de  constantes  que  nous  venons  de 
dire. 

k^  En  second  lieu,  les  trois  équations  (41)  ou  (43)  étant  donc 
déjà  satisfaites  par  Texpression  (63),  supposée  récrite  successi- 
vement pour  les  trois  coordonnées  rcctilignes,  les  trois  équations 
suivantes  (42)  ou  (44),  qui  deviennent  en  même  temps 

PL"  L  "-4-  QM"  M"'-4-  RN"  N'"=  0  , 
PL'"L'  -♦- QM  'M'  ^  RN  'N'  =0, 
PL'  L"  -^  QM'  M"  -^  RN'  N"=  0, 

et  qui  doivent,  avons-nous  dit,  se  réduire  à  trois  relations  entre 
les  six  constantes  d'intégration  a  et  S,  n'étant  autre  chose,  pour 
le  Cas  actuel,  que  les  trois  équations  de  droite  (107)  de  notre 
Chapitre  V,  se  confondront  semblablement  avec  les  trois  rela- 
tions déjà  obtenues,  lors  du  précédent  calcul,  pour  représenter 
les  mêmes  éqirations,  à  savoir  les  trois  relations  de  droite  (39),  à 
la  condition  d'y  faire  également  r  =  ±1^1  —a',  ce  qui  équi- 
vaut manifestement  à  leur  adjoindre  les  trois  équations  de  gauche 


—  5n  —  !5T 

pis»  kMi!.  «cirûsani  par  ^><»f^:»m:  esKvw  â^>f^  dV  Ti^Kr- 
pmaLoo  pêv'Knêtnqw  que  ckhis  â^cicks  Jejâ  f.^m:uW« 


III 


^11*  MtTiODC  :  Formé  primitirt^  on  iA.\<ri^me.^  —  Bien  qiM" 
le  problême  prt^oulier  que  nous  ikhis  étions  pivm^  $^ni  «iiisi 
romplêfemeiit  résolu  de  nouveau  par  les  calculs  qui  prvoMonU 
il  ne  sera  pas  sans  iniérét  de  vèrilier  rapiJoraont  sur  ce  cas 
simple,  ava^i  d>n  faire  usa^^  uiilement  dans  la  Noie  suivanie« 
que  nous  fussions  bien  panenus  euctement  enoort^  au  même 
rêsolfai,  quoique  d'une  façon  moins  aisêe«  en  nous  tenant,  |H>ur 
la  même  rechercbe,  au  procédé  ex(>osé  de  prime  abord  dans  la 
Note  m,  et  sur  lequel  nous  avons  fondé  la  légitimité  do  lantre 
procédé  plus  rapide  que  nous  venons  dVmployer. 

A  cet  effet,  calculant  les  deux  quadratures  suivantes,  que  Ton 
obtient  sans  peine 

r» 

ly  i-Vd#=-y  i-V  -^l  Vawwwv^  ^v'. 


(*)  En  effet,  pour  la  première  on  trouve  imindUialemonl 


I 


(«)  \  V*"'"^"      Vf'""^   ^V  *'~^ 
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riritégrale  complète  correspondani  à  celle  (8)  de  la  Note  III,  h 
savoir  celle  (47)  de  la  présenle,  sera  dès  lors,  pour  le  cas  actuel. 


j/==U 


(64) 


y  -♦-  arc  co8| 


U  siih  a 

1/  V  —  IJ 


-V--V 


) 


y\ 


arc  cos . 


:y  Wi)  -^  arc  sin  ^y/_— ^  igh  aj 


w 


D'autre   part,   en   diiïérentiant  en  U  et  V  la  même  èqua 
lion  (47),  on  trouvera 

C) 

rfW  n         ^  \}drz  I   II  su  h  cr  \ 

=  f  -^  arc  cos  (  —  j , 


(W 


V  — -  -  u* 

▼      csh*  tar 


vv 


•=  • — ^-     arccos  (l/  Vf)  -^  arc  sin  I  \/   tgli  o  ) 


(6) 


et  de  même  pour  In  seconde,  attendu  que  l'on  aura 


■      V 
on  trouvera  de  même  aisément 


/V(csh*CT  -  siih"o) 


V 

:sli*  o 


es  h"  o 


csh'  CT 


-  L' 


siiii^  a 

CI 


Y   __._,•.,,„=_..:;•.... 


-  c/or  ~ 


Vsiiir 
'  V— r«-v  — 
csh' 


t*sh*  c  —  snli"  o 
V (lu 


L»rfîF 


csh'o  V  csh'a        V    csh'a 

(/    l/V        - 
\         csh  c/ 


1/7  - 


tj 


—  t.-  Csh  CT  du 


,- si)h  o\*  l/V  — i:«— U'siih'a 


d'où»  en  intégrant,  les  deux  expressions  marquées  ci-dessus. 
(*)  En  effet,  les  deux  premières  de  ces  intégrales  ne  sont  autres,  abstraction  faite  des 
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Pour  calculer  la  fonclion  W  à  l'aide  de  ces  deux  équations, 
posani 

65)  P^arccos/      '       "^J,     Q  =  arccos  (l^V|),      R  =  arcsinfy ^Igh  „j, 

celles-ci  s'écriront,  avec  ces  notations, 

ou  bien 

cl  donneront,  par  suite, 

/rfW       \ 
~  sin  I  — -♦- 6 1  ==:sin (e --6 -+- P)=sin(f  — -€)co8 P -♦- cos (f ---6)«in  P, 

((Î6)     ■ 


cosl^iV^  V  —  j=cos(Q  -+-R)==cosQcosR — sinQsinR 


Or,  d'une  part,  les  définitions  (65)  fournissent  immédiatement 
les  valeurs 


facteurs  constants  U  ou  ^V,  que  celles  des  deux  expressions  du  dernier  membre  des 
égalités  (g)  ou  (a)  de  la  note  précédente;  et  quant  à  la  troisième,  on  trouvera  semblable- 
ment,  sans  plus  de  difficultés, 

1  .    yrrCSh'o — Sllb*o  . /.   ^rrSnhtJ^ 

do 


tsii*  o 


.  y—  csh*  o  —  siib*  a  /.  y—  snh  tJ\ 

I     ^ r; ''^        .  ^(l/^-r- 

1  csh*  o  1  \         csh  cr/ 


V   csh'c;  V  csh»o  V  V       cs'ïo/ 

d'où  Ton  conclura  les  deux  valeurs  écrites  plus  haut,  valeurs  que  l'on  obtiendrait  éga- 
lement, bien  entendu,  mais  d'une  façon  plus  pénible,  par  la  différentiation  immédiate 
en  U  et  V  de  l'expression  (64)  obtenue  pour  U. 
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Usnhcr 
vos  P  = 


l/V— U' 

^  /        U*snh*6r           ^  /V-U*— U*siili'a  l/v— U*csh' 

sinP=.=h\/l— ^,-^=.±V/ ^3Tji =* 


l/v  —  u« 


(67)  i  ,        ,1 


si„R--«y  ^^— ^Ighor, 


m  /  V     snh*o  •   /iV-U*)csh«a-VsnhV 


\/ 


csir 


V 

-l 


D'autre  part,  en  tenant  compte  des  expressions  primitives. (48) 
des  dérivées  M  et  N,  ainsi  que  des  valeurs  (60)  et  (61)  définitive- 
ment obtenues  pour  elles,  et  aussi  de  la  valeur  (57)  trouvée 
pour  U,  qui  donnera 

Uf  cshcr 

COS  {'Y 6)  = 1 

a 

les  valeurs  de  rang  pair  de  ce  dernier  tableau  (67)  deviennent 


%    /     V 

dbcshcrV U*  .  f  ,       .  vT 

^    csli*c  irsh.N        Lp  r-<-asnnosm(f — 6) 

sinP.-= —  =  —  =  — ^^ ^1 

l/V  — U^  l/V— U'  tf-cshol/V-nî» 

(^^)      \       •   -f^      _L_  1  Vf       =F[asin(?  -  6)— rsnbor] 


co$R  = 


csha 
N  =p  [r  -♦-  a  snho  sin  (f  —  6)] 


Kn  remettant  donc  ces  quatre  dernières  valeurs  en  même  temps 


( 


«eUe-^i  âfY  lenàrriiit 

.3\ =— ^    ^-   d= —  A  tell 

Od  Toh  dès  Jors  <]u*i]  suflin  do  prriKire  oxolu^ix^onioni  le 
«îfDe  «Dpénoor  daD<  la  premîèîf  lîfT>o  ;^6S^ou«y\'^n*io(^67\oî  de 
même  le  sifDe  îciérieur  dans  les  autres  li^rnes  des  moines  êpliiés 
poor  qu'elles  se  rèJuiseni  simulUnèmeni  i  celles-ei 

/lAv      \         r     r  /v  \ 

sin  1  -—  -I-  t  ■  =  — ^-— — -  I  snh  =  fin  r  —  €^  —    —  -*-  snh  w  sin  :V  —  €  I 

/     rfW\     •  V         I      r 

OU  simplement 


jdW       \      V        U                       ;       i/\V\       •          V      >0  *>"•«*«'            %           V 
>in( i-S)s= ,         cos   iV «=  \     r: — r*. n ^"■- ^  \ 


el  donnent  par  conséquent 


(69) 


,    (y        U       \  rfW  I  I    \         ^\ 


Ces  valeurs  satisfont  bien,  comme  il  le  faut,  i^  In  oondition 
d*intégrabilité,  car  en  représentant  la  proniiérr  par  W^  el  In 
seconde  par  W^,  cl  tenant  compte  do  In  délinition  }^  -^  l  I  y, 
il  est  bien  facile  de  vérifier  qu*ellc  donneront 

rfW,      d\\\  1     rlî  1 


(/U         d\  ^-^V  — U'^;[»v      tl* 


I 
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à  la  condition  de  supposer  dans  lesdites  expressions  (69)  Tare 
sinus  compris  entre  —  ~  er  -4-  ^,ct  l'arc  cosinus  compris  entre 
0  et  TT,  et,  en  les  entendant  ainsi,  Texpression  de  Pinconnue  W 
en  résultera  dès  lors,  conformément  à  notre  théorie,  par  simple 
quadrature. 

Pour   la   calculer,   partant  de   la   seconde   expression   déri- 
vée (69)  W,  ou  ^ ,  puis  faisant 


(70)       r\/y^  =  ^»  d'où  r'V  =  (V-U*)2\ 


et 


„„     v_J121_„.(..^,). 


d\  =  — 


t\t 


(z'-r') 


nous  trouverons  donc 


W  ^y^"'"  ''''  ('-  vÇ5)  ''  "  ' 


('•-J)  ;      J  «  u* 


—  ^2y*[]*Z(iz  /arc  ces  z.d: 

—  1  Tz  arc  ces  z      i  1  -h  r'  —  âzH      ^        (*) 

=  —  y'V .  —     — — ^:— -  ■+■  -  arc  ces —     -h  C . 


(*)  Cette  quadrature'  ne  rentrant  dans  aucune  des  diverses  catégories  que  l'on  étudie 
généralement  dans  l'enseignement,  semblera  peut-être,  pour  certains  Lecteurs,  difficile  k 
calculer.  Nous  croyons  donc  devoir  indiquer,  pour  lobtenir,  le  procédé  suivant,  simple  et 
commode ,  qui  permettrait  également  de  ramener  à  des  types  connus,  d'une  façon  géné- 
rale, pour  un  entier  quelconque  n,  le  calcul  des  intégrales 

/arc  sin  z .  dz  /^arc  cos  z .  dz 

(3«-r*)-+i  ^°  J  (5«-r*)"+r 

Faisant,  pour  abréger, 

/nrccos  z.dz  f^  
-y             ^^^  I    arc  cos  3.  rf5= s  arc  cos  s— Kl — a*, 


—  585  — 


U5 


Or,  ayant,  en  vertu  de  la  définition  préi*itée  de  7» 


(73)        l—r'=t— (!—«»)«««, 


i 


'«=1  ^.(i-««)=,2_«% 


(74) 


Boas  ptrtiroiis  de  cette  fbnnule,  que  donne  rintégntion  pv  partie», 

-/'(3«-r«)~î.3l'n?<<i. 


c'esc-à-dire,  en  réduisant. 


(6) 


0  = 


r"! 


l/i«  -  y« 


_  /  il 


•3  II  —3' 


(3«-r*)* 


</3. 


Or,  la  dernière  intégrale  qui  figure  dans  cette  égalité  est  très  facile  à  calculer,  car  si 
l'on  lait  s*  »  m,  on  trouvera  très  aisément,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties, 

'    (»«-y«)î     •/  2  Vl/u-rVi-ti 

_  -     /!— y       1     /^  -  du 

V  (-î-)-(~ï-"") 


i-+-r' 


v/ 


I— «•       1  2 

-arc  cos 


—  3' 


z«-y«       2 


i-r« 

2 


En  remettant  donc  cette  valeur,  ainsi  que  celle  (a)  de  J,  dans  la  formule  de  réduction  16} 
obtenue  tout  Jk  l'heure,  elle  deviendra 


3  arc  cos  s  —  \/\  — 

1/3 
XV. 


— i/i — 3«    ..  ri/i — 3*    1       1 -♦->'" -"53«n 

--—--: h  y*I  -♦-     — -  ^  -  arc  cos 


0. 


25 


(76) 
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et  concluant,   d'une   part,  des   égalités  (70),  (73),  et  la  pre- 
mière (71), 

(75)      \^z^  =  \^^^-^=  ^_^.  |^^=.=  -jj-, 

et  d'autre  part,  des  égalités  précédentes  (74)  et  (7K), 

\  ^  y*—^2z^  ^  2  a«V  —  U*  2  (a*V  —  U*)  —  a*(V  -  IT) 

1  —  r*      ""^   V  — U*  ~"  a*  ^V  —  U*) 

a«V_(2  — a»)U«        ««(V  —  u«)— 2(1— a«)U*  r*U" 

s=r   1    2 


a«  (V  -  U«)  a»  (V  —  U«)  «•  (V  —  U*) 

puis  observant  enfin  que  la  constante  d'intégration  C  est  ici  une 
fonction  de  l'autre  variable  indépendante  U,  le  résultat  obtenu 
tout  à  l'heure  (72)  deviendra ,  en  tenant  compte  de  la  se- 
conde (75),  de  la  première  (70),  et  de  la  dernière  (76), 


(77)    W=l^arceos^ry  ^  ^  ^j  -^-Uarccos(l  ^  ^'L ——^   -^  *(U), 

expression  qui,  étant  différeniiée  en  U,  donnera,  toutes  réduc- 
tions faites,  simplement 


"îïïï 


.  =  -arccos(l-2-^r:-^J^4.'(U). 


Éffalani  donc,  en  vue  de  déterminer  la  fonction  0(U),  cette 
dernière  valeur  à  l'expression  donnée  (69)  de  W-i  ou  ^  ,  nous 
formerons  ainsi  l'équaiion 


(78)  -arc ces    1  -2-- -♦-  *\U)  =  —  6  -^  arcsin    -  ) 

"  \  a*  V  —  LV  \a    y/y ^tj 


2 


et  fournira  par  suite,  en  réduisant,  pour  l'intégrale  demandée  1,  la  valeur 

/arc  cos  z.dz      —  1  f  s  arc  cos  «      1             1  -+-  r*  —  25"  "1 
= — — -— —  -♦-  -  arc  cos r —  L 

qui  est  celle  introduite  ci-dessus  dans  notre  calcul. 
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de  laquelle  nous  sommes  certains,  a  priori^  que  disparaîtra  la 
variable  indépendante  V  considérée  en  premier  lieu. 
Effectivcmenl,  si  nous  posons  pour  un  instant 

(79;       S=arccos(!  -  2-, ) .  T  =  arcsin  (  -  —  ]. 

l'équation  précédente  (78)  s'écrira  à  Taide  de  ces  notations 

(80)  Is^  ♦'(C)  =  ~6^  T,        ou         -2r*'((J)-^e]=»S-ÎT; 
or,  les  définitions  (79)  donnant  immédiatement 

(81)  €088=1^2-,- -.  sinT  =  - 


«  V  -  r  «  l/V~ir^ 

on  en  conclura 
(82)         cosS—  I  — 2sin*T=cos2T.  cos'T  =  1 j  - — -^^^ 

oc     \  — -  %.' 

Par  conséquent,  les  deux  arcs  S  et  2T  ayant  le  même  cosinus, 
on  aura  dès  lors  nécessairement 

S  qp  2T  =.  2itr, 

A:  étant  un  entier  positif  ou  négatif.  En  prenant  donc  le  signe 
supérieur,  Tcquation  de  droite  (80)  se  réduira  simplement  à 

♦'  (U)  +  6  ==  —  kr,         d'où         ♦  (U)  =  —  (6  -f-  kr)  U  -^  const., 

valeur  qui  donnera  par  suite,  en  premier  lieu,  pour  Texpres- 
sion  (77)  de  W,  celle-ci 

=  U    --  6   -  /fT  -^  -  arc  cos  f  I  —  2  —  (|~7ti)     ■*"  ^^V  «rc  cos  (v  y  j  -♦-  consl  ; 

puis,  en  second  lieu,  en  reportant  cette  dernière  expression  elle- 
même  dans  la  formule  (64),  Texpression  cherchée  de  u  s*obtien- 
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dra  donc  par  celte  méthode,  de  prime  abord,  sous  la  forme 

,'  r  /  Usnha  \      i         /.    ,r'    r'  Y] 

(83)     I      -^  I/V    arc  ces  (l^^)  -^  nrc  siri  f  y    - — -~  tgh  o  J  -h  arc  ces  ly  y/  rr^Tj-J 

—  V'^  —  —  V  -♦-  const., 

à  la  condition  d'y  remettre,  à  la  place  de  U  et  V,  leurs  valeurs 
ci-dessus  trouvées,  (57)  d'une  part,  et  (58) -(59)  de  Tautre. 
En  ayant  recours  de  nouveau  à  nos  notations  déjà  usitées 
(65)  et  (79),  et  convenant  de  faire  en  outre,  par  analogie  avec  la 
définition  (70), 


(84)        4»  =  j»— 6— At,  Z  =  arc  cos  z  =  arc  cos 


(^V^.)' 


puis  rappelant  enfin  la  valeur  primitive  (48)  de  M,  le  résultat 
auquel  nous  venons  d'arriver  (83)  pourra  s'écrire  sous  la  forme 
abrégée 

M  =  -  U  ciip  -+-  iP  ^  S)  -+-  l/V  (Q  -♦-  R  4^  Z)  —  f  M  -h  const. 


Or,  si  Ton  calcule  alors,  à  l'aide  des  valeurs  (67),  (68),  (81), 
et  des  autres  analogues  que  l'on  déduira  des  définitions  (84) 
de  ^  et  Z,  les  tangentes  des  deux  expressions  entre  parenthèses 
que  multiplient,  au  second  membre  de  celte  dernière  égalité,  les 
facteurs  ^  f  et  i^  V,  on  trouve  que  ces  tangentes  sont  l'une  et 
l'autre  égales  à  zéro  (*). 


(*)  Cette  vérification,  assez  laborieuse,  exige  impérieusement,  pour  aboutir,  un  très 
grand  ordre  et  une  méthode  très  stricte  dans  les  calculs.  Voici,  croyons-nous,  comment 
on  y  devra  procéder,  sous  peine  de  n'en  pas  sortir. 


-  UT 

Lesdites  expressions  elles- mêmes  oui  donc  |KUir  valeurs 
me  ei  RH,  IN  et  N  étant  deux  nombres  entiers  queleompies^  et 
dès  lors  la  même  égalité  se  réduira  simplement,  en  tenant  eoiupte 


Si,  dans  U  fMinale  classique 

tf:«iH-ig  ^-l-tgr<-lgrt  igtigr 

00  suppose 

UDg«  =  — ,  uog6  =  -— -,  lange  =  —, 

A  n  ii 

il  sVnsuiTra  que  la  condiùon,  poar  que  la  tangente  do  U  somme  a^^b  -k-c^  Si>it  uull«, 
sera,  dans  cette  hypothèse,  eiprimée  par  l'égalité 

(a)  BCoi  -«-  i  A  lis  -*.  ABC  -  A  UiC  «=  0. 

Il  s'agit  donc  de  reconnaître  que  cette  condition  >o  trouve  reuipiio  sépaiXMuent  à  l'éganl 
de  chacune  des  deux  sommes  vi4>  -4-  iP  -^  S)  et  vQ  -♦-  R  •«- 1\ 
Dans  ce  but,  tirant,  d'une  part,  des  «iétinitiiHis  ,8() 

Ungi*  =  lang[i(?'  — 0 -^H=-    ^- — /.  ^  ^  . yl..      '     ..y     -i 
•^  ""      cosi(f  — 0  I— isn*(f  — O 


[a')    (      «>s^  =  >'Y/^3û«'  8in«Z  =  l  — 


yty  V  -  (J«  -  (1  -  «•)  V 


V  — U*  V— !!• 


sinZ=±— -— -,  langZsait:---        ~— . 

et  d'autre  part,  des  formules  (07),  et  (68)  dans  lesquelles  nous  avons  pris, on  kimi  nouviont, 
le  signe  supérieur  pour  la  première  ligne,  et  le  signe  inférieur  pour  les  doux  iiutros  iignt^s, 

âcshcr  N.U  snh  o 
siD  3P  a  3  sin  P  cos  P  =  — 


cos  2P  =  cos*  P  —  sin*  P  = 


V-U» 
U*  8uh«  o  -  (V  —  IJ«  euh»  o  )       DM  ■^annh'o)--V 


lang2P= SB       -  -  ^ 

\}*(\  -f-2«nh«o)- V       ^«oih'ol.rd  -4- 2sijh«  a)  -  ^«ciilitov  * 

^       sinQ  4'*M  .        sin  II  l/vi((hw 

cos  Q  l/VJ'  *^*^  "  '^ 

XV.  28. 
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de  l'expression  (60)  obtenue  définitivement  pour  M,  à  celle-ci  : 

(85)     w  =-  U.  WT  -♦-  y/y.nx  -f-  (a  sin(?  — 6)  —  r  snli  v]  -+■  ti„. 

2  +  esh  a  \  .       ^        ^  /         " 

Dans  cette  expression,  les  deux  derniers  termes  renfermant 
déjà  à  eux  seuls  toutes  les  constantes  arbitraires  qui  doivent, 

et  enfin  des  valeurs  (8â;  el  (81), 

sin*  S  =  t  -  cos"  S  =  1  —  C08«  2T  •=  siu»  2T  =  4  sin*  T  cos»  T, 

r*u*     «•  (V  —  u»)  -  r*u«  _  4y«u«  ry  (v  —  u«) — (i  — ,,«)  u«] 
«t  (V  -  u»)      «Mv  — u«)  ««  (V  —  u«)«  ' 

(«")      ^      *^s  ^  ««  (V  -  UN         ^  «»  (V  -  D«)  «•  (V  -  U*)      ' 

s  =  ^—  =  -b  ^yu  t-^«'^  -  u'  _  .  ce « 

^"^    ■"  cos  s  ■"        («•V-U»)-r»U*  ""       4'*  csh«  a  ^  ^^,      ,^,^        ^  ^«  csh«  a      ' 

I (j,«V  — UM  — y". ;: U* 

il  résultera  dès  lors  de  ces  différentes  valeurs  que,  si  l'on  pose,  d'une  part, 


=  4 


(g) 


cl  j  =B  2  siu  (f  -  ff )  cos ( f  -  tf ),  A,  =  1  -  2  sin*  (f  —  tf  ), 

Ubi  =  2^  csh*  tffN .  ^  csh  oU .  siih  er,  B,  =  ^«csh»  wU«(l  -♦-2snh« o) -^»csh*oV, 

-s             ^csho      J^csh     ,  y Jf'csh'a                          ^'csh'cr 

G,  =  2r.  '^^ u . K« V*  -  u« ,  c,  =  ï— ^ —  («•  v-u^-r*  ^^— r-  u% 


et,  d'autre  part, 

(r)    cA>«=-^*M.    A,=l/V^,     llîi,=— l/Vtglm,    B,=N,    G,=  -V/«n-U«,     C,=yl/V, 

on  aura  à  la  fois,  en  prenant  le  signe  -4-  dans  la  dernière  ligne  d'égalités  [x  "),  et  le  signe  - 
dans  la  dernière  ligne  (a')> 

lang  2*  =  ^,  Ung  2P  =  V^.  tang  S  =  ^ , 

Aj  Dj  ^t 

tang  0  ==  -r^,  taiig  H  =  — -  lan»  Z  =  ---, 

A,  B,  IJ, 

et,  par  conséquent,  le  calcul  proposé  consistera  simplement  à  vérifier  qu'avec  les  valeurs 
(6)  et  (y)  des  JId,  llij,  C»  e'  «les  A,  B,  C,  soit  pour  l'indice  i,  soit  pour  l'indice  2,  la 
cundition  précitée  (a)  se  trouve  effectivement  remplie. 


(E) 


—  394  —  U9 

d'aprcs  notre  théorie  de  la  Note  III,  figurer  dans  la  solution  la 
plus  générale,  è  savoir  les  deux  constantes  a  et  6  introduites  par 
Tiniégration  du  système  d*équations  différentielles  totales,  et  la 


A  cet  effet,  remarquant  tout  d'abord  que  les  valeurs  indiquées  pour  U  et  V  par  les 
égalités  (57),  et  (58}  -  (59),  savoir 


«cos(f— ff) 


dont  la  seconde  peut  être  réduite  successivement,  eu  égard  à  la  définition  y^  \/  i—u*, 

V= 1  csh*a— snh*tT— «'sin'lf— 0-Hi«sin(j9— ff).>^nhoH-«*snh'w  1 

^«  osh*  o  L  J 

=5 I  l  —  «•  sin*  (f  —  ff)  -4-  2«  sinff  —  6)  ysnh  »-♦-«•  snh*  ct  L 

^*  csh"  o  L  J 

donneront  dès  lors,  étant  considérées  simultanément, 

«•V= — ^ l—siD»(? -0-^(1 -«•)siD*(f-0-<-2«rsin(f—Osnhïr-4-«*snh«cr 

^•csh*w  L  J 

t//*csh*c  |_  ! 

«•  [ysiD  (f  -  S)  -h  m  suh  al» 
^*  csh*  a 

nous  en  conclurons,  par  conséquent,  eu  premier  lieu 

ysiu  (•  —  ff)  -+-  «  snh  w 


(^) 


> /ysiu  (•  —  6) -+- «snh  w\ 


De  ces  expressions  {â),  (£),  et  {r\)  elles-mêmes,  on  déduira  ensuite,  pour  les  valeurs  des 
quantités  fi|  et  C|  (g)  ci-dessus, 

Bjrs^'"  csh»  a  U*.(l  -f-a  snh»  ct)  —  ^"csh*cr.V 

=  ««cos»(^  — tf).(l-+-2suh»cr)— [1  — «•sin'(p  — o)-f-2asin(f--^).rsnho-+-««snh»o] 
s=««[cos»(*-ff)-*-sin«(f— ff)]-[l-*-2a»cos*\»— Oî^"lï*CT— 2asin(f— ff).rsnha--ft*suh»w] 
=  («•—  1)  -h  «*  snh»  «r  [â  cos*  (p  —  ^) — 1]  -  2«sin(»  —  ^).ysnhBr 
^Q\       I      =s  -  >'*-+-«»snh»cr|  t  —  2sin»(f  —  ^)]  —  2ocrsin(f  —  ff)snh  o, 

*»Cîih»o  J;»csh«oU« 

c,=  ?— J — («tv-u»)-r«.-!^ — 5 — 

a"  et* 

=  [y«  siu*  (p  —  ^)  -♦-  2rsin  (^  —  ^)  .a  snh  or  h-  ««  snh*  or]  —  >'«.cos*  (»  —  ^). 
=  flt*  snh»  o  H-  2«ysiu  (•  —  6)  snh  o  -t-  r»  [s»»*  (P  —  ^)  -  «os»  (^  —  tf)] . 
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constante  additive  t/o»  les  deux  entiers  quelconques  m  et  n  qui 
multiplient  les  deux  premiers  termes  constituent  donc  des  arbi- 
traires surabondantes,  dont  Tintroduction  dans  la  solution  actuelle 


Ces  résultats  étant  acquis,  faisant  maintenant,  tant  pour  abréger  l'écriture  que  pour 
faciliter  la  lecture  des  calculs. 


(0 


snh  o  =  p,  siii  (f—6)  =  q,  cos  (y  —  ^)  =  \/\  —q*  =  r, 

les  expressions  précédentes  (8),  (e),  et  lyi\  ainsi  que  celles  (60)  et  (W)  de  M  etN,  devien- 
dront, avec  ces  notations, 

«r  ..I  —  a*q*  ■+■  2«o .  rp  ■+■  ti*p* 

il>  csh  w  if*  csh*  CT 


<P  csh  o  ^*  csh  CT  ^  csh*  o 

de  telle  sorte  qu'en  transcrivant  de  môme  les  valeurs  (6)  trouvées  tout  k  l'heure  pour 
fii  et  Cl,  les  six  quantités  (g),  relatives  à  l'indice  1,  seront  alors,  en  ordonnant  tous  les 
différents  facteurs  par  rapport  a  />. 

e)ln=2gr,  l/})j=— :2  («7  .p  -♦-  9')  etr.p,  Gt  =  ^-  ''•(«p  -*-  rq\ 

A,=-(57^-i),     B,=-[««(V-J)p*-^2«r»/-p-+-r*j,     Ct=«V-+-^«r7P-*-r«(i7*— 0, 

et,  par  conséquent,  la  condition  pour  que  la  tangente  de  la  première  somme  (â<t>  +  2P  -♦-  S) 
soit  égale  à  zéro,  sera  exprimée  par  l'égalité 

0  -  -  U,(\A  t  +  CjA,  ||j>.  -H  AjB.G,  —  4  1 1)5)1$:; ,  =  A,, 
À}  étant  donc,  pour  abréger,  la  quantité 

Ai  =  — [«*(27-  -  i).p*-4-i«r7-p-t-r*].[«'p*-+--«y7P-*-r*(^7* -<)].27r 

H-  [ct^p*  -♦-  "àetyq .  p  -h  r*  V-7*  —  M]  •  (^7*  —  1)  2«r  («7  .p*  -4-  yp) 

(27*  -  o.UmV  —  1)  p*-*-i«r7.p-<-  r*]'2rr(«p-4-r7) 

27r.2atr  («7/)'*  -♦-  yp) .  2yr  («p  -+-  yq). 

De  même,  la  condition  pour  que  la  tangente  de  la  seconde  somme  (Q  -t-  R  4-  Z)  soit 
nulle  également,  sera  exi)rimée,  eu  égard  aux  valeurs  [y],  par  cette  autre  égalité 

0  =  B.C,  Jl,,  -4-  C,A,  Oî,,  H-  A.l^e,  -  cA,,  tl{),G, 

=     N.y\/7^«>l  -  rl/v  .  l/?^ .  l/V*tgh  CI  —  1/V> .  X .  l/«*V  -  U* 

-t-^^M  \/Vlghcy.l/«*V-«tl< 

l/V*  r 

=  -- — -r—    ^  csh*  oN  .7'.^*  csh  ctM  -f-  r.«//*csh*  crV.snh  o 
^  csh" CT  L 

-f-^csh*cjN.4;oshai/««V— Û*"-  0*csh3iM.snhc7.';/cshCTi/««V-U* 
l/V      . 


<//  csh*  6» 


